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Π. Ιωάννου & Θ. Αποστολάτος

Δ Σειρά Ασκήσεων

1. Γράψτε τη Λαγκρανζιανή που διέπει την κατακόρυφη κίνηση  σωματίου στο ομογενές και κατακόρυφο πεδίο βαρύτητας. Υπολογίστε τη συνάρτηση της δράσης που αντιστοιχεί στη φυσική κίνηση. Από την έκφραση της δράσης προσδιορίστε κάνοντας χρήση του θεωρήματος της Noether τις διατηρούμενες ποσότητες στη περίπτωση αυτή καθώς και στην περίπτωση που δεν υπάρχει πεδίο βαρύτητας (g=0).
2. Δύο μη αλληλεπιδρώντα σωματίδια κινούνται στον τριδιάστατο χώρο. Γράψτε όλες τις διατηρούμενες ποσότητες (20). Κατά πόσο μειώνονται οι διατηρούμενες αυτές ποσότητες αν προσθέσουμε ένα τυχαίο δυναμικό αλληλεπίδρασης αυτών; 
3. Μέχρι τώρα έχουμε θεωρήσει οικογένειες μετασχηματισμών της μορφής 
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. Αυτοί οι μετασχηματισμοί λέγονται σημειακοί διότι μετασχηματίζουν κάθε σημείο του θεσεογραφικού χώρου σε κάποιο άλλο σημείο του ίδιου χώρου. Μπορούμε όμως να θεωρήσουμε και μετασχηματισμούς της μορφής: 
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. Αυτοί δεν είναι πλέον σημειακοί  μετασχηματισμοί, αφού εξαρτώνται και από τα 
[image: image3.wmf]q
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, αλλά είναι μετασχηματισμοί οι οποίοι μετασχηματίζουν τροχιές, δηλαδή μία τροχιά 
[image: image4.wmf])
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 μετασχηματίζεται σε μία άλλη. Θεωρήστε τον μετασχηματισμό 
[image: image5.wmf])
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 και δείξτε ότι είναι μετασχηματισμός της δεύτερης μορφής. Γιά μία Λαγκρανζιανή που δεν έχει άμεση εξάρτηση από το χρόνο, παρατηρώντας ότι ο παραπάνω μετασχηματισμός δίδει 
[image: image6.wmf]dt
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, αποδείξτε ότι αυτός οδηγεί σε διατήρηση της ενέργειας. 

4. (Δύσκολο) Το αντίστροφο του θεωρήματος της Noether. Μία μορφή του θεωρήματος Noether  είναι ότι αν υπάρχει μία ε-οικογένεια συνεχών μετασχηματισμών με την ιδιότητα: 
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 για κάποια 
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,  τότε η 
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διατηρείται. Έστω τώρα ότι γνωρίζουμε ότι η 
[image: image10.wmf]F

διατηρείται κατά τη κίνηση. Αποδείξτε ότι η ε-οικογένεια συνεχών μετασχηματισμών που προκύπτει από τη λύση των γραμμικών εξισώσεων 
[image: image11.wmf]j
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 είναι μία (ημι)συμμετρία της Λαγκρανζιανής.

5. Σωματίδιο μάζας 
[image: image12.wmf]m

 κίνειται στο κεντρικό δυναμικό 
[image: image13.wmf]|
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. Αποδείξτε κατευθείαν με τη βοήθεια των εξισώσεων  της κίνησης ότι διατηρείται η στροφορμή,  
[image: image14.wmf]L

r

, περί το κέντρο της δύναμης καθώς επίσης και το άνυσμα  Runge-Lenz 
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. Αποδείξτε ότι το σωματίδιο κινείται επί σταθερού επιπέδου και ότι το 
[image: image16.wmf]A
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 κείται επί αυτού του επιπέδου. Αποδείξτε υπολογίζοντας το 
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ότι η τροχιά είναι κωνική τομή με εξίσωση 
[image: image18.wmf](

)

q

cos

1

|

|

|

|

2

e

mk

L

x

+

=

r

r

, με εκκεντρότητα 
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. Σε ποιά διεύθυνση κείται το 
[image: image20.wmf]A
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; Ποία η φυσική σημασία της διατήρησης του 
[image: image21.wmf]A

v

; Χρησιμοποίστε το προηγούμενο πρόβλημα για να προσδιορίστε το μετασχηματισμό που παράγει τη διατήρηση του ανύσματος Runge-Lenz.

6.  Έστω η Λαγκρανζιανή 
[image: image22.wmf]2
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. Προσδιορίστε όλες τις διατηρούμενες ποσότητες που μπορείτε να βρείτε. Αποδείξτε ότι η 
[image: image23.wmf]bt
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 και η 
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 διατηρούνται. Ποιος συνεχής μετασχηματισμός τις παράγει;

7.  Θεωρήστε τον τριδιάστατο ισότροπο αρμονικό ταλαντωτή του οποίου η Λαγκρανζιανή είναι: 
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. Αποδείξτε ότι οι εξής έξι (γιατί 6;) ποσότητες διατηρούνται: 
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. Προσδίοριστε τους μετασχηματισμούς που οδηγούν στη διατήρηση αυτών των ποσοτήτων.

8. Θεωρήστε ένα δέσμιο σωματίδιο στο δυναμικό 
[image: image27.wmf]b
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. Συναγάγατε το θεώρημα Virial  που συσχετίζει τη μέση τιμή της κινητικής ενέργειας 
[image: image28.wmf]T

 με τη μέση τιμή της δυναμικής 
[image: image29.wmf]V

, όπου η μέση τιμή υπολογίζεται για ένα αρκούντως μεγάλο χρονικό διάστημα. Ποία η μικρότερη τιμή του 
[image: image30.wmf]b

 για την οποία μπορούμε να έχουμε δέσμια κατάσταση.

9. Ελέγξτε την ισχύ του θεωρήματος Virial για την περίπτωση ακτινικών κινήσεων σε κεντρικά δυναμικά.

10. Δείξτε ότι το θεώρημα Virial ισχύει για Ν αλληλεπιδρώντα σωμάτια με δυνάμεις νευτώνειου τύπου.

11. (Από το βιβλίο του Schwinger) Θεωρήστε τη γενικευμένη αρχή του Hamilton και την οικογένεια μετασχηματισμών: 
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, 
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 που μετασχηματίζουν τη χαμιλτονιανή σωματιδίου σε κεντρικό δυναμικό 
[image: image33.wmf])
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. Δείξτε υπολογίζοντας την αλλαγή της δράσης στον παραπάνω μετασχηματισμό ότι όταν έχουμε δέσμια κατάσταση θα ισχύει 
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, όπου 
[image: image35.wmf]L

 το μέτρο της στροφορμής και οι αγκύλες συμβολίζουν τη μέση τιμή των ποσοτήτων. Τι μορφή παίρνει η παραπάνω ποσότητα όταν έχουμε δυναμικό Coulomb ; 
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