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Β Σειρά Ασκήσεων

1. Για το εκκρεμές με Λαγκρανζιανή 
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, αρχίστε με ένα μικρό κύκλο αρχικών συνθηκών στο χώρο των φάσεων πέριξ του ασταθούς σημείου ισορροπίας και εξελίξτε τα σημεία του κύκλου χρονικά με αναλυτική ή αριθμητική μέθοδο. Σχεδιάστε τη μορφή του χωρίου αυτού για τους χρόνους 
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 χρησιμοποιώντας αρκετά σημεία για να μπορείτε να διακρίνετε την σταδιακή παραμόρφωση του κυκλικού χωρίου. 

2. Θεωρήστε τη Χαμιλτονιανή 
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 με σημείο ισορροπίας 
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 και με τέτοιο δυναμικό ώστε η κίνηση να είναι περιοδική. Αποδείξτε ότι το μέτρο Gibbs μιας καμπύλης σταθερής ενέργειας, 
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, είναι ίσο με την περίοδο της κίνησης, 
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, δηλαδή ότι: 
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3. Πρόβλεψη βιομηχανικού ατυχήματος: Μάζα 
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ταλαντώνεται με μέγιστο πλάτος 
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. Δύο ίδια παράλληλα ελατήρια σταθεράς 
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 συνδέουν τη μάζα  με το σημείο ανάρτησης (αγνοήστε το βαρυτικό πεδίο θεωρώντας οριζόντιοα ταλάντωση). Ξαφνικά ένα από τα ελατήρια σπάει και η μάζα θρυμματίζει το πόδι ατόμου που βρίσκεται σε περιοχή η οποία κανονικά θεωρείται ασφαλής. Αν υποθέσουμε ότι το ελατήριο έσπασε σε τυχαίο χρόνο ποία η πιθανότητα η μάζα να βρεθεί μετά το σπάσιμο με ενέργεια 
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 (εκφράστε την πιθανότητα συναρτήσει των 
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). Καλείστε στο δικαστήριο για να καταθέσετε σχετικά με τη μέγιστη απόσταση ασφαλείας που θα έπρεπε να είχε προβλεφθεί  σε περίπτωση που σπάσει το ένα ελατήριο. 
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4. Δείξτε ότι δύο Λαγκρανζιανές που διαφέρουν κατά 
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 δίνουν τις ίδιες εξισώσεις κίνησης. Ο μετασχηματισμός αυτός λέγεται μετασχηματισμός βαθμονόμησης. Δύο σωματίδια κινούνται στον τριδιάστατο χώρο και αλληλεπιδρούν με δυναμικό Νευτώνειου τύπου (τέτοιο ώστε η δύναμη που προκύπτει να ικανοποιεί τον τρίτο νόμο του Νεύτωνα). Τι μορφή μπορεί να έχει το δυναμικό; Γράψτε την αντίστοιχη Λαγκρανζιανή και δείξτε ότι η Λαγκρανζιανή που προκύπτει σε ένα σύστημα αναφοράς που κινείται με σταθερή ταχύτητα ως προς το πρώτο διαφέρει από την αρχική με ένα μετασχηματισμό βαθμονόμισης. Γράψτε τη Λαγκρανζιανή σε συντεταγμένες σχετικής θέσης και κέντρου μάζας. 

5. Δείξτε ότι η Λαγκρανζιανή ένος φορτισμένο σωμάτιο, με φορτίο 
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, που κινείται σε εξωτερικό ηλεκτρικό και μαγνητικό πεδίο είναι 
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, όπου 
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 η κινητική ενέργεια του σωματίου. Γράψτε τώρα τη Χαμιλτονιανή  συνάρτηση του σωματίου, και προσδιορίστε τις εξισώσεις κίνησης του Χάμιλτον. 

6. Προσθέτοντας έναν όρο 
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 στη Λαγκρανζιανή ενός σωματιδίου σε κάποιο δυναμικό, οδηγούμαστε στις ίδιες εξισώσεις κίνησης (μετασχηματιμός βαθμονόμησης). Υπολογίστε την καινούρια Χαμιλτονιανή και κατασκευάστε ένα μετασχηματισμό 
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, ουτώς ώστε η καινούρια Χαμιλτονιανή να έχει ακριβώς την ίδια μορφή με την παλιά. Είναι ο μετασχηματισμός αυτός κανονικός;

_1065536134.unknown

_1065537874.unknown

_1065538727.unknown

_1065724136.unknown

_1065724261.unknown

_1065724278.unknown

_1065538787.unknown

_1065538621.unknown

_1065536544.unknown

_1065536731.unknown

_1065536478.unknown

_1065535479.unknown

_1065535921.unknown

_1065536006.unknown

_1065535709.unknown

_1065533365.unknown

_1065534279.unknown

_1065534299.unknown

_1065534250.unknown

_1065533291.unknown

