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ΜΕΤΑΠΤΥΧΙΑΚΗ ΕΞΕΤΑΣΗ

 ΚΛΑΣΣΙΚΗΣ ΜΗΧΑΝΙΚΗΣ 

Πέτρος Ιωάννου και Θεοχάρης Αποστολάτος

Μάρτιος 2002

Απαντήστε και στα 4  θέματα. Καλή σας επιτυχία.

Θέμα 1: Η ταχύτητα του φωτός σε ένα υλικό μέσο με σφαιρικά συμμετρικό δείκτη διάθλασης 
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α) Εάν το φως ακολουθεί τη διαδρομή που καθιστά στάσιμο το χρόνο μετάβασης από σημείο σε σημείο (αρχή του  Fermat) αποδείξτε ότι η τροχιά του φωτός ακολουθεί τη σχέση:
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 μία σταθερά και 
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 οι πολικές συντεταγμένες της τροχιάς του φωτός (η κίνηση χωρίς έλλειψη της γενικότητας μπορεί να θεωρηθεί επίπεδη).

β) Θεωρήστε  τώρα ότι ο δείκτης διάθλασης είναι της μορφής: 
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με 
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 πολύ «μικρό» (η κίνηση του φωτός στη γενική σχετικότητα είναι ισοδύναμη με την κλασική κίνηση σε ένα τέτοιο μέσο με μεταβαλλόμενο δείκτη διάθλασης). Υπολογίστε πρώτα τη γωνία στροφής του φωτός, 
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. Είναι αναμενόμενο το αποτέλεσμα;

[Υπόδειξη: χωρίστε την ολοκλήρωση σε δύο κομμάτια από 
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. Τα δύο ολοκληρώματα είναι ίδια. Ίσως σας βοηθήσει στην εξαγωγή του ολοκληρώματος η αντικατάσταση 
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γ) Ποια η φυσική σημασία της σταθεράς 
[image: image15.wmf]a

;  

δ) Υπολογίστε στη συνέχεια τη γωνία στροφής του φωτός για μια μικρή τιμή του ε, και δείξτε ότι:
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 [Υπόδειξη: επαναλάβετε την προηγούμενη ολοκλήρωση χρησιμοποιώντας ως νέα μεταβλητή ολοκλήρωσης το 
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, και αντικαθιστώντας στην ολοκλήρωση τα 
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 με τις αντίστοιχες συναρτήσεις του 
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 ανεπτυγμένες ως προς ε. Κρατήστε τα αναπτύγματα πρώτης τάξης μόνο ως προς ε. Στο τελικό ολοκλήρωμα ο ίδιος μετασχηματισμός με το ερώτημα (β) είναι και πάλι χρήσιμος.]
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 (όπου G, c οι γνωστές παγκόσμιες σταθερές). Θεωρώντας τον Ήλιο ομογενή σφαίρα δεδομένης πυκνότητας, θα ήταν προτιμότερο να είχε πιο μεγάλες ή πιο μικρές διαστάσεις, προκειμένου να παρατηρήσουμε πιο έντονη στροφή του φωτός των μακρινών αστεριών που περνά ξυστά από την επιφάνειά του;

Θέμα 2: Θεωρήστε την εξής διάταξη τροχαλιών. Έστω 
[image: image21.wmf]1

z

,
[image: image22.wmf]2

z

,
[image: image23.wmf]3

z

 η κατακόρυφη μετατόπιση των μαζών 
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 από τις θέσεις των στο σχήμα, όπου τα ελατήρια έχουν το φυσικό τους μήκος. 

(α) Αποδείξτε ότι η Λαγκρανζιανή που περιγράφει την κίνηση των μαζών είναι:
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Προσδιορίστε τις  σταθερές 
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 για τις οποίες η  Λαγκρανζιανή είναι αναλλοίωτη στο μετασχηματισμό:
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Προσδιορίστε από το θεώρημα της Noether  την αντίστοιχη διατηρούμενη ποσότητα.

β) Αν οι μάζες είναι τέτοιες ώστε να έχουμε ισορροπία του συστήματος 
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πόσες είναι οι αντίστοιχες διατηρούμενες ποσότητες και τι φυσικό νόημα έχουν αυτές;

Θέμα 3: Η  δυναμική κατάσταση ενός συμπιεστού (που ικανοποιεί την ιδανική καταστατική εξίσωση 
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), ομογενούς, ιδανικού (το ιξώδες είναι αμελητέο) και αστρόβιλου ρευστού  πλησίον της κατάστασης ισορροπίας προσδιορίζεται πλήρως από το δυναμικό, 
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όπου 
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η ταχύτητα του ήχου, 
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 η σταθερή πυκνότητα και πίεση στη κατάσταση ισορροπίας. Το πεδίο των ταχυτήτων  είναι 
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α) Προσδιορίστε την εξίσωση κίνησης του ρευστού. Περιγράφει η 
[image: image43.wmf]x

r

r

×

K

=

f

 μια δυνατή κίνηση του ρευστού; 

β) Εάν συμβολίσουμε με 
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 και ορίσουμε τον τανυστή ενέργειας-ορμής:
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Δείξτε ότι ισχύουν οι εξισώσεις διατήρησης 
[image: image46.wmf]0
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, εξηγώντας από ποιες συμμετρίες παράγονται και επισημαίνοντας τη φυσική σημασία τους. Ποια η πυκνότητα ενέργειας του ρευστού, ποια είναι η πυκνότητα ορμής του ρευστού; 

γ)  Υπολογίστε για την κυματική διαταραχή της μορφής:
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την πυκνότητα ενέργειας και ορμής.  Σε ποιο σύστημα αναφοράς διαγωνοποιείται το χωρικό τμήμα του τανυστή ενέργειας–ορμής; (Σκεφθείτε τι κατεύθυνση πρέπει να έχουν οι άξονες ώστε τα μη διαγώνια κομμάτια να μηδενίζονται, αποφεύγοντας έτσι τις πράξεις). Γράψτε τον τανυστή ενέργειας-ορμής σε αυτό το σύστημα αναφοράς. 
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Θέμα 4: Θεωρήστε  ένα ομογενές ασυμπίεστο και ιδανικό (το ιξώδες θεωρείται αμελητέο) υγρό που βρίσκεται σε δοχείο που περιστρέφεται γύρω από την κατακόρυφη διεύθυνση 
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 η κατακόρυφη γωνιακή ταχύτητα στην αρχή των αξόνων, και 
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 μια σταθερά η οποία δίνει σε πρώτη προσέγγιση της μεταβολής της κατακόρυφης γωνιακής ταχύτητας στη σφαιρική Γη.  

Tο ρευστό βρίσκεται σε δοχείο με στερεά οριζόντια τοιχώματα 
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 και μπορεί να κινείται χωρίς κανένα περιορισμό κατά τη ζωνική διεύθυνση 
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 και την προς βορρά ή νότο διεύθυνση 
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.   Αρχικά το υγρό ρέει με σταθερή ζωνική ταχύτητα 
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. Το πεδίο ταχυτήτων διαταράσσεται και αναζητείται η συμπεριφορά των διαταραχών. Στο περιστρεφόμενο σύστημα  οι διαταραχή των ταχυτήτων ικανοποιεί τις εξισώσεις:
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 είναι η διαταραχή της ταχύτητας, 
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η διαταραχή της πίεσης και 
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 η σταθερή πυκνότητα του ρευστού.

α) Αποδείξτε ότι η στροβιλότης 
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 ικανοποιεί την εξίσωση:
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(είναι
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β) Οι απλούστερες κυματικές λύσεις προκύπτουν αν  λάβουμε διαταραχές της μορφής 
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, δηλαδή λύσεις που είναι ανεξάρτητες από την κατακόρυφη διεύθυνση και τη διεύθυνση 
[image: image66.wmf]y

. Δείξτε ότι τότε η κατακόρυφη ταχύτητα είναι μηδενική (χρησιμοποιείστε την εξίσωση συνεχείας και τις συνοριακές συνθήκες για τη κατακόρυφη ταχύτητα).  

γ) Δείξτε ότι η εξίσωση διασποράς είναι:
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 EMBED Equation.3  [image: image69.wmf]1
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. Εκτιμήστε την περίοδο των κυμάτων (σε μέρες) για κύματα  με μήκους κύματος 
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 EMBED Equation.3  [image: image71.wmf]km

 (θεωρείστε ότι 
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δ) Σχεδιάστε την ταχύτητα φάσεως των κυμάτων 
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 συναρτήσει του κυματάριθμου 
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 για θετικά και αρνητικά 
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ε) Το  ρευστό θεωρείται ότι βρίσκεται κοντά στον Ισημερινό και η σταθερή ζωνική ροή (η οποία πλησίον του  Ισημερινού είναι αρνητική, ο μέσος άνεμος  δηλαδή πνέει από ανατολάς προς δυσμάς) διαταράσσεται από μία οροσειρά η οποία εκτείνεται στη διεύθυνση 
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 και έχει περιορισμένη ζωνική έκταση (κατά τον 
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) (λ.χ. από το όρος Κιλιμάντζαρο ή τις Άνδεις). Θα δημιουργηθεί κυματισμός από την οροσειρά σύμφωνα με τη θεωρία που έχετε αναπτύξει;
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