Μηχανική Μεταπτυχιακού

Πέτρος Ιωάννου & Θεοχάρης Αποστολάτος

ΚΙΝΗΣΗ ΝΟΜΙΣΜΑΤΟΣ ΣΕ ΟΡΙΖΟΝΤΙΟ ΕΠΙΠΕΔΟ

Θεωρήστε ένα νόμισμα που κινείται σε οριζόντιο δάπεδο στο ομογενές πεδίο βαρύτητας. Το νόμισμα λόγω συμμετρίας έχει ροπή αδρανείας ως προς άξονα περιστροφής οποιαδήποτε διάμετρο του νομίσματος ίση με 
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και  ως προς άξονα  κάθετο στο επίπεδο του νομίσματος 
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. Για να περιγράψουμε την κίνηση θεωρούμε ένα περιστρεφόμενο σύστημα με άξονες 
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 με αρχή το κέντρο του νομίσματος όπως στο σχήμα: ο άξονας 
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 είναι κάθετος στο επίπεδο του νομίσματος, ο άξονας 
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 κατά τη διάμετρο η οποία περνά από το σημείο επαφής με το δάπεδο, και ο άξονας 
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 παράλληλος στο επίπεδο και κάθετος στους δύο άλλους. Η ακριβής θέση του σώματος προσδιορίζεται από τις τρεις γωνίες Euler θ, φ, ψ και τις συντεταγμένες του κέντρου μάζας του νομίσματος που θεωρείται ότι βρίσκεται στο κέντρο του νομίσματος.
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Οι γωνίες ορίζονται από τις στροφές που απαιτούνται για να στραφεί ένα αδρανειακό σύστημα με άξονα 
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 κάθετο στο επίπεδο στη θέση του σώματος. Πρώτον η γωνία φ ορίζεται από τη στροφή περί τον 
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 η οποία φέρει τον άξονα 
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 του αδρανειακού συστήματο στον άξονα  
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. Στροφή περί τον 
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 κατά γωνία θ φέρει τον άξονα 
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 στον άξονα 
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. Τέλος στροφή κατά ψ περί τον άξονα 
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 φέρει τους 
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 στους κύριους άξονες οι οποίοι παραμένουν ακλόνητοι στο σώμα. Τα μοναδιαία διανύσματα στους τρεις άξονες 
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 λαμβάνονται αντιστοίχως ως 
[image: image17.wmf])

,

,

(

k

j

i

v

v

v

.  
Παρατηρήστε ότι οι άξονες 
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 αν και διατηρούνται παράλληλοι στους κύριους άξονες του σώματος (εξαιτίας της αξονικής συμμετρίας αυτού) δεν είναι σταθεροί στο σώμα. Η γωνιακή ταχύτητα του συστήματος 
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. Η δε γωνιακή ταχύτητα του σώματος στο σύστημα 
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Η στροφορμή του σώματος στο σύστημα 
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Και η χρονική μεταβολή της στροφορμής οι οποία ισούται με τις ασκούμενες ροπές 
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  η μεταβολή της στροφορμής που υπολογίζεται από παρατηρητή που είναι εδραιωμένος στο σύστημα 
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, δηλαδή επειδή στο σύστημα αυτό τα διανύσματα 
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και 
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Συνεπώς η δυναμική εξίσωση εξέλιξης της στροφορμής είναι:
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όπου 
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 η ακτίνα του νομίσματος και 
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 η αντίδραση και η δύναμη της τριβής που ασκούνται στο νόμισμα από το δάπεδο. Η ροπή είναι 
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Οι εξισώσεις αυτές δίνουν την εξέλιξη της περιστροφικής κίνησης του νομίσματος. Στην προκειμένη περίπτωση δεν αρκούν για το προσδιορισμό της κίνησης. Χρειάζεται να προσδιορισθούν οι άγνωστες δυνάμεις, οι οποίες προσδιορίζονται από την απαίτηση το νόμισμα να κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει. Αυτό σημαίνει ότι το σημείο επαφής του νομίσματος με το δάπεδο είναι ακίνητο ως προς το ακίνητο αδρανειακό σύστημα.  Η ταχύτητα του σημείου επαφής είναι:
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 η ταχύτητα του κέντρου μάζας ως προς το αδρανειακό σύστημα και 
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 η γωνιακή ταχύτητα του νομίσματος. Από αυτή την απαίτηση προσδιορίζεται η ταχύτητα του κέντρου μάζας ως προς το αδρανειακό σύστημα 
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Συνεπώς η επιτάχυνση του κέντρου μάζας είναι 
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η επιτάχυνση που καταγράφει ο αδρανειακός παρατηρητής και
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 η επιτάχυνση που καταγράφει ο παρατηρητής που κινείται με το 
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. Με τον τρόπο αυτό μπορούμε να γράψουμε τις εξισώσεις κίνησης του κέντρου μάζας. Η συνολική δύναμη που ασκείται είναι 
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 το μοναδιαίο διάνυσμα στην κατεύθυνση του αδρανειακού κατακόρυφου άξονα 
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Με τον τρόπο αυτό μπορούμε να εξαλείψουμε τις άγνωστες αντιδράσεις και να μελετήσουμε την κίνηση του νομίσματος.

Απαλείφοντας τις δυνάμεις έχουμε τις τρεις δυναμικές εξισώσεις:
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για την εξέλιξη των 
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. Η θέση του σώματος και οι αντιδράσεις προσδιορίζονται αν γνωρίζουμε την εξέλιξη αυτών των γωνιών.

Το σύστημα αυτό είναι ολοκληρώσιμο. Θα το δείξουμε αυτό κατασκευαστικά.  Αν θέσουμε 
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[image: image58.wmf]3

w

 και την 
[image: image59.wmf]f

&

 συναρτήσει της 
[image: image60.wmf]q

. Αν 
[image: image61.wmf]2

3

2

kma

I

=

, 
[image: image62.wmf]2

kma

I

=

, όπου 
[image: image63.wmf]k

 μια σταθερά (
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 για το νόμισμα), τότε η (1) και (2) γράφονται αμέσως:
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ή συνδυάζοντας τες
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που είναι μια εξίσωση τύπου Legendre που προσδιορίζει το 
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 συναρτήσει του 
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, η (3) προσδιορίζει την εξέλιξη του συστήματος. 

Η ολοκληρωσιμότητα του συστήματος απαιτεί την ύπαρξη τριών διατηρήσιμων ποσοτήτων σε ανέλιξη. Μια εξ αυτών είναι η ενέργεια του συστήματος.

Είναι χρήσιμο να θεωρήσουμε δύο μορφές απλών λύσεων των εξισώσεων αυτών. Η μία προκύπτει όταν το νόμισμα είναι κατακόρυφο και κυλίεται με σταθερή γωνιακή ταχύτητα (
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σταθερό). Θα μελετήσουμε την ευστάθεια αυτής της κίνησης. Η δεύτερη περίτωση είναι όταν τό νόμισμα  έχει σταθερή κλίση με το επίπεδο 
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 και κινείται ομαλά διαγράφοντας ένα κύκλο. Εδώ θα μας ασχοληθούμε με το να προσδιορίσουμε τα χαρακτηριστικά μιας τέτοιας σταθεράς κίνησης.

Αρχίζουμε με τη μελέτη της ευστάθειας της ευθύγραμμης κίνησης του νομίσματος.  Π.χ. ένα νόμισμα κυλάει διατηρώντας το επίπεδό του κατακόρυφο στο δάπεδο και συναντά μια μικρή ανωμαλία στο έδαφος. Θα συνεχίσει την κατακόρυφη κίνηση; Από την εμπειρία γνωρίζουμε ότι όσο πιο γρήγορα περιστρέφεται ένα νόμισμα τόσο πιό ευσταθής θα είναι η κίνησή του. Για να μελετήσουμε την ευστάθεια πρώτα πρέπει να προσδιορισθεί πλήρως η κίνηση της οποίας θέλουμε να μελετήσουμε την ευστάθεια. Η κίνηση αυτή είναι: 
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. Για τη μελέτη της ευστάθειας αρκεί να μελετήσουμε τη συμπεριφορά του νομίσματος κρατώντας μόνον όρους πρώτης τάξης ως προς τις μικρές ποσότητες. Η  (1) παίρνει τη μορφή:
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και επειδή 
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Τέλος η (3) παίρνει τη μορφή:
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οπότε σε πρώτη τάξη επειδή 
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και παραγωγίζοντας άλλη μία φορά ως προς το χρόνο καταλήγουμε στην εξίσωση:


[image: image98.wmf]b

w

b

&

&

&

&

ú

û

ù

ê

ë

é

+

-

=

+

2

0

)

1

2

(

2

)

1

(

k

a

g

k


η οποία έχει ταλαντωτικές λύσεις, που αντιστοιχούν σε ευσταθή ισορροπία, όταν 
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ή όταν 
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Δηλαδή όταν το νόμισμα έχει ταχύτητα 
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 τότε η ευθύγραμμη κίνηση είναι ευσταθής. Πράγματι όσο μεγαλύτερο είναι το νόμισμα τόσο πιο δύσκολο είναι να πραγματοποιήσει σταθερή ευθύγραμμη κίνηση υπό την έννοια ότι απαιτείται μεγαλύτερη ταχύτητα κύλισης για να είναι ευσταθής η κίνηση. Επίσης όσο μικρότερο το 
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 η κρίσιμη αυτή ταχύτητα δεν μεγαλώνει απεριόριστα. Ίσως θα περίμενε κανείς ότι αν όλη η μάζα ήταν συγκεντρωμένη στο κέντρο το σώμα θα έπεφτε όσο γρήγορα και αν κινούνταν –η συνθήκη κύλισης όμως δεν θα το επιτρέψει να συμβεί αυτό για αρκούντως μεγάλη ταχύτητα. 

Η  κρίσιμη ταχύτητα για ένα νόμισμα είναι αρκετά μεγάλη, π.χ. για ένα νόμισμα ακτίνας 
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 EMBED Equation.3  [image: image106.wmf]s

cm

. Αξίζει να πειραματιστείτε για να διαπιστώσετε τι μορφή έχει η κίνηση.

Θεωρούμε την περίπτωση ενός νομίσματος (
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Επίσης επειδή:
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εάν αρχικά 
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Παρατηρούμε ότι παρότι η κίνηση θεωρείται ευσταθής το νόμισμα θα στρέφεται και η ευστάθεια που προσδιορίσαμε έχει πεπερασμένο χρονικό ορίζοντα. Για να καταλάβουμε την κίνηση που εκτελεί το νόμισμα θα πρέπει να προσδιορίσουμε τη θέση του κέντρου μάζας. Υπολογίσαμε νωρίτερα από την απαίτηση μη ολίσθησης του νομίσματος την ταχύτητα του κέντρου μάζας. Η έκφραση όμως της ταχύτητας ήταν στο σύστημα 
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 άξονα τη αρχική κατεύθυνση του νομίσματος, και  
[image: image121.wmf]I

z

τον κατακόρυφο άξονα. Τα μοναδιαία διανύσματα στο αδρανειακό αυτό [image: image158.png]


πλαίσιο συμβολίζονται με 
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Έχουμε:
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Συνεπώς στο αδρανειακό σύστημα η ταχύτητα του κέντρου μάζας είναι:
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Σε πρώτη τάξη έχουμε:
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Θέλουμε όμως να υπολογίσουμε τη κίνηση με τρόπο που να ισχύει για όλους τους χρόνους μίας και οι εκφράσεις των μεταβλητών 
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 ισχύουν για μικρά 
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 για όλους τους χρόνους. Παρατηρούμε ότι σε πρώτη προσέγγιση η 
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 έχει μέση τιμή [image: image159.png]
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 (μικρή εφόσον είναι ανάλογη του 
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Η  μέση κίνηση της γωνίας 
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 όπως προκύπτει από τις λύσεις των γραμμικοποι-ημένων εξισώσεων και από αριθμητική ολοκλήρωση των μη γραμμικών εξισώσεων έχει σχεδιασθεί στο σχήμα. Παρατηρήστε ότι για  την επιλεγείσα τιμή 
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η προσέγγιση και η ακριβής λύση δεν ξεχωρίζουν (αυτό ισχύει για όλους τους χρόνους).

Τη κίνηση του κέντρου μάζας  τη προσεγγίζουμε με τις εξισώσεις:
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Παραλείψαμε τους άλλους όρους διότι οδηγούν σε διόρθωση στη μέση κίνηση ανώτερης τάξης.  Συνεπώς θα είναι:
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το νόμισμα δηλαδή διαγράφει κύκλο ακτίνας 
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Η προσεγγιστική τροχιά του νομίσματος είναι απαράλλαχτη από την ακριβή λύση των εξισώσεων. Π.χ. η περίπτωση 
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 φαίνεται στο διπλανό σχήμα . Για  νόμισμα με 
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Είναι ενδιαφέρον ότι οι παραπάνω λύσεις είναι ακριβείς ακόμα και για 
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. Για μεγαλύτερες γωνίες η γραμμικοπιημένη λύση είναι ανακριβής. Π.χ. για τη περίπτωση 
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 η κίνηση του νομίσματος φαίνεται στο ακόλουθο σχήμα.
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