                                                   Ασκήσεις
1. Δίδεται ο πίνακας των μαζών 
[image: image1.wmf]M

 και της δυναμικής ενέργειας 
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 ενός συστήματος 
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 βαθμών ελευθερίας κοντά στο σημείο ισορροπίας του. Η γενική μετατόπιση του συστήματος θα είναι τότε 
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 , όπου 
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 η κανονική συχνότητα του τρόπου ταλάντωσης που προσδιορίζεται από το διάνυσμα 
[image: image6.wmf]k

x

 Αν δίδονται οι 
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 αρχικές θέσεις του συστήματος 
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 και οι 
[image: image9.wmf]n

 αρχικές ταχύτητες του συστήματος 
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 προσδιορίστε τους 
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 συντελεστές 
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 και 
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2. Προσδιορίστε πειραματικά τις τρεις κανονικές συχνότητες των διαμήκων ταλαντώσεων τριών μοναδιαίων μαζών που είναι συνδεδεμένες με τρία ελατήρια σταθεράς 
[image: image14.wmf]1
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 που βρίσκονται μεταξύ δύο τοίχων ως εξής:   ||-----Ο-----Ο-----Ο-----||   σχηματίζοντας το πηλίκο 
[image: image15.wmf]Rayleigh



 EMBED Equation.3  [image: image16.wmf]=
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 EMBED Equation.3  [image: image17.wmf]Mx

x

Kx

x

T

T

  και υπολογίζοντας το για πολλά τυχαία 
[image: image18.wmf]x

. Ζωγραφίστε τις τιμές που λαμβάνει το πηλίκο και από τα σημεία συμπυκνώσεως προσδιορίστε τις συχνότητες. Πως συγκρίνεται η εκτίμησή σας με την ακριβή τιμή των συχνοτήτων; Μπορείτε να σκεφθείτε ένα τρόπο με τον οποίο  από την κατανομή των τιμών του πηλίκου 
[image: image19.wmf]Rayleigh

 να προβλέπετε κάπως συστηματικά τις κανονικές συχνότητες;
3. Θεωρήστε την άπειρη αλυσίδα ---ο----ο----ο-----ο----- ίσων μαζών 
[image: image20.wmf]m

 και ιδίων ελατηρίων 
[image: image21.wmf]k

. Γράψτε τις εξισώσεις κίνησης για διαμήκεις ταλαντώσεις. Δείξτε ότι αν η μετόπιση της 
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 μάζας (
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 τότε οι εξισώσεις ικανοποιούνται αν η συχνότητα επιλεγεί να έχει τη τιμή: 
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. Ποία η φυσική σημασία αυτών των λύσεων;  Προσδιορίστε τη συνπεριφορά των λύσεων όταν 
[image: image26.wmf]0
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. Γιατι σε αυτή τη περίπτωση ανακτούμε τη συμπεριφορά της αλυσίδας αυτής στο συνεχές όριο;

4. Θεωρήστε μία άπειρη αλυσίδα της οποίας οι μίσες μάζες (αριστερά από κάποιο σημείο της αλυσίδας-που ορίζεται ως περιοχή Ι) είναι  
[image: image27.wmf]m

 ενώ οι άλλες μισές, στην άλλη περιοχή ΙΙ, είναι 
[image: image28.wmf]M

. Όλα τα ελατήρια έχουν σταθερά 
[image: image29.wmf]k

. Η απόσταση μεταξύ των μαζών στη κατάσταση ισορροπίας είναι 
[image: image30.wmf]a

. Μελετήστε την ανάκλαση και διάδοση ενός κύματος συχνότητας 
[image: image31.wmf]w

 που προσπίπτει από τα αριστερά. Θεωρήστε δηλαδή ότι στη περιοχή Ι  η μετατόπιση είναι 
[image: image32.wmf]R
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 EMBED Equation.3  [image: image33.wmf])
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 ενώ στη περιοχή ΙΙ είναι 
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. Προσδιορίστε τον συντελεστή ανάκλασης. Δείξτε ότι η απάντηση σας πηγαίνει σε αυτή του συνεχούς ορίου. Για να το δείξτε αυτό λάβατε το όριο 
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με τέτοιο τρόπο έτσι ώστε οι ποσότητες 
[image: image36.wmf]a
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 και 
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να είναι σταθερές. Εξηγήστε τη λογική αυτής της οριακής διαδικασίας.
5. Θεωρήστε μία αλυσίδα που αποτελείται από  
[image: image39.wmf]n

 ίσες μάζες συνδεδεμένες με 
[image: image40.wmf]1
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ίδια ελατήρια. Προσδιορίστε τις συχνότητες των κανονικών ταλαντώσεων. Πως συγκρίνονται οι συχνότητες αυτές με τις συχνότητες κανονικών ταλαντώσεων του αυτού αριθμού μαζών που ταλαντώνονται μεταξύ δύο στερεών τοίχων (συνδεδεμένων δηλαδή με 
[image: image41.wmf]1
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 ελατήρια.
6 To  μόριο του 
[image: image42.wmf]2

CO

 μπορεί να θεωρηθεί ότι παρίσταται από τρεις μάζες σε ευθεία διάταξη   Ο---C---O συνδεδεμένες με ελατήρια. Το σύστημα αυτό έχει 4 κανονικούς τρόπους ταλάντωσης: δύο διαμήκεις και δύο εγκάρσιες. Θεωρούμε ότι οι ελαστικές σταθερές των αλληλεπιδράσεων έχουν τρείς τιμές:  έστω 
[image: image43.wmf]1
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 η ελαστική σταθερά  μεταξύ των ατόμων του Ο  και του C,  
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 η ελαστική σταθερά για απομακρίνσεις των δύο Ο κατα μήκος του άξονα του μορίου και  
[image: image45.wmf]3
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 για απομακρίνσεις κάθετες στον άξονα του μορίου. Πειράματα προσδιόρισαν τις εξής συχνότητες κανονικών ταλαντώσεων:

	       Κανονικός τρόπος ταλάντωσης
	                       Συχνότητα

	                      Εγκάρσια  1
	                        667 cm
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	                      Εγκάρσια  2
	                        667 cm
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	                       Διαμήκης 1
	                      1337 cm
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	                       Διαμήκης 2
	                      2349 cm
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(οι συχνότητες αποδίδονται σε μονάδες αντιστρόφου μήκους κύματος του φωτός). Αν υποθέστε ότι η συνολική ορμή και στροφορμή του μορίου είναι μηδενική υπολογίστε τις σταθερές 
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, 
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7. Δείξτε ότι η δεύτερη μεταβολή της δράσης περί τη φυσική κίνηση δίνεται από την έκφραση: 
[image: image53.wmf](
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 αμιγείς συναρτήσεις του χρόνου τις οποίες και  να προσδιορίστε. Το 
[image: image55.wmf]h

 είναι μία οποιαδήποτε μεταβολή της φυσικής τροχιάς που μηδενίζεται στον αρχικό και τελικό χρόνο. Δείξτε ότι για μηχανικά προβλήματα έχουμε 
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.  Θεωρήστε τώρα το πηλίκο Rayleigh 
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 στο χώρο των συνεχώς διαφορισίμων συναρτήσεων που είναι μηδέν στον αρχικό και τελικό χρόνο, όπου  
[image: image58.wmf]dt
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.  Δείξτε ότι ο τελεστής 
[image: image59.wmf]L

 είναι ερμιτιανός.  Δείξτε τώρα ότι κατά αναλογία με το διακριτό πρόβλημα  ότι το πηλίκο καθίσταται στάσιμο για αυτές τις μεταβολές  
[image: image60.wmf]h

 που είναι οι ιδιοσυναρτήσεις του 
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, με αντιστοιχούσα ιδιοτιμή 
[image: image62.wmf]l

 την τιμή του πηλίκου Rayleigh υπολογισμένη στην αντιστοιχούσα ιδιοσυνάρτηση.  Εάν 
[image: image63.wmf]1
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 είναι η ελάχιστη ιδιοτιμή τι μπορείτε να πείτε για το είδος του στασιμού που επιτυγχάνεται από τη φυσική τροχιά.

8. Θεωρήστε τώρα το πρόβλημα της σαπουνόφουσκας. Βρήκαμε ότι η επιφάνεια που καθιστά στάσιμο το εμαδόν της σαπουνόφουσκας είναι η  
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 η απόσταση μεταξύ των δακτυλίων που έχουν ακτίνα 
[image: image66.wmf]r

 και η σταθερά 
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προσδιορίζετε επιλύοντας την 
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. Εξηγήσαμε στη τάξη ότι αυτή η εξίσωση για δεδομένο 
[image: image69.wmf]r

 έχει λύση μόνο όταν η απόσταση μεταξύ των δακτυλίων είναι μικρότερη από 
[image: image70.wmf]66
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 και ότι για μεγαλύτερες αποστάσεις η σαπουνόφουσκα σπάει. Θέλουμε να προσδιορίσουμε κατά πόσον η επιφάνεια είναι ελάχιστη για τις επιτρεπτές τιμές του 
[image: image71.wmf]r
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. Χρησιμοποιώντας τα αποτελέσματα του προηγουμένου ερωτήματος  προσδιορίστε τη συνθήκη που πρέπει να ικανοποιείται. Δείξτε ότι για την οριακή περίπτωση 
[image: image72.wmf]66
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 ότι υπάρχει μη τετριμμένη διαταραχή που μηδενίζει τη δεύτερη μεταβολή και προσδιορίστε αυτή τη διαταραχή (δίνεται από μία απλή συνάρτηση!). 
9. Για τους φιλόδοξους. Δείξτε επιλύοντας αριθμητικά το πρόβλημα ιδιοτιμών ότι για 
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 ότι πράγματι η επιφάνεια είναι ελάχιστη.
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