
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΘΗΝΩΝ

Τµ�ηµα Φυσικ�ης
Εξετ�ασεις επ�ι Πτυχ�ιω

στη Μηχανικ�η ΙΙ

4Μα²ου 2009

Απαντ�ηστε και στα 3 προ1λ�ηµατα που ακολουθο�υν µε σαφ�ηνεια, ακρ�ι1εια και απλ�οτητα. �Ολα τα
προ1λ�ηµατα ε�ιναι ισοδ�υναµα. Καλ�η σας επιτυχ�ια.

Θ�εµα Α : �Ενα σωµατ�ιδιο µ�αζας � κινε�ιται επ�ι του επιπ�εδου ����� . Θ�ελοντας να το παγιδε�υσουµε σε µια
περιοχ�η του επιπ�εδου κατασκευ�αζουµε �ενα δυναµικ�ο της µορφ�ης��� �
	��
��� ���� ��� ����� � ����� ��� ���
���

1. Κατασκευ�αστε τους π�ινακες κινητικ�ης και δυναµικ�ης εν�εργειας για το σωµ�ατιο αυτ�ο και βρε�ιτε το
σηµε�ιο ισορροπ�ιας.

2. Να βρεθο�υν οι χαρακτηριστικ�ες συχν�οτητες του σωµατιδ�ιου και τα αντ�ιστοιχα ιδιοαν�υσµατα.

3. ∆ε�ιξτε �οτι τα ιδιοαν�υσµατα αυτ�α ε�ιναι ορθογ£ωνια.

4. Για τι τιµ�ες του συντελεστ�η
�
οι χαρακτηριστικ�ες συχν�οτητες ε�ιναι πραγµατικ�ες ; Ε�ιναι το δυναµικ�ο

που κατασκευ�ασαµε παγιδευτικ�ο τελικ�α ;

5. Αν το δυναµικ�ο ε�ιναι παγιδευτικ�ο περιγρ�αψτε ποιοτικ�α την κ�ινηση του σωµατιδ�ιου µ�εσα σε αυτ�ο.

Θ�εµα Β : �Ενα σχετικιστικ�ο σωµατ�ιδιο µε µ�αζα ηρεµ�ιας � το οπο�ιο κινε�ιται σε κ�αποιο δυναµικ�ο ��� � � (θεω-
ρ�ηστε για ευκολ�ια �οτι η κ�ινηση συµ1α�ινει επ�ι του �αξονα � µ�ονο) περιγρ�αφεται απ�ο την ακ�ολουθη Λαγκραν-
ζιαν�η ! � �
	�"#�$�%� �'& � ( � � " �& � � �)� � �
�οπου "*�,+� και & η ταχ�υτητα του φωτ�ος.

1. Γρ�αψτε την εξ�ισωση κ�ινησης του σωµατιδ�ιου και λ�υστε την στην περ�ιπτωση που
��� � �$�%�.-/� .

2. Συγκρ�ινετε το δι�αστηµα που θα διαν�υσει το σωµατ�ιδιο ξεκιν£ωντας απ�ο την ηρεµ�ια µε το αντ�ιστοιχο
εν�ος µη σχετικιστικο�υ σωµατιδ�ιου που υπ�οκειται σε �ιδιο δυναµικ�ο λαµ1�ανοντας �ορους µ�εχρι τ�εταρτης
τ�αξης στο αν�απτυγµα του � �10 � για το σχετικιστικ�ο σωµατ�ιδιο. [∆�ιδεται το ολοκλ�ηρωµα2�34 �65�� 798 � �:� � �;� � �<8 � �>= � καθ£ως και το αν�απτυγµα του 8 � ��? � � � ��? � 7 � �@?BAC7EDF�<G � ?IH�� .]

3. Ποια ε�ιναι η γενικευµ�ενη ορµ�η του σωµατιδ�ιου ; Κατασκευ�αστε την Χαµιλτονιαν�η που αντιστοιχε�ι στο
σωµατ�ιδιο αυτ�ο.

4. Ποια ποσ�οτητα διατηρε�ιται κατ�α τη δι�αρκεια της κ�ινησης του σωµατιδ�ιου ;

Θ�εµα Γ : Κατασκευ�αστε µια Λαγκρανζιαν�η συν�αρτηση για κ�αθε �ενα απ�ο τα ακ�ολουθα φυσικ�α συστ�ηµατα.
Εξηγ�ηστε µε κ�αποιο σχ�ηµα �η µε λ�ογια τη φυσικ�η σηµασ�ια της κ�αθε παραµ�ετρου που θα χρησιµοπο�ιηστε.
Σηµει£ωστε π�οσοι ε�ιναι οι βαθµο�ι ελευθερ�ιας του συστ�ηµατος που περιγρ�αφεται απ�ο την εκ�αστοτε Λαγκραν-
ζιαν�η.

1. ∆�υοMH αλληλεπιδρ£ωντα σωµατ�ιδια τα οπο�ια µπορο�υν να κινο�υνται στον τρισδι�αστατο χ£ωρο.
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2. �Ενα εκκρεµ�ες µ�εσα στο οµογεν�ες βαρυτικ�ο πεδ�ιο της Γης το οπο�ιο αποτελε�ιται απ�ο µια σηµειακ�η
µ�αζα � στερεωµ�ενη στο �ακρο µιας α1αρο�υς ρ�α1δου, η οπο�ια ε�ιναι ελαστικ�η µε συντελεστ�η ελαστικ�ο-
τητας � , �εχει φυσικ�ο µ�ηκος J 4 και η οπο�ια δ�υναται να περιστρ�εφεται ελε�υθερα γ�υρω απ�ο το �ενα �ακρο
της, κινο�υµενη επ�ι κατακορ�υφου επιπ�εδου.

3. Μιασηµειακ�η µ�αζα � η οπο�ια ε�ιναι αναγκασµ�ενη να κινε�ιται π�ανω σε µια σφαιρικ�η επιφ�ανεια ακτ�ιναςK
δ�ιχως τρι1�ες και βρ�ισκεται µ�εσα στο οµογεν�ες βαρυτικ�ο πεδ�ιο της Γης.

4. Μιασηµειακ�η µ�αζα � η οπο�ια κινε�ιται δ�ιχως τρι1�ες π�ανω σε οριζ�οντιο επ�ιπεδο και η οπο�ια ε�ιναι προσ-
δεδεµ�ενη µ�εσω εν�ος µ�η εκτατο�υ ν�ηµατος µ�ηκους

!
µε µια �αλλη σηµειακ�η µ�αζα � . Το ν�ηµα δι�ερχεται

µ�εσα απ�ο µια τρ�υπα του επιπ�εδου �ετσι £ωστε η δε�υτερη µ�αζα να κρ�εµεται κ�ατω απ�ο το επ�ιπεδο και να
κινε�ιται µ�ονο κατακ�ορυφα, εν£ω το ν�ηµα που συνδ�εει τις δ�υο µ�αζες ε�ιναι συνεχ£ως τεντωµ�ενο.

5. �Ενα φορτισµ�ενο σωµατ�ιδιο φορτ�ιου L και µ�αζας � το οπο�ιο µπορε�ι να κινε�ιται δ�ιχως τρι1�ες επ�ι του
�αξονα � εν£ω βρ�ισκεται ταυτ�οχρονα µ�εσα σε οµογεν�ες µαγνητικ�ο πεδ�ιο MN � NPOQ

. [∆ε�ιξτε πρ£ωτα �οτι το
µαγνητικ�ο αυτ�ο πεδ�ιο µπορε�ι να προκ�υψει απ�ο �ενα ανυσµατικ�ο δυναµικ�ο της µορφ�ης MR � N � O� .]
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Λ�υσεις

Θ�εµα Α :

1. S � ��T 	�UV� �'W � ��X�ZY �
Το σηµε�ιο ισορροπ�ιας χαρακτηρ�ιζεται απ�ο [ � 7E[
�\�][ � 7E[^�@�V_ , δηλαδ�η � �'� � �Z� � �*� � �`�V_
δηλαδ�η �'�\�a�b_ .

2. Απ�ο το χαρακτηριστικ�ο πολυ£ωνυµο c
dfe � Ug�<h � S �i�j_ βρ�ισκουµε ��� �`� � � � �`� �k� � � �l_ �οπου�'� � h � 7 � , µε λ�υση �m�onFp 8 � � � � �
Τα αντ�ιστοιχα ιδιοαν�υσµατα ε�ιναι q)r �bp W �s tvu
wfxzy6tw Y �

3. Το εσωτερικ�ο γιν�οµενο ορ�ιζεται µ�εσω του π�ινακα της κινητικ�ης εν�εργειας. Ε∆£ω �οµως ε�ιναι ο µονα-
δια�ιος π�ινακας οπ�οτε υπολοογ�ιζουµε απευθε�ιας το

q|{} q u το οπο�ιο ε�ιναι 0 (κ�αθετα ιδιοαν�υσµατα).
4. Για ~ � ~�� 8 � , η µια απ�ο τις δ�υο ιδιοσυχν�οτητες γ�ινεται αρνητικ�η, οπ�οτε το σηµε�ιο ισορροπ�ιας δεν ε�ιναι
ευσταθ�ες. Αλλι£ως οι ιδιοσυχν�οτητες ε�ιναι πραγµατικ�ες. Εποµ�ενως για να ε�ιναι δυναµικ�ο παγ�ιδευσης
πρ�επει ~ � ~��o8 � .

5. Το σωµατ�ιδιο εκτελε�ι µια σ�υνθετη ταλ�αντωση (αρµονικ�η ταλ�αντωση σε καθ�ενα απ�ο τα δ�υο ιδιοαν�υ-
σµατα µε τις αντ�ιστοιχες ιδιοσυχν�οτητες.).

Θ�εµα Β :

1. � 55 0 "� � ��� x� x � 5 �5�� �o_#�
Για το συγκεκριµ�ενο δυναµικ�ο "� � ��� x� x�������

��� ���
��� 4 � � - 0� �

Για " � _9���b_ " �10 �� � � ��� ��� x� x � - 0��� " �10 �$� &�� �� � � 7 � - 0 7 �'& � � � � - 0 7 � �� � � � - 0 7 �'& � � �
2. � �10 ���b� �4 " �10 �B5 0 � �'& �- �>� ���v�4 =�5�=8 � �>= � ��'& �- �� � � � � � � W - 0�'& Y �I�� � (1)
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Αναπτ�υσσοντας την παραπ�ανω σχ�εση και κρ�ατωντας µ�εχρι �ορους 4ης τ�αξης βρ�ισκουµε� �10 ��� - 0 �� � � -�� 0 AD � � & � �<G �10 H �
Ο δε�υτερος �ορος ε�ιναι αυτ�ος που διαφοροποιε�ι την διανυθε�ισα απ�οσταση για το σχετικιστικ�ο σωµα-
τ�ιδιο απ�ο τον αντ�ιστοιχο για το νευτ£ωνειο (πρ£ωτος �ορος).

3. � �@�^"�� !
µε ���o[ ! 7E[^")� � "#7 � � � � "#7 & � � . Λ�υνοντας ως προς " βρ�ισκουµε"a� � &� � �'& � � ��� �
οπ�οτε � � & � � � � � �'& � � � �)� � ���

4. Η ποσ�οτητα που διατηρε�ιται ε�ιναι η εν�εργεια η οπο�ια εκφρ�αζεται απ�ο το ολοκλ�ηρωµα του Jacobi  � �'& �� � � � "#7 & � � � ��� � ���
Θ�εµα Γ :

1. ! � �� �¡t +M� � t � �� � � +M� ��
6 βαθµ£ων ελευεθερ�ιας.

2. ! � �� � � +¢ � � ¢ � +£ � �¤� �� � � ¢ �@J 4 � � � ��¥�¢¤¦C§�¨ £
2 βαθµ£ων ελευθερ�ιας.

3. ! � �� � K � � +£ � � ¨I©«ª � £ +¬ � �¤� ��¥ K ¦C§�¨ £
2 βαθµ£ων ελευθερ�ιας.

4. ! � �� � � � +¢ � � ¢ � +£ � �­� ��¥ � ! � ¢ �
2 βαθµ£ων ελευθερ�ιας.

5. ! � �� � +� �
Ε�ιναι ε�υκολο να δε�ιξει κανε�ις �οτι M®°¯±N � O�i� NPOQ

. 1 βαθµο�υ ελευθερ�ιας.
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