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������� �	
 ����� ������� ����� ����� 	�� 
���� (X, d)� ��� X ����� 	�� �� ����
���� ��� d: X × X → R ����� ��� ���������� ���������� � ��� �������� ������ �
�������� ��� �������� ��� ��� �� x, y, z ∈ X ��� ��������� �

��� d(x, y) ≥ 0 ��� d(x, y) = 0 ���� ��� ����� ��� x = y

���� d(x, y) = d(y, x) �����������

����� d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) ���������� ����������

������� �	� ����K ⊂ X �������� ������ �� ��� �� � ���������� ���� �� (xn)∞n=1

�� K � limn→∞ xn ∈ K! ���� A ⊂ X �������� ������ �� � X \ A ����� �������!

������� �	� "������� ��� �� A ⊂ X ��� ���#��
���� �� A� � ���$��� �������
���� �� ����	$�� � A!

%� ������ �� A ��
���� � ���� ∂A = A∩ (X \ A)� ���! � ���� ��� �������
�� X �� ��� #�������� ��  	���� ���� �� A ��� �� ���������� ��!

������� �	� &�� ��������� f : X → X �� 	��� ������� $'� (X, d) �������� ��������
�� ����$�� 0 ≤ s < 1 '��� d(f(x), f(y)) ≤ sd(x, y) ��� �� � x, y ∈ X! ( ��� ��� s
�������� ������� �������������� ��� f !

&�� ��������� f : X → X �������� ��������� �� ����$�� s ∈ R+ '��� d(f(x), f(y)) =
sd(x, y) ��� �� � x, y ∈ X! ( ��� ��� s �������� ����������� ���������� ��� f !

+� ��	�#�	 
/����*
��' ����� 
/�����'$

������� �	� ����� �������� $'�� (X, d) �������� ������ �� �� � #����� ���� ��
�� X ����� ����������� ������ �� � (xn)∞n=1 	$�� ��� �������� �

)�� �� � ε > 0� ����$�� n0 ∈ N �	�� '��� d(xn, xm) < ε ��� n, m ≥ n0� ���� ����$��
x ∈ X '��� lim

n→∞
xn = x!
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������� �	 ����� �������� $'�� (X, d) �������� ��������� �� �� � ���� ��
(xn)∞n=1 ����	$�� ��� ������ �� (xkn)∞n=1 �� lim

n→∞
xkn = x ∈ X!

3��� ������	
� ��/ � �������' ����' ����� � &/��������' ����' (Rn, d)( #�� 
.����
����� 
/����#' �� ��� ����� �� ����� ����
�� ��� ����#��$

������� �	! ���� ������ A �� ������� $'�� (X, d) �������� �������� �� ���
����$�� ������ ����� U ��� V � �	��� '��� A ⊂ U ∪ V ��� �� A ∩ U ��� A ∩ V ��
����� �� ���� ��� *	�� ����*� ���!

�� ���� 
/������� 
.���� ��/ �������. ����/ (R, | · |) ����� �� ���
�*����$ 3���
�/�������� ���� R2 #�� ������� 
.���� ����� 
/������� �� ��� ���� �� ��� ��1� ��.��'

����	� ��/ /������ ���/�	���* �����* ����' ��/ 
/����/ ��/ �� 
/��#��$

������� �	" ����� f : X → X ��� ��������� �� 	��� ������� $'�! ���� ����� x0 ∈ X
�	��� '��� f(x0) = x0 �������� ������� ����#� ��� ����������!

������� �	$ ���� �����#����� ��������%������� ������� ����������� ��++�
���������� ��� 	��� ����� ������� $'� (X, d) ��
� �� 	�� ��������	� ���� �����,
������ ������� wn: X → X� �� �������$�� ��������� ��������������� sn, ��� n =
1, 2, . . .N ! -�� ���#��
���� �� {X; w1−N} ���  ������� ��������������� �� �����
s = max{sn : n = 1, 2, . . .N}!
&������ �	
 '(������� ����#�� ��� Banach) ���  �������� $'�� (X, d) ��,
��� ������ ��� � f : X → X ����� ������� ���� ����$�� ����#'� 	�� ����� x0 ∈ X '���
f(x0) = x0 ��� x0 = lim

n→∞
fn(x)� ��� �� � x ∈ X� ��� fn = f ◦f ◦· · ·◦f � ���! � �������.�

��� f n/0�	�!

< �������
�� ����
��/*' fractals ��/ �����/1�.�� ����� � �)*'=
>����/���.�� #��� ��*�� ������� ���� (H(X), h) �#
� 
��� ����� 9��/�: �� fractals(

��� �� �� "�*1��� 
/
����� ����
��/���/�� fractals 	' 
��1��� 
����� ��' 
/�����
�'
"�
�� ��/ 1�	�*����' ��/ Banach$

��� ������	
� ��
 	������ ����
 ���� ����� ��
� �� fra-
ctals

%&
�	 (X, d) �������' ����'$ 3/�*1	' ���
�������.�� ��/' R2, R3( �� 
���� Riemann
* ��� �1��� ��/ /������
�* �� ��' 
/�*1��' ������#'$ +����/�� 	' H(X) �� 
.���� �	�

/������( �� ����� /��
/���	� ��/ X$ 7�� ��1� A, B ∈ H(X) 1#��/��

d(A, B) = max{d(a, B) : a ∈ A}, d(B, A) = max{d(b, A) : b ∈ B}
�� 	�	����� ���� ���������	� ����� ����	
���  ������ !� ����������� 	�
�����"
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���/
d(a, B) = min{d(a, b) : b ∈ B}.

3/�*1	' d(A, B) �= d(B, A)( �$�$ ��� �� A ����� ��*
�� /��
.���� ��/ B ���� d(A, B) = 0
��� d(B, A) > 0$
+����/�� 	' ������ Hausdorff ���

h(A, B) = max{d(A, B), d(B, A)}.

���� �
�.�/� =

�! + (H(X), h) ����� �������' ����'$

��! &�� � (X, d) ����� ��*��' �������' ����'( ���� ��� � (H(X), h) ����� ��*��' �������'
����'$

���! &�� � (X, d) ����� 
/����*' �������' ����' ���� ��� � (H(X), h) ����� 
/����*'
�������' ����' �?������ ������*' Blaschke!$

&������ �	� ����� ��� {X; w1−N} ����� 	�� ����#���� �++ �� �������� ��������,
������� s! -��� � ���������

W : H(X) → H(X) �� W (B) =

N⋃
n=1

wn(B)

��� �� � B ∈ H(X)� ����� ��� ������ ���� ��� ����� ������� $'� (H(X), h) ��
�������� ��������������� s! - ������� ��� ��� ����� ���� A ∈ H(X)� ��������
���

A = W (A) =
N⋃

n=1

wn(A)

��� ������� ��� ��� �$	�� A = lim
n→∞

W n(B) ��� �� � B ∈ H(X)!

������� �	
* - ������� ��� ��� ����� A ∈ H(X) �� �������0��� �� �����,
���  �'���� ��������  ������� �� �++!

+ ���' ���/
�*' ����#�1��� �
�� �� /�����)�� ��� ��������
� ��/ B ���' �� A ���	
��� 
/���* ������* ��' W $ 6���1#�	'( �� A ����� ���
�' �� �������� 
.���� ��/ H(X)
�� ����� ��� ������� �� ��� W ( ����� A = W (A) ��� /�� �/�*� ��� #����� �������� ���
�����#��� ���� ��/ &33$

+���,�#�����
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�! &�� (R, | · |) ����� � ��*��' �������' ����' �	� ����������� ���1��� ���

w1(x) =
1

3
x, w2(x) =

1

3
x +

2

3
, x ∈ R

���� � W : H(R) → H(R) �� W (A) = w1(A) ∪ w2(A) ����� 
/�����
� 
/
���*' ��
s = 1/3$

+ ���/
�*' ��' W ����� �� 9�������� 
.���� Cantor: �3�$ 4!$

�! &�� (R2, ‖ · ‖) ����� � &/��������' �������' ����' ���

w1(x, y) =

(
1/2 0
0 1/2

)(
x
y

)
+

(
0
0

)

w2(x, y) =

(
1/2 0
0 1/2

)(
x
y

)
+

(
1/2
0

)

w3(x, y) =

(
1/2 0
0 1/2

)(
x
y

)
+

(
0
1/2

)

���/ (x, y) ∈ R2( ���� � W : H(R2) → H(R2) �� W (A) = w1(A) ∪ w2(A) ∪ w3(A)
����� 
/�����
� 
/
���*' �� ���/
�* �� 9����	�� Sierpinski: �3�$ �!$

��� ��������� ������	
�� 	��
����

-�,��� .(( 6�� ��� ��� 
�� �)*' � X 1� ����� �� ������� R2 * ������ /��
.����
��/$ &��
�' /��1#��/�� ��� ����� ��
�#�� ������ 
.
���� 
/�������#�	� 
�� �������
��� ��� ���' �� ��������
��' wi ����� 
/
����
�#��'( ���/ #��' ����
������
��' w �����
���������/��� ��� ������ �� �������
��1�� ��� #��� ������ A ��� ��� ��������
� t
��	' �

w(x) = Ax + t

*

w(x, y) =

(
a b
c d

)(
x
y

)
+

(
e
f

)
.

.0������ 
	
+ ������1��' � �����' ����/
������� 
�� 
/�#���� ���������� 1����� �� 1������,

���'� �������.��� ��� "�
������ 
��� ��#� ��/ ���
�/ /������
��. ���' �����/1��' 
/2
���	� {An = W n(A)} )��������' ��� #�� 
/����#' ������ 
.���� A0$ 7�� �/�����
�����������
�� 
�� /���"����� &33 ��' ���*'

{R
2; wn, n = 1, 2, . . . , N}

�



���/ ��1� ��������
� ����� #��' 
/
����
�#��' ����
������
��'$
&���#)�� #�� 
/����#' 
.���� A0 ⊂ R2$ ���� /������
�� ����������#�	' �� An =

W n(A0) 
.�	�� �� �� 
�#
� An+1 =
N⋃

j=1

wj(An) ��� n = 1, 2, . . .$ %&�
� ����
��/�
���

��� �����/1��
{An : n = 0, 1, 2, . . .} ⊂ H(X).

���� ��% �� ?������ �$� � �����/1�� �/�* 
/������� ���' ��� ���/
�* ��/ &33 /�� ��
������* Hausdorff$

@��
����������' �/�* �� �#1��� ������/�� ��1� 
����� ��' �1���' ��' ��� �������/2
�� 
% �/�� ��1% #��� ��� ��/' 
/
����
�#��/' ����
������
��.' � �����' ������� �� &33
��� ��� 
/�������#�� ������$ ���� 
����������� �� �����.���� 
����� ��� ���� ����������
)��� � ���� �#1���' ��
�' ��#' �
�' ����������� �
�� �� #��/�� #�� ������ ����#��
��$
0� ���� ����� ������� ��� ���' �� /��������/�� 
� ��1� "*�� ��� ������������/;� �	�
�����	� w1(E) ∪ · · · ∪ wN(E) ��% �� ������.���� "*�� E �3�$ �!$

3� �/�� �� 
����� ��#��� �� 
/����������*
�/�� #�� 
�������� ���"���� ��/ ��������2
����. ������1��/$ A�#��� �� #��/�� �����* ���1#
��� ��*��$ 0��� � ��1���
��' ��	�
�	� 
����	� 
��� ��#��/
� �1��� ��'( ������� ���B 1#
�	� ��*��' ��� #�� �
� ��*1�'
1#
�	� ������.���� ��� ���1*��/
� �	� ����
�����������	� 
����	� ��1�' �/�� ����2
������$ �
.0������ �	 1���#� �������2�$

6���1��� ��� ��� ������.���� �#1���( ��� /��������/�� 
� ��1� "*�� ���� #�� ���2
��.���� 
����� xn+1 ��% �� ������.���� ��/ xn( �#
	 ��' xn+1 = wi(xn) �� #�� �/���	'
�������#�� i ��� �� 1, 2, . . . , N $

������� �	

 '3��������� 1���#�� .������2���) 2 	��� �� �++ {X; w1−N}
�������$��� ��'�� �� �� � wi ��� �� ������� pi = Di/D� �������	�� ��� ��� �����,
����	� ai 	�� di ��� ����������� wi �	�� ��� Di = |aidi − bici| ��� D = D1 + · · · + DN !
��' � Di ����� � ������� ���� ��� ��
���� �� ������ ��� wi!

.������2�	 &���#)�� #�� ������ 
����� x0 ∈ X$ C������
�� �� ��������� 
�����
xn+1 = wr(xn) ���/ 
� ��1� "*�� �� r ����� ��� ��� ��' ���#' 1, 2, . . . , N 
/���	' ���'
��� ������= � ��1������� ��/ {r = i} ����� pi$ >���
1�����'( ��#��/�� ����#
�/ �	�
�������� #�
� �
�� ��1� wi �� ���������� �� ��� ������� ���' �� ��"���� Di 
/�������
��' ������' /�� ��� wi ���' ���������/ �� ��������� ��"����$ %&�
� �� /��.1/��� ��� ���
�����	�* ��/ �����.����/ ��"���. ����
������
��� ���#��/� ��� �� ����

����� 
�����
�3�$ �-!$

4���# ��/��� �� ���������#5
3��#���� 4 6��������	 >�� ��' ���/���� �����' ��� �� ������ 
����� x0 "��
�����


��� ���/
�* A$ A���	'( 
/��������/�� ��� ������.���� ������#
���� ���( ��1��
�' ���'
����*' ����*' ε( #
�	 #�� �#���� ��' ����#���/ ��/ ������
�������/( ��� �� ����������#��
xn ���� ��� ������ 
����� k 1� "��
������ ε ����� 
�� 
����� ��/ ���/
�*$

5



3��#���� 5 3���#%���	 �� ������� �� �� �1���
���� 
������ ���� ��� /������2

�� ��' ������'D &/�/��' � ����
��/* ����� �/������1	���* �� ��� #����� ��� ����*����
������"#' 
����� xm ��� �� ����/�� 
� ������ �������
� 
����� ��' ��1���/( �����#���
���1#' ��� W n(E0) → A �� E0 ����� �� ���� 
����� xm$ &��
�' �� xn+1 ����� /������
�#��
����"�' ��� #�� ��1���' ����1�
�� xn( ���� ����� ��� ����� 
�� 6 ��% ��� �� xn( ����� ��
a ∈ A ��� wi(a) = b( ���� d(xn+1, b) = d(wi(xn), wi(a)) ≤ rid(xn, a)$

3��#���� 6 -�������	 >�1#���' ��/ ��� �� ������
������� ��/ �������/�� �����
������ ����� ���' �� 
	
��( ���� ���� ��' �� 
�������
��� 
/������������� 
� 	��
�#��
�#�� ��/ ���/
�* * �����
������ 
�� �� ���
�#������� �� ���� �#��' )��� ��� )���E %&�
�
���������� ���� #�� �#��' ��/ ���/
�*$ 6/�* � �����
� ����� ����
�
���*' 
���
��'$

C�����/� �.� �����*
��'$
0�� ����� "�
������ 
�� 1�	��� �#���/ ��� #��� 
/�����
���� ������#
����$ < ��.����

��� ���	' #���
� ����� "�
������ 
�� 
/�"����* �/�����*( ����� ��� �� ��������� 
����� �����
�/��� 
��� ���/
�*$ �

� Fractal ��������

%&
�	 ��� ��' ������� #�� 
.���� �����#�	� {(xi, Fi) : i = 0, 1, . . . , N} ���/ N �����
/
���' ���1��' ��� �� Fi = F (xi)( xi ����� ����������� ���1��� �#����� �
�� x0 < x1 <
· · · < xN $

F����� �� "��.�� ��� 
/���* 
/�����
� f : [x0, xN ] → R �
�� f(xi) = Fi, ��� i =
0, 1, . . . , N $ < �.��
� ���������' f �)������� ��� ��� .
� ��/ ��������#��/ ��/ 1#��/��
�� �������;�/��$ 7�� ��� ������	
� ��/ ���1/��.�� �� �������
�*
�/�� �������� ��

.����( "�/��
���#' �$�$ 1�	��.�� #�� &33 ��' ���*'

{R
2; wn, n = 1, 2, . . . , N}

���/ �� ��������
��' ����� 
/
����
�#��� ����
������
��� ��' �����*' ���*'

wn

(
x
y

)
=

(
an 0
cn dn

)(
x
y

)
+

(
en

fn

)
, n = 1, 2, . . . , N, (x, y) ∈ R

2,

��� �� 
��1��#' an, cn, dn, en, fn �������� ��� ��' 
�#
��'

wn

(
x0

F0

)
=

(
xn−1

Fn−1

)
, wn

(
xN

FN

)
=

(
xn

Fn

)
��� dn ∈ R ��� n = 1, 2, . . . , N.

6��������' ��� ������* 
��� R2 ���� ����������! �����/�� ���� �
��.���� ��' &/��������'
������*' �
�� �� wn, n = 1, . . . , N �� ����/� 
/����*
��' 
/
���*'$ ���� /������ ����"�'
��� 
/���*' 
/�����
� f � ����� ����� ��������� �����%���� �	� {(xi, Fi) : i =
0, 1, . . . , N} ��� ����� ���/
�*' ���������' 
/
���*' T : X → X ���/ X ����� � ��*��'
�������' ����' �	� 
/����*
�	� �����"��*' �/��
.���� ��/ ��*��/' �������. ����/ �	�

/����� 
/����*
�	� C([x0, xN ], d∞)! �3�$  !$

�



� ��	����

3�� 
/�*1� ��	������� 
�*���� ��/ &/��������/ ����/ Rn( � ���
��
� �������� 	' �
���
��
� ��/ �����
��/ ����#��/ �� ����� �� ����#���$ 0� ��� ���
�� �/�� �� �/1���' ���
�� ���
�*���� #��/� ���
��
� �( �� ����	��( �� ���.�	�� ��� �� �.���� ���
��
� �( ���
�� 
����� ���.����( �� �.�������( �� 
����' ��� �� ����� #��/� ���
��
� 4$

0� ��� ���
�� �/�� ��' ���
��
�'( �� 
.���� G���� #��� ���
��
� � ��� �� �*��' ��/
����� -( �� ���� ��/ �
�.�� ��� ��� ��1� ���1�*
��� /��
.���� ��/ R ��$�$ �� �����!$ ��

.���� Sierpinski #��� ���
��
� �( ������ �*��' ��� ��"���� ���#�$

A�������.�� ��� � 
/�*1�' ���
��' ��' ���
��
�' �� n /
��� ���1��( ��� ��������� ��

.���� ����). ��/'$ 6���������� ��/ /�����/� 
�� .
� ��	' ���#'( 
.���� ��� �����
��� �����.� �� ��������.� ������������� �� �� ��*
� ��#����' ���
��
�'$ >����/��*1���
������ � ������ �� ���
��� � ���
��
� ���' 
/����/ �� �� �������� ���������� ���1��$ <
��#� ���#�/;� ��� �� ������/
� ��' 
/�*1�/' ���
��
�' 	' �)*'=

&�� #��/�� #�� �/1.������ ��*�� 
��� R
n �� ��*1�' �	� 
����	� ��/ ����� ������(

�� �*��' ��/ ������
�#��' ���1��'( ��� �� ��"���� ��� � ����' ��/ ���#�$ &�� #��/��
#�� ������	��( �� ��*1�' �	� 
����	� ��/ ��� �� �*��' ��/ ����� ������( �� ��"���� ��/
������
�#��' ���1��' ��� � ����' ��/ ���#�$ C������ �����* #��' /
���' ���1��' s �
��

mk(A) = ∞ ��� k < s ��� mk(A) = 0 ��� k > s, k ∈ N,

���/ mk ����� �� 9�#���: ��/ 
/����/ ���� k = 1 ���� m = �*��'( ��� k = 2 ���� m2 =
��"����( ��� k = 3 ���� m3 = ����'!$

< ��#���
� ��/ ���
��. ������� 	' �)*' = 90������: �� 
.���� �� �#��� mt ���/ t ��
��������' ����������' ���1��' ��� "��
��/�� ��� ���1�� s ��� ��� ����� �
�.�� mt(A) =
∞ ��� t < s ��� mt(A) = 0 ��� t > s$

C�����/� ����� ���� ���
��
�'( � Hausdorff–Besicovitch( � box( � ���������'( � ��2
�������* ��� ����'$ &�� 1� ���
�/�� ��' ����' �����'( �� �����' ���
�������.���� ���
����

����� 
�� 
.���� fractals ��� ���#������ 	' fractals ���
��
��'$

��� ����� Hausdorff,  �!����" Hausdorff–Besicovitch (1920)

%&
�	 (Rn, d) � &/��������' ����'( F ⊂ Rn ��� s ≥ 0$ 7�� ��1� δ > 0 �����/��

Hs
δ (F ) = inf

{ ∞∑
i=1

(����(Ui))
s : F ⊂

∞⋃
i=1

Ui ��� , 0 < ����(Ui) ≤ δ ��� i = 1, 2, . . .

}

����/ ����(U) ����� � ��������' ��/ 
/����/ U!$
+����/�� 	' �7,������� �/��� Hausdorff ��/ 
/����/ F ��

Hs(F ) = lim
δ→0

Hs
δ (F ) = sup

δ>0
Hs

δ (F ).

 



�� �#��� Hausdorff ������.�/� ��' 
/�*1��' #�����' ��/ �*��/'( ��/ ��"���.( ��/
����/( �$�$�$ 7�� ����������( �� F ����� #�� /��
.���� ��/ Rn( ����

Hn(F ) = cnvoln(F )

���/ � 
��1��� cn = π
1
2
n/2n(1

2
n)! ����� � ����' ���' n����
����' ���������' 
����'

����#���/ �$ 6�������.���� ��� /������ ���1��' s ≥ 0 �#����' �
��

H t(F ) = ∞ ��� t < s

H t(F ) = 0 ��� t > s.

��� ���1�� s = inf{s ≥ 0 : Hs(F ) = 0} = sup{s ≥ 0 : Hs(F ) = ∞} ����.��
,������� Hausdorff(–Besicovitch) ��� 
/�"�������� �� dimH F $

�� Hs(F ) ��� s = dimH F ������ �� ����� ������
�#�� * ������$

+���,�#����� �	

6�������.���� ��� �
�.�/� �� �)*'=

�! &�� C ����� �� �������� 
.���� Cantor ����

dimH C =
log 2

log 3
= 0, 6309 · · · .

�! &�� T ����� �� ����	�� Sierpinski ����

dimH T =
log 3

log 2
= 1, 5850 · · · .

4! &�� K ����� � ����.�� von Koch( ����

dimH K =
log 4

log 3
= 1, 2619 · · · .

��� #�!����" Box

0�� ���� ���
��
� � ����� ����� ��#�� �.���
�� ��' Hausdorff ����� � ,������� box
��������� Kolmogorov �,4-!$

< ���
��
� �/�* ������� ��������* �#
	 �����������	�$ &�� #��/�� #�� ������	��
���/��' a ��� �	��
�/�� ��� ���/�� 
� �
� ��*���� �*��/' δ ���������
�� ��/����
���

Nδ =
(

a
δ

)2
= a2

(
1
δ

)2
������	�� ���/��' δ ��� �� ���.;�/�� �� ������ ������	��$ 6��2

���	' ��� #��� �."� ���/��' a ���������
�� Nδ = a3
(

1
δ

)3
�."�/' ���/��' δ ��� �� ���

���.;�/��$

,



A�������.�� ��� � �.���� ��/ ���������� 
�� 1/δ ����� � 9���
��
�: ��/ ��������#��/$
7����� Nδ ∼ cδ−s ��� s ≥ 0 ��� c 
��1���$ A��������' ������1��/' #��/��

log Nδ � log c − s log δ

�� ��� #����� ��� lim
δ→0

(log Nδ − log c + s log δ) = 0$ %6��

s = lim
δ→0

log Nδ

− log δ
.

+������� 	' ,������� box ���' ����#��/ 
/����/ F ⊂ Rn � ���1��'

dimB F = lim
δ→0

log Nδ(F )

− log δ

��� /������! ���/ Nδ(F ) ����� �� �����
�� ��*1�' �	� ����
��� 
����� ������' δ ��/
���.���/� �� F * �� �����
�� ��*1�' �	� �."	� ���/��' δ ��/ ���.���/� �� F $

+���,�#����� �	�
6�������.���� ��� 
�� ������������ ��/ ���#���� � ���
��
� box 
/������� �� ��

���
��
� Hausdorff.
H
�.�� 0 ≤ dimH F ≤ dimB F ≤ n, ��� F ⊂ Rn$ >�� �
�.�� ������ � �
�����( �$�$ ���

F =
{
0, 1, 1

2
, 1

3
, . . .

}
���� dimH F = 0 ��� dimB F = 1

2
$

��$ #�!����" �����"���

%&�� 
.���� F �������� ��������� �� F = w1(F )∪w2(F )∪ . . .∪wN(F ) ���/ wi �����
���������' �� ����� 
/�����
�* ���������' c( ��� �� 
.���� wi(F ) I��� ������.�������J$
>����* �� 
.���� F ����� � #�	
� N 
/���	� ��� ������/����#�	�! �� ����� ����� �����
��/ ���� ��� ����). ��/' �����!$ +����/�� 	' ,������� ���������� ���

dims F =
log N

− log c
.

+���,�#����� �	�
%+�	' ������ 
��� �������� �( ��� �� 
.���� Cantor #��/�� N = 2, c = 1/3 ���

dims C = log 2
log 3

( ��� �� ����	�� Sierpinski N = 3, c = 1/2 ��� dims T = log 3
log 2

��� ��� ���

����.�� von Koch( dims K = log 4
log 3

$
A�������.�� ��� 
�� 
/�������#�� ������������ �� ����' ���
��
��' 
/������/�$ H
�.�� ��
�)*' 1������=

�-



&������ �	
 7� 	���� ��� w1, w2, . . . , wN ����� �������� �� ���������	� �����,
��� c1, c2, . . . , cN ��� ��� ����$�� ������ �0����	�� ���� V '���

N⋃
i=1

wi(V ) ⊂ V �� wi(V ) ∩ wj(V ) = ∅ ��� i �= j.

1� F ����� � �����#��� ���� � �� �������� ���

F =

N⋃
i=1

wi(F )

���� dimB F = dimH F = s, ��� � s ������� ��� �� �$	��

N∑
i=1

cs
i = 1.

��� ��	� ��� ��� ���� ���� �� s� 0 < Hs(F ) < ∞! 8�����	��� ��� ci = c, ��� i =
1, 2, . . . , N 	$��� ��� Ncs = 1 � s = log N

− log c
��� s = dims F = dimB F = dimH F !

�� 1������ �/�� ���
����������� ��� ��� /������
�� ��' ���
��
�' ������ fractals
�3�$ ,!$

 �!��� Julia

�� 
.���� Julia ����� fractals �� ����� �	����/� �� �������� ������� 
� �	��� �/
��1���'
��� �
��1���' ��� ����.���/� �� ��������"������� ������* ��������� 
/����*
�	� ���'
�������*' ����"���*'$ 6�� ��' �������#' 
/����*
��' ������' ��/ #��/� 
������������ ��2
���#��� ����� �� ��/����"�1��� ���/��/��( ����� ����� ������ ��/ ��*��
�� ��� Mandelbrot

��� ���
�� ��/ ����
�����/ 
/����/$

?�	��.�� �� 
/�����
� f(z) = z2+c( z ∈ C ��� c 
��1��� �C 
/�"������ �� 
.���� �	�
��������� ���1���!$ 7�� z ∈ C 1�	��.�� 	' ������ ��/ z ��� �����/1�� {fn(z)}∞n=1, f

n =
f ◦ f ◦ · · · ◦ f �n���#'!$ < �����/1�� �/�* ��� ������ z ∈ C 
/������� 
�� ������ ��� ���
���� 
/������� 
� �������� ���1��$

A�����������' ����( ��� f(z) = z2 ���� fn(z) = z2n
��� z ∈ C$ < fn(z) ��� |z| > 1


/������� 
�� ������( ��� ��� |z| < 1 
/������� 
�� ���#�$ �� �.� �/�� /��
.���� ��/ C

�	�������� ��� ��� ��������� �.��� |z| = 1$
3�� �����* ������	
� �� 
.���� ����	�������� ��� ������ 
.���� �� ����� #��� 	'

fractals ���
��
� #��� �� ��#���� ���1��$ �� 
.���� �/�� ���������� 
.���� Julia ���

� ��1� 
����� ��/ � f #��� ������* 
/��������( �����* 
� ��1� 
����� ��/ 
/����/
Julia /�����/� 
����� z1, z2 �
� 1#��/�� ����� ��/( �#���� �
�� � {fn(z1)}∞n=1 ������ 
��
������( ��� � {fn(z2)}∞n=1 ������ 
� �������� ���1��$

��



������� �	
 7� 	���� ��� � z ∈ C ����� 	�� ��� ��� ����� ���� ���������� �����,
����� f ��� λ = f ′(z)! -��� � z ����� �

��� ����������� �� λ = 0�

�#� ������� �� 0 < |λ| < 1�

��� ������� �� |λ| > 1�

��� ����� �,��0��� �� � λ ����� ��� ��
� ��� �������

��� ������� �,��0��� �� |λ| = 1� ���� � λ ��� ����� ��� ��
� ��� ������!

������� �	� ��� ����$�� p ∈ N �	�� '��� f p(z0) = z0� ���� � z0 ���
���� �����8
,�� ����#� ��� f ! - �������� p� ��� � �� ��$��� f p(z0) = z0 �������� ���#�,��
�� z0!

�� 
.���� Julia ���' 
/�����
�' �������� �� �����.' �����/'$ ?� ��
�/�� ��/' ���
�.���
��/' ���
��.'$

������� �	� ����� f : C → C 	�� �������� ���'��� �� deg(f) ≥ 2!- ������
Julia �� f � � �� ���#��
���� �� J(f)� ����� � ����������� �� ������ ��� �������'�
�������'� ������� �� f ! - �������������� �� ������ Julia �������� ������ Fatou
� ������ ���������� �� f ��� ���#��
���� �� F (f)!

������� �	� ����� f : C → C 	�� ���'��� �� deg(f) ≥ 2! - ������/�� ������
Julia� K(f)� �� f ����� � ���� ��� ������� ��� ���� � ��$�	� ��� ������ ���
� ������ �������

K(f) = {z ∈ C : lim
n→∞

fn(z) �= ∞} = {z ∈ C : � {|fn(z)|}∞n=0 ����� 0����	�}.

6/��' ����� � ���
��' ��/ ���
����������� 
�� �����* �� /������
�* ���� ��� ���#' *
���/	�/���#' 
/����*
��'$

������� �	� ����� f : C → C ��� ���������! 1� a ����� 	�� ��������������� ��������
����� ��� f ������� p� ���0���

A(a) = {z ∈ C : lim
n→∞

fnp(z) = a}

��� �� ����� /�9�� �� a� ������ ������ 	�*�� ����� � ���� ��� ������� �� ���
�������
�� ��� � ���� ��������������� �������� ��$��!

H
�.�/� ���
�' �� �����/1�=
%&
�	 a #�� �/���!���/
���� 
��1��� 
����� ��/ f $

��



• �� 
.���� ∂A(a) = J(f).

• A(a) ⊂ F (f).

+���,����� �	

H
�/������
�� ��� �� f(z) = z2 + c #��� ��/����
��� #�� ��	
���� 
��1��� 
�����

����' ��� c = 1/4$ >����( ��� ��� ���� a = (1/2)(1 ± √
1 − 4c) ��/ f(z) = z �
�.�� λ ��

|λ| = 2|a| = |1 ±√
1 − 4c|$ A��������' �� 1����* ������	���* ���� "��
��/�� ��� |λ| > 1

����' ��� 1 − 4c = 0 ⇔ c = 1/4( ���/ ��� �� �.� ����' ����� �
�' �� �K� #�����' λ = 1$
6�������.�/�� ���� ��� �� ������� 
��1��� 
����� �K� ��' f(z) = z2 +1/4 "��
�����


�� J = ∂A(∞)$ 7�� ��1� δ > 0( f(1/2 + d) = (1/2 + d)2 + 1/4 = 1/4 + d2 + d + 1/4 =
d2 + d + 1/2 > 1 + d/2 ��� fn(1/2 + d) ≥ (1 + d/2)n ��� #�
� �� �K� #��� 
����� ��'
A(∞) �/1���#�	' �����( ����� �� 1/2 ∈ A(∞)$ 6��� ��. �� 1/2 /∈ A(∞) #��/��
1/2 ∈ A(∞) \ A(∞) = ∂A(∞) = J. �

&������ �	
 -� ����� � ��$��� ��� �� � z ∈ C �� ��� � ��� �*������!

��� 1� U ����� 	�� ������ ���� �	�� '��� U ∩ J(f) �= ∅� ���� f−k(z) ∩ U �= ∅�
∀k ∈ N!

�#� 1� z ∈ J(f) ���� J(f) =

( ∞⋃
n=1

f−k(z)

)
� ������ �

∞⋃
n=1

f−k(z) ����� ����� �� J !

6�� �� 1������ �/�� 
/��������/�� ���( ��	�������' #�� ���� 
����� ��/ 
/����/ Ju-
lia( �����.�� �#
	 �	� ����
���	� �����	� ��/ �� ����
��/�
�/�� �������� �� 
.����$

" #� �!���� ��� Mandelbrot

7�� ��1� c ∈ C 1�	��.�� �� 
/�����
� f(z) = z2 + c( z ∈ C ��� Jc �� ����
����� Julia

.���� ��'$ �� 
.���� ��/ Mandelbrot ���������� �� 
.���� �	� c ��� �� ����� �� Jc

����� 
/�������$

�������  	
 M = {c ∈ C : � Jc ����� ���������}
�� 
.���� M ����� /���"����� ���.����� ��� ����#��� ����#' ���������' 
������

�� �� ���* �	� 
/���	� Julia.7�� �� �����* ��������
� �� /������
�* ��/ 
/����/ M
���
�������.���� �� �����/1�� ���������
���$

M = {c ∈ C : lim
n→∞

fn
c (0) �= ∞} = {c ∈ C : �� {fn

c (0)}∞n=1 ����� ����#��}.

&��
�' �
�.�� ��� =
�� 
.���� 0 ����� 
/�������$

�4



$ ������	%���& � �!��� Julia �� Mandel-

brot

%�� ������	
!������ �� ������ Julia

-������� 
	 0#1���' 6���
����' &������;�' (Inverse Iteration Method).
&�������"���/�� ���
1�� )��������' ��� #�� 
����� z ��/ 
/����/ Julia.

��! C������
�� �� 
��1��� 
����� ��' f(z) = z2 + c ��� ����� ������ �� z �� �#���
�����.���� ��/ �K�$ C������ �#���� ����' �� c = 1/4( ����� ������/�� z = 1/2$
&�����)( )����*
�� �� ����*���� 
����� �����' ��/ - �� c = 0! ��� "�
�
����� 
��

�������
�� �����	� 
����	� ����). �	� ���	� ������� ��/ ���������� ��% ���
�������;�$

�"! &������"��� ���
1��= ��� ��1� 
����� zi #	' ��� /������
�#��( �������
�� �����.�2
��� 	' ����' ��' f(z) = zi$ C������
�� ��� �������( ���/ 
����� ��/ ����#��/ k �����
������ ��/ /������
1���� ����.����' k �)�
�
��'$ 3�������
�� ����� � ������ �����
������������* * ���� ��� �.���� ����� �3�$ ��!$

9��� ��� �� ���$ < ��#� ����� ���( �� �� z ∈ J ���� ��1� 
����� ��/ J #��� ������
����������#�� ����
���� ������ ��/ z ������ ����� �?������ �$�!$

��! �� ���������� �$� ������� ��� #�� ��� �� 
��1��� 
����� ��' f(z) = z2 + c �����
��	
���� ��� #�
� ��� �� ?������ �$� "��
����� 
�� J ( ����' ��� c = 1/4. %&�� ����������
���������� ������� ��� 
% �/�*� ��� ������	
� � ����* ���� �K� ��' f(z) = z "��
�����

�� J $ &��������� 
.����
� ���' �� J ��� �� ����

����� 
����� ������
�'( �����* �
�#1���' �
��/����� �� �� ��*
� ���' ��������"����#��/ 
/
�*����' 
/����*
�	� �&33!
�� ��������
��'

w1(z) =
√

(z − c), w2(z) = −
√

(z − c)

���/ ��1� 
.���� 
����	� A #	' ��� /������
�#��( ���#��� #�� �����.���� 
.����
w1(A)∪w2(A)$ %+
�� ���� 
��� ������.���� �������� 
/
���*' 
�����
�� ��� � w1 �����
� 
.�1�
� ���' ��������
�' z �→ z − c �� ��� ��������
� reij �→ (

√
r)eij/2, #�
� � w1 �����

�
���' 
/
�����* ������*���� r = |z − c| > 1. 3�� "�"��� ��/ Barnsley L�M �)��������
���������' �/�* � 1����
�$

�"! 0��� ��� k "*���� ��' IIM #��/�� 2k ����
����' ������'$ 6/�� �� ��*1�' ��*2
���� ������� ���. ������ ��1�' �� k �/)������ ��� #�� ���"���� ��' ��1���/ ����� ���
������ �#�� ��/ J �� ���
�������
�� 
/���' ��� ���� 
����	'( #�����' 	' ����#��
��
��� ����������� ������$ A��' ���/�* ��.��/( ��� ����������#�� IIM (MIIM) ���
1#���
�� �)*'=
��������� �	
 �
 ��� ���	 �� �
� ����� �����
 ������
�
� ��
 ���
������� �����������

������ ��� �
� ������
	 ����� ���� ������ �
� ��	���	�����
	 ����	� ���������
 ���� !"

#	����

��



-������� �	 0#1���' 6�����/
�' ��/ 3/����/ (Boundary Scanning Method). N�2
�����
�� �� #�� ��#��� ������ ��������	� ���	' ��� ������/�#�	'( �����.� �� �����
������
�������!$ &���#)�� ��� ������ ���
��
� R ��� #�� ��*1�' ������*;�	� N $ B�2
��1���� ����#
�/ �	� ���/�� �	� ��������	� �����* �����*( 
�����.����' #�� 
�����
v 	' �.��/ ∞ �� |fk(v)| > R ��� ������ k ≤ N ( ��� 	' �.��/ - ����������'$ ����

���
�� ��1� ������	�� ��/ #��� ���/#' ��� �	� �.� �.�	� �3�$ ��!$

9��� ��� �� ���$ %&��/�� J = ∂A(∞) = ∂K, ���/ K = C\A(∞), �� ����
�#�� 
.����
Julia. A��
����
����' � |fk(v)| > R ���� ������ k ≤ N! ������ ��� v ∈ A(∞), ������2
����' v ∈ K$ %&�
� ������/�� #�� ������	�� ��/ #��� �.� ����� ���/#' ��� ��*��� 
��
����� 
.���� J �	� A(∞) ��� K$

-������� �	 0#1���' 3/����/ 3��1��' (Level Set Method). +��������� ���
�' ���
:/��,�� ��� ;����� <��0���� ��� ����� �� J �� )��	����� �#
� 
% #�� �
��
��	������� 
������� �* �����	�!( ���
���������' �� �� �	� #
	 * #)	1��$ A�	��
�	'
������.�� ��� �� ���	 ���� 
� #�� ��#��� ������ ��������	�( �$� ������
�������( ��2
��1������' #�� �������
	��/���� 
����� v �#
� 
� ��1� ������	�� �#
�	 
�� �#����!$
&���#)�� #�� ��*1�' ������*;�	� N �#
�	 �--! ��� ���1���
�� �� ������� ��/ 1� ���2

������*
��� ��� �� � #	' �� N ( �� �/����� ���������'$ 7�� ���������� �����	���
�� ��'
���- 
� #�� �����( ��' ����- 
� ����( �$�$�$

�6! 3������
���� � J 	*� ��! &���#)�� ��� ������ ������ R$ 6� �� fN(v) "��
�����
����' ��/ ��
��/ {z ∈ C : |z| ≤ R} ���� ��	����
�� �� ����
����� ������	�� ��.��
�O������ ���/�*%!( �����'( �� �� fk(v) ����� � ����� ����.��/
� ����������#��
������( ��
�� �� k ����� 
% �/�� �� ������	�� �3�$ �4!$

�P! 3������
���� � J 	�� ��! 6/�� ������� #�� ���/
���� 
��1��� 
����� a$ &��2
�#)�� #��� ����� ���1�� ε$ %&
�	 D = {z ∈ C : |z − a| < ε}. 6� �� fN(v) "��
�����
����' ��/ D( ��	����
�� �� 
����� v ��.��( ����������'( �� fk(v) ����� � ���2
�� ����������#�� ������ ��/ ��
#������ 
�� D( ��
�� �� ����� k 
�� ����
�����
������	�� �3�$ ��!$

9��� ��� �� ���$ < ������.���� ���
#���
� �6! "�
������ 
�� ��� J = ∂A(∞) ��� � �P!

�� ��� J = ∂A(a) ��� #�� ���/
���� 
��1��� 
����� a$ %&�
� � LSM ������ �� 1�	��1��
	' ��� ���������* ���* ��' BSM. 3���/�� � LSM ����� ��� �
�/�*$ &���� ��*
��� ��
�������*
�/�� ��� �� �.� ���
����
��' #��/� ����� �� ��� �����.�� �� ��*1�' k(v, T ) �	�
����������	� 
% #�� 
����� v ������*;�	� �
�� �� ��
#�1�/�� 
� #�� ������ ������
T $ +� �������
��' �6!( �P! #��/� ����
����� 
.���� 
����/' T = {z ∈ C : |z| > R} ���
T = {z ∈ C : |z − a| < ε}. &���� ����
1�����' ��*
��� �� �����
�/�� k(v, T ) �� �����
,��0���� ��/ v$ �� ������ ��� k ������� ����������� ��� ������ �� 
����� ��
����� ���/�*' k( ��	����
�#�� �� �� ���� �����$ 6/�* � �#1���' ������ �� ������1��

��



��� ���� ���' �� 
.���� ��/ Mandelbrot( ���� ��� 
� ��� ������� ����� ��������
�	�
��� 
/���	� 
���	�( 
/��������"����#��' ��� ������' ���
#���
�' ���' ��' ����������'
�.��/ Escher �"�$ L�4M!$ &���� �����#' ��#' ��*
��� �� �/������.�� ���� ������ �����
����

����� ��1��������' #�� ������ 
.���� ��� �� 
����� ��/ 1� ��������"�������( ��	'
�� {z ∈ C : |z| ≤ 2} ��� �� 
.���� M $

6���� �� �� ��	����/�� ���� 
������' �� �������
�����*( �' ���1�.�� ��� �� � ����
��'
���������' ��
��' D ����� #�� ��������� ����� ��������	' ���������#��( ���� ��� ���2
���������� 
/�����
� �/������. φ(x, y) ����� 
��1��* 
� ����*���� ��������� �.��� C
����' ��/ D$

-������� �	 0#1���' 3/����.' >/������. (Continuous Potential Method).
&���� ������� ��' LSM( ���� ���
�������� ��� 
/�����
� �/������. ���� ��� �����/' ���2
/�*'$ �� �/������ ��/ Kc = K(fc) �������
����� 	' ��� ���� ����������* ��������
potc: C \ Kc → C × R � ����� ������� ��% �� �����* ����
��
� ��'

gc(z0) = lim
k→∞

log |zk|
2k

, ��!

zk = z2
k−1 + c( k = 1, 2, . . .( ��� ������� ���
����
����' ��% ���

potc(z0) =

(
z0,

log(|zn|)
2n

)
���/

zk = z2
k−1 + c, k = 1, 2, . . . , n, n = k(z0, T )

���
T = {z ∈ C : |z| ≥ 1/ε},

��� ε ������ ����� �3�$ ��!$

-������� �	 0#1���' &����*����' ��' 6��
��
�' (Distance Estimator Method).
��! + Yuval Fisher 
�� L�4M( ���
�������� ��� �����*���� ��� ��� ���
��
� ���' 
�����/
��� �� J * �� M ��� #�
� ������� ��
�� ��
�� ��� ���� ����' ��/ 
/����/$
�"! LJ. Milnor ��� W. ThurstonM @��
����������' �� 
/�����
� �/������. G(c) ������ ��
���)�� �����' ��� ��� ������ c /∈ M � ���
��
� d(c, M) ��/ c ��% �� 
.���� ��/ M ������
�� ������1�� 	'

d(c, M) ≤ 2 sinh G(c)

|G′(c)| .

7�� �� ���
����
1�.� �� G(c) ��� |G′(c)| ���
�������.���� � �)�
	
� ��! ��� �� �������#'
�)�
�
��' �	� Cauchy-Riemann �����

sinh G(c)

|G′(c)| ≈ |zn|
|z′n|

log |zn|, ���/ z′n =
dzn

dc
.
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B��.���� ������#
���� ����/�����/�� �� 
/������� 
.���� �3�$ �5!$

%�� ������	
!������ �� ������ ��
 Mandelbrot

-������� 
	 0#1���' 3/����/ 3��1��' (Level Set Method).
+ ������1��' �/��' ����� ����"�' �������' ��' LSM ��� �� 
.���� J $ 3��1�������.��
#�� ������	�� ��#��� ������
������	�( ����#��/�� #��� ������ ��#���� Nmax ��/�������
�������;�'! ��� #�� �/1������ 
.���� T �
.���� 
����'! ��/ ����#��� �� ∞( #�
� �
��
M ⊂ C \ T $ ����

k(c, T ) =

{
k, �� f i

c(0) /∈ T ��� fk
c (0) ∈ T ��� 0 ≤ i < k ��� 1 ≤ k ≤ Nmax

0, ����������

�3�$ ��!$

-������� �	 0#1���' 3/����.' >/������. (Continuous Potential Method).
+ ������1��' �/��' ����� ����"�' �������' ��' CPM ��� �� 
.���� J ( ����� ���
�������.��
��� &)$ ��! ��� ��� ���� ����������* �������� Potc: C \ M → C × R ��/ �/������. ��/
������� ��� �� �����* ����
��
� ��' gc ��� ������� ���
����
����' ��� ���

Pot(c) =

(
c,

log(|zn|)
2n

)
,

���/
zk = z2

k−1 + c, z0 = c, k = 1, 2, . . . , n, n = k(c, T )

���
T = {z ∈ C : |z| ≥ 1/ε}, ε �����.

B����� �#1���' ��� ����� ���* ��� ��1� ����
��
� ��� �� ������' ���#' �	� ��1��	�
����� ���.����' ��� ��� �����	�* ���' ������/ �.��/' �)��������� �����	�$
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