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Eisagwg 
An expert, is a man who has made all the mistakes, which can be made, in a
very narrow field.
Bohr, Niels Henrik David (1885-1962).To erèjisma mou dìjhke sthn proptuqiak  mou ergas�a, pou ekpon jhke meton kÔrio Metafts , ìpou kai sun�nthsa gia pr¸th for� tou kaluptikoÔ q¸-rou. To pr¸to kef�laio th paroÔsa ergas�a apotele� m�a fusik  sunèqeiaaut . AfoÔ jumhjoÔme k�poia basik� apotelèsmata apì thn jewr�a twn kalu-ptik¸n apeikon�sewn, blèpoume sunoptik� thn om�da twn deck transformationsm�a kaluptik  apeikìnish pou proèrqetai apì m�a (even) dr�sh m�a om�da Gse aut n (G-kalÔmmata). Or�zoume thn (metabatik ) dr�sh th om�da π1(X,x)sto sÔnolo p−1(x) kai sumpera�noume ìti h om�da twn deck transformations m�akaluptik  apeikìnis  p : (Y, y)→ (X,x) e�nai isìmorfh me thn om�da twn auto-morfism¸n th ant�strofh eikìna p−1(x), blèponta to p−1(x) san ènan dexiì
π1(X,x)-q¸ro. Sundèoume thn metabatik  dr�sh twn deck transformations sto
p−1(x) me thn kanonikìthta tou kaluptikoÔ q¸rou kai sumpera�noume pw an hom�da twn deck transformations enì kalÔmmato dra metabatik� se k�je fÔl-lo th kaluptik  apeikìnish, tìte to k�lumma e�nai èna kanonikì G-k�lummame thn G na e�nai isìmorfh me tou deck transformations. Melet�me sunj -ke Ôparxh kajolikoÔ kalÔmmato kai ìla aut� gia na broÔme thn antistoiq�apou up�rqei metaxÔ twn upoom�dwn th jemeli¸dou om�da enì q¸rou kai twnkalumm�twn tou q¸rou autoÔ, ìpw ep�sh kai twn endi�meswn kaluptik¸n apei-kon�sewn pou {zoun} metaxÔ enì q¸rou kai tou kajolikoÔ kalÔmmatì tou, meti upoom�de th G gia èna G-k�lumma. Diatup¸noume to je¸rhma 1.41 kaj¸kai to jemeli¸de je¸rhma th jewr�a Galois me thn èna pro èna antistoiq�atwn endi�meswn swm�twn m�a Galois epèktash kai twn upoom�dwn th om�da
Galois, gia ton �meso susqetismì aut¸n twn dÔo.Sto deÔtero kef�laio ja doÔme pw èna algebrikì antike�meno, ìpw oi al-gebrikè kampÔle mpore� na to doÔme san èna kajar� analutikì antike�menoìpw e�nai oi epif�neie Riemann. Me ta ergale�a th an�lush kerd�zoume thntopik  jèash tou antikeimènou en¸ me thn �lgebra thn kajolik  (mporoÔme nadoulèyoume p�nw apì di�fora s¸mata). Met� apì m�a nÔxh sti analutikè su-nart sei apì thn migadik  an�lush, blèpoume thn migadik  dom  twn sumpag¸nepifanei¸n Riemann, or�zoume apeikon�sei metaxÔ aut¸n kai sumpera�noume ìtik�je tètoia analutik  apeikìnish mpore� na epektaje� se èna topologikì k�-lumma {pet¸nta} k�poia peperasmèna shme�a (shme�a diakl�dwsh) kaj¸ kaithn eikìna aut¸n mèsw th analutik  apeikìnish. Mpore� ìmw na g�nei kaito ant�strofo. Apì m�a kaluptik  apeikìnish mpore� na prokÔyei m�a analutik apeikìnish epifanei¸n Riemann (pou epitrèpetai na èqei shme�a diakl�dwsh).



x · PerieqìmenaGia ton lìgo autì m�a tètoia apeikìnish thn onom�zoume analutikì k�lumma(  diakladizìmeno). Met� odhgoÔmaste sto pìrisma 2.30, ìpou k�je an�gwgopolu¸numo F dÔo metablht¸n ston C ep�gei m�a kaluptik  apeikìnish, apì toalgebrikì sÔnolo mhdenismoÔ tou, sto C afair¸nta èna peperasmèno sÔnolo.Gnwr�zonta ìti kaluptikè apeikon�sei ep�goun analutikè kai proper sunar-t sei metaxÔ Riemann epifanei¸n: f : X → Y kai pa�rnonta to Y san to
P1(C), ja odhghjoÔme se m�a f ∈M(X), me X na e�nai m�a sumpag  epif�neia
Riemann th algebrik  kampÔlh C   tou poluwnÔmou F . Tèlo mèsw m�a a-nafor� sti uperbatikè epekt�sei blèpoume ìti o bajmì uperbatikìthta tous¸mato twn merìmorfwn sunart sewn ep� tou C isoÔtai me thn mon�da, dhlad k�je sumpag  kai sunektik  epif�neia Riemann e�nai h epif�neia Riemann m�aalgebrik  kampÔlh.Met� apì aut�, to pr¸to kef�laio kai oi epif�neie Riemann e�nai dÔo ane-x�rthte kai autìnome majhmatikè ontìthte. Toul�qiston aut   tan h dik mou �poyh. Sthn arq  . . .Blèpoume thn susqètish th om�da twn deck transformations enì analuti-koÔ kalÔmmato (pou ep�getai apì èna topologikì k�lumma kai antistrìfw),me thn om�da Galois th epèktash twn ant�stoiqwn merìmorfwn swm�twn kaiparousi�zoume m�a efarmog  aut  th suqètish sto ant�strofo prìblhma thjewr�a Galois. Ep�sh k�je epif�neia Riemann mpore� na taxinomhje� me b�shton kajolikì kaluptikì th q¸ro! Oi pijano� kajoliko� kaluptiko� q¸roi, sanapl� sunektikè epif�neie e�nai mìno trei (unifornization je¸rhma gia epif�-neie Riemann). Gnwr�zonta tou automorfismoÔ twn kajolik¸n kaluptik¸nq¸rwn mporoÔme na bg�loume sumpèrasma gia thn epif�neia ma.Pern�me ètsi sto tr�to kef�laio ìpou ja asqolhjoÔme me ti Fuchsian om�-de pr¸tou e�dou. E�nai diakritè upoom�de th SL2(R), pou ìtan dr�soun stop�nw anoiktì migadikì hmiep�pedo H∗ (pou tou èqoume prosjèsei ta cusps thom�da), tìte o q¸ro phl�ko pou prokÔptei e�nai sumpag . Autì ma odhge� sesumpage� epif�neie Riemann. Arqik� blèpoume ti topologikè om�de kai su-neqe� dr�sei m�a topologik  om�da p�nw se ènan topologikì q¸ro. Or�zou-me (topologikoÔ) q¸rou phl�ka pou proèrqontai apì dr�sei upoom�dwn thtopologik  om�da (sumpage�, diakritè). K�noume taxinìmhsh twn grammik¸nklasmatik¸n metasqhmatism¸n (kai twn pin�kwn pou auto� antiproswpeÔoun)se uperbolikoÔ, parabolikoÔ kai elleiptikoÔ kai melet�me ta stajer� toushme�a ta opo�a {klhronomoÔn} to ìnoma tou metasqhmatismoÔ pou ta stajero-poie�. Ta parabolik� ta onom�zoume cusps kai epikentr¸noume to endiafèron mase diakritè upoom�de th SL2(R) kai idia�tera sthn Γ(1) = SL2(Z). Or�zoumem�a topolog�a ston H∗ = H∪{cusps} th Γ(1) kai melet�me to phl�ko H∗/Γ(1),pou e�nai h sumpagè. E�maste pia se jèsh na tou d¸soume thn migadik  dom  pouja to k�nei m�a sumpag  epif�neia Riemann kai sunep¸ m�a algebrik  kampÔlh.Mèsa apì thn modular om�da gnwr�zoume thn jemeli¸dh perioq  th, apì ìpoumporoÔme na èqoume m�a kal  gewmetrik  jèash th modular kampÔlh X(1) (hopo�a e�nai h algebrik  kampÔlh th parap�nw Riemann epif�neia). Pern�mesti modular kai weakly modular sunart sei, pou ja ma bohj soun na doÔmeìti h j- anallo�wto sun�rthsh e�nai m�a modular sun�rthsh pou ep�gei ènan(analutikì) isomorfismì tou X(1) me to P1(C). Katal goume sto uniforniza-
tion je¸rhma gia elleiptikè kampÔle, me to opo�o mporoÔme na taut�soume tonq¸ro twn kl�sewn isodunam�a twn elleiptik¸n kampÔlwn (isodÔname kampÔ-le antistoiqoÔn se kampÔle me thn �dia j- anallo�wto   se omìjeta latticesmèsw th ℘ sun�rthsh) me ton H/SL2(Z). Tèlo sumpera�noume ìti den e�nai



Perieqìmena · xidunatìn na up�rqei sumpagopo�hsh tou q¸rou twn elleiptik¸n kampÔlwn qwr�na sumperil�boume se autìn m�a idiìmorfh kai sunep¸ mh elleiptik  kampÔlh.'Ena meg�lo euqarist¸ stou kur�ou B. Metafts  kai A. Mpelhgi�nnh. Ja jela tèlo na euqarist sw ton d�skalì mou Ariste�dh, pou st�jhke p�ntad�pla mou se autè ti dhmiourgikè kai par�llhla dÔskole stigmè pou pèrasakat� thn suggraf . To mer�ki kai h ag�ph gia thn doulei� tou ja mou af sounti kalÔtere anamn sei, entup¸sei. S. Karanikolìpoulo, S�mo2005.





Kef�laio 1Kaluptikè Apeikon�seikai Jewr�a GaloisStìqo ma e�nai na ft�soume sthn susqètish twn kaluptik¸n apeikon�sewn meto jemeli¸de je¸rhma th jewr�a Galois.Sto pr¸to mèro ja doÔme k�poia basik� shme�a th jewr�a twn kaluptik¸napeikon�sewn. San b�sh èqoume p�rei thn ergas�a tou [2℄.Sto deÔtero mèro tou parìnto kefala�ou ja doÔme sunoptik�, k�poia stoiqe�aapì thn jewr�a Galois, gia na ft�soume sto jemeli¸de je¸rhma th jewr�a
Galois. 'Epeita ja epiqeir soume na anade�xoume tou desmoÔ an�mesa stoudÔo autoÔ majhmatikoÔ kl�dou.1.1 Kaluptikè Apeikon�sei'Opou den anafèrontai sugkekrimèna stoiqe�a gia tou q¸rou pou ja pragmateu-toÔme se autì to kef�laio, ja upojètoume ìti e�nai dromosunektiko� kai topik�dromosunektiko�. Ja arq�soume upenjum�zonta èna je¸rhma apì ti kaluptikèapeikon�sei, kaj¸ kai èna �meso pìrisma autoÔ 1:Je¸rhma 1.1. An p : (Y, y0)→ (X,x0) e�nai kaluptik  apeikìnish kai o Y ènadromosunektikì q¸ro, tìte up�rqei mia ep� apeikìnish

φ : π1(X,x0)→ p−1(x0).An o Y e�nai apl� sunektikì tìte h φ e�nai 1-1 kai ep�.Me p∗ ennooÔme ton epagìmeno2, apì thn kaluptik  apeikìnish omomorfismì.Pìrisma 1.2. (i)H p∗ : π1(Y, y0)→ π1(X,x0) e�nai èna monomorfismì.(ii) Up�rqei m�a 1-1 kai ep� apeikìnish
Φ : π1(X,x0)/H → p−1(x0)ìpou H = p∗(π1

(

Y, y0)
) kai π1(X,x0)/H dhl¸nei th sullog  dexi¸n su-mplìkwn tou H sthn π1(X,x0).1Gia ti apode�xei aut¸n blèpe [2℄ sel�de 33 kai 36 ant�stoiqa.2Blèpe [2℄ orismì 3.4 sel�da 15.



2 · Kaluptikès Apeikon�seis kai Jewr�a GaloisApì to pr¸to je¸rhma isomorfism¸n prokÔptei eÔkola ìti:
π1(Y, y0)/Kerp∗ ∼= Imp∗ kai �ra π1(Y, y0) ∼= p∗(π1

(

Y, y0)
)

= H. An h H e�naikanonik  upoom�da th π1(X,x0) tìte h p onom�zetai kanonik    Galois kalupti-k  apeikìnish kai o q¸ro Y kanonikì   Galois kaluptikì q¸ro. Prèpei naparathr soume ìti h sunj kh th kanonikìthta enì kaluptikoÔ q¸rou, e�naianex�rthth apì thn epilog  tou y ∈ p−1(x0). Auto� oi q¸roi, ja ma apasqo-l soun idia�tera parak�tw.L mma 1.3 (L mma anìrjwsh drìmwn).'Estw p : Y → X kaluptik  apeikìnish, me p(y0) = x0. K�je drìmo f : I →
X me arq  to shme�o x0 èqei monadik  anìrjwsh f̃ ston Y , me arq  to shme�o
y0.3H monadikìthta tou anorjwmènou drìmou, e�nai m�a sunèpeia tou parak�twgenikeumènou lifting l mmato:L mma 1.4. 'Estw p : Y → X kaluptik  apeikìnish kai Z sunektikì topolo-gikì q¸ro . 'Estw ep�sh f̃1, f̃2 : Z → Y suneqe� apeikon�sei tètoie ¸ste:
p ◦ f̃1 = p ◦ f̃2. An f̃1(z) = f̃2(z) gia èna shme�o z ∈ Z, tìte f̃1 = f̃2.Apìdeixh: Arke� na de�xoume ìti to sÔnolo sto Z, gia to opo�o oi apeikon�-sei sumfwnoÔn e�nai anoiktì kai to sumpl rwm� tou, sto opo�o oi apeikon�seidiafwnoÔn e�nai ep�sh anoiktì. Me autìn ton trìpo to sÔnolo ìpou ja sumfw-noÔn, ja e�nai to ∅ (pr�gma �topo apì thn upìjesh)   olìklhro to Z. 'Estw
w ∈ {z ∈ Z : f̃1(z) = f̃2(z)}. Epilègw N ⊂ X , anoikt  geitoni� tou p ◦ f̃i(w),me i = 1, 2 h opo�a e�nai omal� kalummènh apì thn p. Pa�rnw p−1(N) na e�nai hxènh ènwsh anoikt¸n Na tètoia ¸ste gia k�je a h p|Na : Na → N na e�nai ènaomoiomorfismì. Apì thn sunèqeia twn sunart sewn f̃1, f̃2, ja prèpei h eikìnaenì sunektikoÔ sunìlou na e�nai sunektikì sÔnolo kai sunep¸ ja prèpei naapeikon�zoun m�a geitoni� V tou w sto �dio Na. Kaj¸ ìmw p ◦ f̃1 = p ◦ f̃2, oi
f̃1, kai f̃2, ja prèpei na sumfwnoÔn sto V . 'Etsi gia tuqa�o w ∈ {f̃1(z) = f̃2(z)}up�rqei anoikt  geitoni� tou V , me V ⊂ {z ∈ Z : f̃1(z) = f̃2(z)} kai ètsi to
{z ∈ Z : f̃1(z) = f̃2(z)} e�nai èna anoiktì sÔnolo.'Omoia an to w ∈ {z ∈ Z : f̃1(z) 6= f̃2(z)}, oi f̃i ja prèpei na apeikon�zoun m�aanoikt  geiton�a tou, V se diaforetik� kai sunep¸ xèna Na. 'Etsi ja prèpei nadiafwnoÔn sto V kai �ra to {z ∈ Z : f̃1(z) 6= f̃2(z)} e�nai anoiktì.♦Je¸rhma 1.5. 'Estw p : (Y, y) → (X,x) na e�nai kaluptik  apeikìnish me
p(y) = x kai f, g drìmoi ston X me arq  to x kai tèlo to x1. A upojèsoumeep�sh ìti f̃ , g̃ oi ant�stoiqe anorj¸sei tou, oi opo�oi e�nai drìmoi ston Y mearq  to y. An f ≃p g, tìte oi f̃ , g̃ èqoun to �dio telikì shme�o (pou an kei ston
Y ) kai e�nai dromo-omotopiko�.4'Estw y1, y2 ∈ Y : p(y1) = p(y2) = x0. P¸ oi eikìne twn monomorfism¸n

p∗ : π1(Y, y0)→ π1(X,x0) kai p∗ : π1(Y, y1)→ π1(X,x0)ja mporoÔsan na sugkrijoÔn? Epilègw [γ] m�a kl�sh drìmwn ston Y me arq to shme�o y0 kai tèlo to y1. Or�zw isomorfismì5 u : π1(Y, y0) → π1(Y, y1) me3blèpe [2℄ l mma 5.1, sel�da 28.4gia thn apìdeixh blèpe [2℄ je¸rhma 5.1, sel�da 31.5all�zei thn b�sh kleist¸n monopati¸n tou q¸rou Y , blèpe [2℄ orismì 3.2, sel�da 13.



1.1 Kaluptikès Apeikon�seis · 3tÔpo: u(a) = [γ̄] ∗ [a] ∗ [γ] kai pa�rnw to parak�tw metajetikì di�gramma: 6
π1(Y, y0)

p∗−→ π1(X,x0)
↓ u ↓ v

π1(Y, y1)
p∗−→ π1(X,x0)IsqÔei ìti: v(b) = (p∗[γ])

−1 ∗ [b] ∗ (p∗[γ]). 'Omw p∗[γ] = p ◦ [γ] ja e�nai ènakleistì monop�ti me b�sh to x0, kai sunep¸ ja an kei sthn π1(X,x0). 'Etsioi eikìne twn π1(Y, y0) kai π1(Y, y1) mèsw th p∗ e�nai suzuge� upoom�de th
π1(X,x0).Mpore� k�je upoom�da sthn kl�sh suzug�a th upoom�da p∗(π1(Y, y0)) naprokÔyei san thn eikìna p∗(π1(Y, y1)) me thn epilog  enì kat�llhlou y1 ∈
p−1(x0)? H ap�nthsh e�nai Nai. K�je upoom�da se aut n thn kl�sh suzug�aèqei morf : [a−1]∗[p∗(π1(Y, y0))]∗[a], gia [a] ∈ π1(X,x0). An f : I → X kleistìmonop�ti kai antiprìswpo tou a, apì to l mma 1.3 up�rqei monadik  anìrjwshse drìmo g : I → Y me arq  to y0. 'Estw y1 na e�nai to tèlo tou. Tìte jaèqoume ìti

p∗(π1(Y, y1)) = [a]−1 ∗ [p∗(π1(Y, y0))] ∗ [a].Sunoy�zonta ja èqoume to parak�tw apotèlesma:Je¸rhma 1.6. 'Estw p : (Y, y) → (X,x) kaluptik  apeikìnish. Oi upoom�de
p∗(π1(Y, y)), gia y ∈ p−1(x) apoteloÔn akrib¸ m�a kl�sh suzug�a apì upoom�-de tou π1(X,x).'Estw p : (Y, y)→ (X,x) kaluptik  apeikìnish, me y′ ∈ Y ′ kai ϕ : (Y ′, y′)→
(X,x) na e�nai m�a suneq  apeikìnish. Pìte up�rqei ϕ̃ : (Y ′, y′) → (Y, y), ètsi¸ste h ϕ̃ na apotele� anìrjwsh th ϕ? Tìte akrib¸ to parak�tw di�grammaja e�nai metajetikì:

(Y ′, y′)
ϕ̃−→ (Y, y)

ϕց ւ p
(X,x)Anagka�a sunj kh: An h ϕ̃ up�rqei tìte ja èqoume to parak�tw metajetikìdi�gramma, pou proèrqetai apì tou epagìmenou omomorfismoÔ:

π1(Y
′, y′)

ϕ̃∗−→ π1(Y, y)
ϕ∗ ց ւ p∗
π1(X,x)'Omw h p∗ e�nai monomorfismì kai π1(Y, y) ∼= p∗

(

π1(Y, y)
). 'Etsi h ÔparxhomomorfismoÔ ϕ̃∗ pou k�nei to di�gramma metajetikì, e�nai isodÔnamh me thnsunj kh:

ϕ∗

(

π1(Y
′, y′)

)

= p∗
(

ϕ̃∗π1(Y
′, y′)

)

⊂ p∗
(

π1(Y, y)
)

.M�lista parathroÔme ìti h sunj kh gia thn Ôparxh m�a tètoia anìrjwsh dene�nai mìno anagka�a all� e�nai kai ikan :Je¸rhma 1.7. 'Estw p : (Y, y)→ (X,x) kaluptik  apeikìnish, me y′ ∈ Y ′ kai
ϕ : (Y ′, y′) → (X,x) na e�nai m�a suneq  apeikìnish. Up�rqei monadik  anìr-jwsh ϕ̃ : (Y ′, y′)→ (Y, y), th ϕ an kai mìnon an ϕ∗

(

π1(Y
′, y′)

)

⊂ p∗
(

π1(Y, y)
)6o epag¸meno apì thn p omomorfismì e�nai anex�rthto apì thn epilog  b�sh, blèpe [2℄par�deigma 3.7, sel�da 20.



4 · Kaluptikès Apeikon�seis kai Jewr�a GaloisApìdeixh: Arke� na de�xoume ìti isqÔei to ant�strofo: Ja de�xoume sthnarq  ìti an aut  up�rqei, e�nai monadik . 'Estw y′1 ∈ Y ′, dialègw drìmo a apìto y′ sto y′1. Pa�rnw ton drìmo ϕ ◦ α ston X , kai ton anorj¸nw se drìmo gston q¸ro Y , me arq  to shme�o y. An up�rqei m�a anìrjwsh ϕ̃ tou ϕ, tìte to
ϕ̃(y1), ja prèpei na e�nai �so me to g(1), dhlad  to tèlo th g. 'Etsi ϕ̃ ◦α e�naim�a anìrjwsh tou ϕ ◦α, me arq  to y kai oi anorj¸sei drìmwn e�nai monadikè,apì to l mma 1.1.3 (h kat�stash apeikon�zetai sto sq ma 1.1).'Estw y′1 ∈ Y ′, pa�rnw α na e�nai o drìmo ston Y ′ apì to y′ sto y′1, ìpw kai

Y

X

ö

ö

á

â

öoá

ãy

y

x

p

1y

~ ä

1yö ( )‘

Y ‘

1yö ( )‘
~

‘

‘

2
y‘

öo â

yö ( )‘
~

2

N
V

W
0

USq ma 1.1:prin. Pa�rnw ton ϕ ◦ α ston X , kai ton anorj¸nw se drìmo g ston q¸ro Y , mearq  to shme�o y. Or�zw
ϕ̃(y′1) = γ(1).Ja de�xw ìti h ϕ e�nai suneq  apeikìnish: 'Estw N geitoni� tou ϕ̃(y′1),ja brw geitoni� W tou y′1 tètoia ¸ste ϕ̃(W ) ⊂ N . Dialègw U geitoni� tou

ϕ(y′1). Aut  e�nai omal� kalummènh apì thn p. 'Estw V0 to fÔllo tou p−1(U),me ϕ̃(y′1) ∈ V0 kai p|V0
: V0 → U na e�nai èna omoiomorfismì. Pa�rnonta, anqrei�zetai, mikrìtere geitoniè mpor¸ na upojèsw ìti V0 ⊂ N . Dialègw geitoni�

W tou y′1, pou e�nai dromosunektik  kai an kei sto ϕ−1(U). Uposthr�zw t¸raìti ϕ̃(W ) ⊂ V0. Gia gnwstì y′2 ∈ W , epilègw drìmo β sto W , me arq  to y′1kai tèlo to shme�o y′2. Pa�rnw thn eikìna tou drìmou ston q¸ro X mèsw th
ϕ kai anorj¸nw ston q¸ro Y . 'Estw δ = p|−1

V0
◦ ϕ ◦ β na e�nai h anìrjwsh toudrìmou ϕ ◦ β me arq  to shme�o ϕ̃(y′1). Tìte γ(1) = ϕ̃(y′1) = δ(0) kai sunep¸or�zetai to γ ∗ δ, to opo�o e�nai h anìrjwsh tou ϕ ◦ (α ∗ β) me arq  to shme�o

y. Apì ton orismì ϕ̃(y′2) = (γ ∗ δ)(1) ∈ V0. 'Etsi gia tuqa�o y2 ∈ W , èqw
ϕ̃(y′2) ∈ V0 =⇒ ϕ̃(W ) ⊂ V0 kai ϕ̃ e�nai suneq  apeikìnish.Ja de�xw ìti h ϕ e�nai kal� orismènh: 'Estw α, β, drìmoi ston Y ′, apì to y′sto y′1 kai ϕ ◦ α, ϕ ◦ β drìmoi ston X me arq  to x. An γ, δ oi anorj¸sei touston Y me arq  to y, arke� na de�xw ìti γ(1) = δ(1). 'Estw ε na e�nai h anìrjwshtou ϕ ◦ β̄ me arq  to γ(1). Tìte to γ ∗ ε or�zetai kai apotele� anìrjwsh ston
Y , tou kleistoÔ monopatioÔ (ϕ ◦α) ∗ (ϕ ◦ β̄)7 ston q¸ro X . H kl�sh omotop�a7isqÔei ìti ϕ∗(α ∗ β̄) = ϕ ◦ (α ∗ β̄) = (ϕ ◦ α) ∗ (ϕ ◦ β̄).
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Sq ma 1.2:autoÔ tou kleistoÔ monopatioÔ e�nai h ϕ∗([α ∗ β̄]), pou apì thn upìjesh prèpeina an kei sthn p∗(π1(Y, y)). 'Etsi up�rqei kleistì monop�ti ψ ∈ Y me b�sh to
y ètsi ¸ste:

ϕ∗([α ∗ β̄]) = [p∗(ψ)].'Etsi ja prèpei ε(1) = y. Pr�gmati apì to je¸rhma 1.5, an dÔo drìmoi ston
X e�nai dromo-omotopiko� kai anorjwjoÔn ston Y me arq  to �dio shme�o prè-pei anagkastik� na èqoun kai to �dio tèlo. AfoÔ ϕ∗([α ∗ β̄]) ≃p [p∗(ψ)], oianorj¸sei tou ψ kai γ ∗ ε ston Y , ja prèpei na èqoun to �dio tèlo, dhlad 
γ ∗ ε(1) = y = ε(1) (blèpe sq ma 1.2).T¸ra to ε e�nai anìrjwsh tou ϕ ◦ β̄ me arq  to γ(1) kai tèlo to y. 'Etsi to ε̄ja e�nai anìrjwsh tou ϕ ◦ β kai ja èqei arq  to y kai tèlo to shme�o γ(1). Odrìmo δ e�nai �llh m�a tètoia anìrjwsh. Apì monadikìthta anìrjwsh drìmwn,èpetai ìti δ = ε̄ kai �ra γ(1) = δ(1).♦Pìrisma 1.8. 'Estw p : (Y, y)→ (X,x) kaluptik  apeikìnish, tìte:(i) An σ e�nai kleistì monop�ti me b�sh to x kai σ̃ e�nai h monadik  anìrjwshtou σ me arq  to y, tìte to σ̃ èqei tèlo to shme�o y an kai mìnon an

[σ] ∈ p∗(π1(Y, y)).(ii) An σ, σ′, drìmoi ston X me arq  to shme�o x kai tèlo to x′ kai σ̃, σ̃′ oianorj¸sei tou se drìmou ston Y me arq  to y tìte: ta σ̃, σ̃′ èqoun to�dio tèlo an kai mìnon an [σ′ ∗ σ̄] ∈ p∗(π1(Y, y)).1.1aþ G-Coverings, Deck TransformationsOrismì 1.9. Gia k�je p : Y → X kaluptik  apeikìnish, up�rqei om�da
Aut(Y/X) h opo�a onom�zetai om�da (e�nai om�da me pr�xh thn sÔnjesh su-nart sewn.) twn Deck transformations,   om�da twn Covering transformations:

Aut(Y/X) = {ϕ : Y → Y : ϕ e�nai omoiomorfismì kai p ◦ ϕ = p} .



6 · Kaluptikès Apeikon�seis kai Jewr�a GaloisPollo� shmantiko� kaluptiko� q¸roi prokÔptoun apì thn dr�sh mia om�da
G se ènan q¸ro Y me X na dhl¸nei ton q¸ro twn troqi¸n th dr�sh aut .Orismì 1.10. Dr�sh mia om�da (G, ·) se ènan q¸ro Y (apì arister�) e�naim�a apeikìnish G× Y → Y : (g, y) 7→ g · y, pou ikanopoie� ta akìlouja:(i) g · (h · y) = (g · h) · y, ∀ g, h ∈ G kai y ∈ Y,(ii) idG · y = y, ∀ y ∈ Y,(iii) H apeikìnish y 7→ g(y) = g · y e�nai èna omoiomorfismì tou Y, ∀ g ∈ G.'Etsi h G or�zei m�a om�da apì omoiomorfismoÔ tou q¸rou Y . DÔo shme�a
y, y′ ∈ Y lème ìti an koun sthn �dia troqi� an up�rqei g ∈ G : g(y) = y′. Kaj¸h G e�nai om�da, autì e�nai m�a kl�sh isodunam�a. An sumbol�sw X = Y/G nae�nai to sÔnolo twn troqi¸n, dhlad  to sÔnolo twn kl�sewn isodunam�a, tìtempor¸ na or�sw thn fusik  probol  p : Y → X pou apeikon�zei k�je stoiqe�otou Y sthn kl�sh, dhlad  thn troqi� pou to perièqei. O q¸ro X e�nai efodia-smèno me thn topolog�a phl�ko, dhlad  k�je U ⊂ X, e�nai anoiktì tou X annto p−1(U) e�nai anoiktì tou Y . O sumbolismì th fusik  aut  probol  meto gr�mma p den e�nai tuqa�o. K�tw apì k�poie pro�pojèsei gia ton q¸ro Ykai thn dr�sh th om�da G, h p e�nai m�a kaluptik  apeikìnish.Orismì 1.11. M�a om�da G dra evenly8 ston q¸ro Y , an k�je shme�o tou Yèqei mia geitoni� V tètoia ¸ste g · V kai h · V e�nai xèna gia k�je diaforetik�
g, h ∈ G.L mma 1.12. An m�a om�da dra evenly ston q¸ro Y , tìte h fusik  probol 
p : Y → Y/G e�nai m�a kaluptik  apeikìnish.Apìdeixh: H p e�nai m�a suneq  kai anoikt  apeikìnish kaj¸ gia k�je Vanoiktì tou Y èqoume ìti to p−1(p(V )) = ∪g∈Gg · V e�nai anoiktì tou Y sanènwsh anoikt¸n kai apì ton orismì th apeikìnish phl�ko to p(V ) e�nai anoiktìtou Y/G. T¸ra an p�roume to V , ìpw ston orismì th even dr�sh, ta g · Vja e�nai xèna metaxÔ tou. Arke� na de�xoume ìti gia k�je tètoio V to p(V ) e�naiomal� kalummèno apì thn p, dhlad  o periorismì th p se k�je èna apì ta g ·Vsto p(V ) e�nai èna omoiomorfismì.Pr�gmati gia y ∈ V , dhlad  p(y) ∈ p(V ) up�rqei g · y ∈ g · V ètsi ¸ste
p(g · y) = p(y) kai �ra e�nai ep�. Ep�sh an p(g · y1) = p(g · y2) up�rqei h ∈ G me
h · g · y1 = g · y2. AfoÔ h dr�sh e�nai even, kai sunep¸ eleÔjerh apì ton orismìma, ja prèpei h = idG kai �ra h zhtoÔmenh apeikìnish e�nai 1-1.♦Orismì 1.13. K�je kaluptik  apeikìnish p : Y → X , pou proèrqetai apì m�a
even dr�sh m�a om�da G se ènan q¸ro Y onom�zetai G-kaluptik  apeikìnishkai o q¸ro Y G-kaluptikì q¸ro.8meriko� suggrafe� anafèrontai se aut n thn dr�sh me ton ìro properly discontinuous(  gn sia asuneq¸). H lèxh discontinuous shma�nei ìti oi troqiè e�nai diakrit� (me thntopologik  ènnoia, dhlad  den èqoun shme�a suss¸reush ston Y ) uposÔnola th Y . H lèxh
properly shma�nei ìti k�je sumpag  sÔnolo tèmnei mìno peperasmèno arijmì apì ti metaforètou. O ìro ìmw properly discontinuous suqn� parafr�zetai kai ìtan qrhsimopoie�tai shma�neiìti k�je shme�o èqei geitoni� V pou na tèmnei mìno peperasmène to pl jo metaforè g · V ,tou V . An se aut n thn ermhne�a prosjèsoume thn lèxh "eleÔjera", tìte h even dr�sh ma, jashma�nei freely and properly discontinuously.



1.1 Kaluptikès Apeikon�seis · 7Parat rhsh 1.14. An o q¸ro Y e�nai Hausdorff kai an h peperasmènh t�xhom�da G dra eleÔjera se autìn, dhlad  ∄ g ∈ G \ {idG} : g(y) = y, ∀ y ∈ Y , tìteh G dra evenly ston Y .Pr�gmati: Gia gnwstì y ∈ Y , epilègw xène geitoniè Ug tou g · y ∈ Y , m�agia k�je èna g ∈ G (h Ôparxh aut¸n exasfal�zetai apì thn Hausdorff sunj kh.).Jètw
V =

⋂

g∈G

g−1 · Ugme V anoiktì tou Y (peperasmènh tom  anoikt¸n e�nai anoiktì sÔnolo), na e�naigeitoni� tou y. Tìte gia k�je diaforetik� g1, g2 ∈ G, ja èqw ìti to g1 ·V ∩g2 ·VisoÔtai me:
(

⋂

g∈G\{g1}

g1 ·g−1 ·Ug

)

∩(g1 ·g−1
1 ·Ug1

)∩(g2 ·g−1
2 ·Ug2

)∩
(

⋂

g∈G\{g2}

g2 ·g−1 ·Ug

)

= ∅.Giat� Ug1
∩ Ug2

= ∅.♦Prìtash 1.15. 'Estw p : (Y, y) → (X,x) G-kaluptik  apeikìnish kai Y nae�nai sunektikì q¸ro. Tìte h G ∼= Aut(Y/X).Apìdeixh: Stajeropoi¸ èna y ∈ Y . Gia gnwstì ϕ ∈ Aut(Y/X), to y kai to
ϕ(y) ja phga�noun mèsw th fusik  probol  sthn �dia troqi� pou ta perièqei.Sunep¸ ja up�rqei èna g ∈ G : g · y = g(y) = ϕ(y). T¸ra isqÔei p ◦ ϕ(y) =
p ◦ g(y) = p(y). Apì l mma 1.4, oi ϕ kai h g ja sump�ptoun.♦Orismì 1.16. 'Estw p1 : (Y1, y1) → (X,x) kai p2 : (Y2, y2) → (X,x) kalu-ptikè apeikon�sei tou q¸rou X . 'Ena omomorfismì tou q¸rou (Y1, y1) stonq¸ro (Y2, y2) e�nai m�a suneq  apeikìnish ϕ : Y1 → Y2 tètoia ¸ste to parak�twdi�gramma na e�nai metajetikì:

(Y1, y1)
ϕ−→ (Y2, y2)

p1 ց ւ p2

(X,x)An h ϕ e�nai èna omoiomorfismì twn topologik¸n q¸rwn Y1 kai Y2, tìte prokÔ-ptei èna isomorfismì kaluptik¸n q¸rwn. Se aut n thn per�ptwsh oi kaluptiko�q¸roi onom�zontai isìmorfoi (  isodÔnamoi).San sunèpeia tou l mmato 1.4, ja èqw:Pìrisma 1.17. 'Estw ϕ1, ϕ0 omomorfismo� tou q¸rou (Y1, y1) ston q¸ro (Y2, y2).An up�rqei y ∈ Y1 : ϕ1(y) = ϕ0(y), tìte ϕ1 = ϕ0.Pr�gmati an ϕ1(y) = ϕ0(y), ja e�qa ìti p2 ◦ ϕ1(y) = p2 ◦ ϕ0(y) = p1(y) kaito apotèlesma èpetai �mesa apì to l mma 1.4.Pìrisma 1.18. H om�da twn Aut(Y/X) dra eleÔjera ston q¸ro Y .'Estw p : (Y, y) → (X,x) kaluptik  apeikìnish 'Estw ϕ ∈ Aut(Y/X) kai
y ∈ Y me ϕ(y) = y. Tìte p2 ◦ ϕ(y) = p2(y) kai �ra ϕ = id.L mma 1.19. 'Estw (Y1, p1), (Y2, p2) kaluptiko� q¸roi tou X kai yi ∈ Yi, me
{i = 1, 2}, na e�nai shme�a ètsi ¸ste: p1(y1) = p2(y2). Up�rqei omomorfismì
ϕ : (Y1, y1)→ (Y2, y2) ann p1∗

(π1(Y1, y1)) ⊂ p2∗
(π1(Y2, y2)).



8 · Kaluptikès Apeikon�seis kai Jewr�a GaloisAn up�rqei tètoio ϕ, ja èqw ìti p2 ◦ ϕ = p1, dhlad  h ϕ e�nai anìrjwsh th
p1. Apì to je¸rhma 1.7 èpetai to zhtoÔmeno apotèlesma.Pìrisma 1.20. Me ti pro�pojèsei tou prohgoÔmenou l mmato, up�rqei o-moiomorfismì ϕ : (Y1, y1)→ (Y2, y2), ann p1∗

(π1(Y1, y1)) = p2∗
(π1(Y2, y2)).Ja èqoume ìti:

p2∗
(π1(Y2, y2)) ∼= π1(Y2, y2) ∼= 9π1(Y1, y1) ∼= p1∗

(π1(Y1, y1)).San m�a eidik  per�ptwsh autoÔ, pa�rnoume to parak�tw apotèlesma:Pìrisma 1.21. An (Y, p) kaluptikì q¸ro tou X , me y1, y2 ∈ p−1(x) kai x ∈
X , tìte up�rqei ϕ ∈ Aut(Y/X) me ϕ(y1) = y2, ann p∗(π1(Y, y1)) = p∗(π1(Y, y2)).Je¸rhma 1.22. DÔo kaluptiko� q¸roi (Y1, p1) kai (Y2, p2) tou q¸rou X , e�naiisìmorfoi ann gia k�je dÔo y1 ∈ Y1 kai y2 ∈ Y2 me p1(y1) = p2(y2) = x ∈ X oiupoom�de p1∗

(π1(Y1, y1)) kai p2∗
(π1(Y2, y2)) an koun sthn �dia kl�sh suzug�aston π1(X,x).Kaj¸ oi dÔo kaluptiko� q¸roi e�nai isìmorfoi, apì pìrisma 1.20, ja èqw ìti

p1∗
(π1(Y1, y1)) = p2∗

(π1(Y2, y2)). T¸ra y1, y2 ∈ p−1(x) kai apì je¸rhma 1.6,èpetai to zhtoÔmeno.To je¸rhma ma lèei ìti h kl�sh suzug�a twn upoom�dwn pou anafèretai stoje¸rhma 1.6, kajor�zei apìluta ton kaluptikì q¸ro up to isomorphism.L mma 1.23. 'Estw kaluptiko� q¸roi (Y1, p1) kai (Y2, p2) tou q¸rou X kai ϕèna omomorfismì an�mes� tou. Tìte o (Y1, ϕ) e�nai kaluptikì q¸ro tou Y2.Apìdeixh: K�je shme�o x ∈ X èqei m�a dromosunektik  geitoni� U , ètsi¸ste na e�nai omal� kalummènh kai apì ti dÔo kaluptikè apeikon�sei p1, p2tautìqrona: An U1 e�nai omal� kalummènh apì thn p1 kai U2 omal� kalummènhapì thn p2 tìte jètonta U = U1 ∩ U2, ja prokÔyei h zhtoÔmenh geitoni�.Ja de�xw ìti h ϕ e�nai ep�: An y ∈ Y2 ja de�xw ìti up�rqei x ∈ Y1 : ϕ(x) = y.Epilègw b�sh y1 ∈ Y1 kai y2 = ϕ(y1) me p1(y1) = p2(y2) = x. Pa�rnw f : I → Y2me arq  to y2 kai tèlo to shme�o y. 'Estw g = p2 ◦ f na e�nai h eikìna touparap�nw drìmou mèsw th p2 ston q¸ro X , me arq  to shme�o x. Apì to l mmaanìrjwsh drìmwn, up�rqei monadik  anìrjwsh se drìmo h ston q¸ro Y1, mearq  to shme�o y1, tètoia ¸ste p1 ◦ h = g. 'Estw na èqei tèlo to shme�o x. Jade�xw ìti ϕ(x) = y. Oi drìmoi ϕ ◦ h kai f èqoun thn �dia arq , to y2 kai isqÔei
p2 ◦ ϕ ◦ h = p1 ◦ h = g = p2 ◦ f =⇒ ϕ ◦ h = f , apì monadikìthta anìrjwshdrìmwn. 'Etsi ϕ(x) = y.'Etsi dialègoume omal� kalummènh perioq  tou tuqa�ou z ∈ Y2 w ex : pa�rnoume
U anoikt  perioq  tou x = p2(z), h opo�a e�nai omal� kalummènh kai apì ti dÔokaluptikè apeikon�sei me ton trìpo pou perigr�yame sthn arq . Jètw W , nae�nai to fÔllo th p−1

2 (U) pou perièqei to z. H W e�nai omal� kalummènh apìthn ϕ. ♦'Estw (Y, p) kaluptikì q¸ro touX , me Y apl� sunektikì q¸ro. An (Y ′, p′)e�nai èna tuqa�o, diaforetikì k�lumma tou X , tìte apì to l mma 1.19, up�rqeiomomorfismì ϕ tou (Y, p) ston (Y ′, p′) kai apì to parap�nw l mma o (Y, ϕ)e�nai èna kaluptikì q¸ro tou Y ′. Autì e�nai o lìgo pou èna apl� sune-ktikì kaluptikì q¸ro onom�zetai kajolikì kaluptikì q¸ro. Ep�sh apìto je¸rhma 1.22 k�je dÔo kajoliko� kaluptiko� q¸roi e�nai isìmorfoi.9èna omoiomorfismì ep�gei isomorfismì twn emplekìmenwn jemeliwd¸n om�dwn.



1.1 Kaluptikès Apeikon�seis · 91.1bþ H dr�sh th Om�da π1(X,x) sto SÔnolo p−1(x)'Estw p : (Y, y)→ (X,x) kaluptik  apeikìnish, or�zw dr�sh th om�da π1(X,x)sto sÔnolo p−1(x) gia k�je x ∈ X ètsi ¸ste h π1(X,x) na dra apì dexi� stosÔnolo p−1(x).Orismì 1.24. 'Estw (Y, p) kaluptikì q¸ro tou X , me x ∈ X . Gia k�je
y ∈ p−1(x) kai gia k�je [α] ∈ π1(X,x), or�zw y · [α] ∈ p−1(x) w ex . Apì tol mma anìrjwsh drìmwn kai to je¸rhma 1.5, up�rqei monadik  kl�sh drìmwntou Y , èstw [α̃], tètoia ¸ste p∗([α̃]) = [α] me arq  to shme�o y. Or�zw y · [α] nae�nai to tèlo th kl�sh drìmwn [α̃], dhlad  y · [α] := [α̃](1).IsqÔoun ta ex :

(y · [α]) · [β] = y([α] · [β]) kai y · [ex]10 = y.Sumpera�noume ìti h π1(X,x) apì dexi� sto sÔnolo p−1(x). Ja de�xoume ìtih dr�sh aut  e�nai metabatik , dhlad  gia k�je y1, y0 ∈ p−1(x) up�rqei [α] ∈
π1(X,x) : y0 · [α] = y1. Pr�gmati kaj¸ èqoume upojèsei ìti o q¸ro Y e�naidromosunektikì, up�rqei kl�sh drìmwn [α̃] apì to y0 sto y1. Jètw [α] =
p∗([α̃]). To [α] e�nai kl�sh kleist¸n monopati¸n kai y0 · [α] = y1.Sthn sunèqeia ja parousi�soume k�poia basik� apotelèsmata kai orismoÔapì thn jewr�a om�dwn pou ja ma bohj soun na plhsi�soume ton skopì ma.'Otan m�a om�da G dra se èna sÔnolo E apì arister�, tìte lème ìti o E e�naièna aristerì G-q¸ro. An h G dra metabatik� ston E, tìte o E onom�zetaiomogen  (homogeneous)G-q¸ro. Apì ton trìpo pou or�same thn dr�sh om�da(sunj kh 3) prokÔptei ìti h apeikìnish E → E pou apeikon�zei y 7→ g · y e�naièna omoiomorfismì tou E kai sunep¸ mia met�jesh tou E. 'Etsi èqoume:Je¸rhma 1.25. An E e�nai èna aristerì G-q¸ro, tìte gia k�je g ∈ G, hapeikìnish E → E pou apeikon�zei y 7→ g · y e�nai mia met�jesh tou E.Orismì 1.26. 'Estw E1, E2, na e�nai aristero� G-q¸roi. M�a apeikìnish f :
E1 → E2 onom�zetai apeikìnish arister¸n G-q¸rwn (  G-equivariant) an

f(g · y) = g · (fy)gia k�je g ∈ G kai y ∈ E. M�a apeikìnish f arister¸n G-q¸rwn kale�taiisomorfismì arister¸n G-q¸rwn, an h f e�nai 1-1 kai epi, me thn ant�strof th, na e�nai kai aut  m�a apeikìnish arister¸n G-q¸rwn11.'Estw E, èna tuqa�o omogen  aristerì G-q¸ro. Dialègw y0 ∈ E kaijètw:
H = {g ∈ G : g · y0 = y0}H H e�nai upoom�da th G kai onom�zetai upoom�da isotrop�a   stajeropoiht tou y0.Parat rhsh 1.27. K�je omogen G-q¸ro E, e�nai isìmorfo me k�poioG/H .10me [ex] sumbol�zw thn kl�sh pou apotele�tai apì ta kleist� monop�tia me b�sh to x, poue�nai omotopik  me to tetrimmèno, dhlad  to shme�o x.11sto kef�laio 3 ja doÔme ìti an oi E1, E2 e�nai topologiko� q¸roi kai h G m�a topologik om�da pou dra suneq¸ se autoÔ, tìte h f e�nai èna isomorfismì (arister¸n) G q¸rwn ane�nai èna omoiomorfismì metaxÔ twn topologik¸n q¸rwn.



10 · Kaluptikès Apeikon�seis kai Jewr�a GaloisPa�rnw thn apeikìnish G → E me tÔpo g 7→ g · y0. H apeikìnish e�nai ep�kaj¸ o E e�nai omogen  G-q¸ro. Jètw H = {g ∈ G : g · y0 = y0}. Giana apeikon�zontai dÔo stoiqe�a g1, g2 ∈ G sto �dio stoiqe�o tou E ja prèpei
g1 · y0 = g2 · y0 ⇔ g−1

2 · g1 = y0 ⇔ g−1
2 · g1 ∈ H . Dhlad  ja prèpei na an kounsto �dio sÔmploko th H . 'Etsi, h apeikìnish G → E ep�gei m�a 1-1 kai ep�apeikìnish f : G/H → E. M�lista h f e�nai èna isomorfismì arister¸n G-q¸rwn kai oi G/H,E e�nai isìmorfoi aristero� G-q¸roi.♦T¸ra èstw G dra metabatik� se èna sÔnolo E apì dexi�, tìte lème ìti o Ee�nai èna omogen  dexiì G-q¸ro. 'Estw ϕ : E → E èna automorfismìtou E. Tìte gia k�je y ∈ E ta shme�a y, ϕ(y) èqoun ton �dio stajeropoiht .Ant�strofa èstw x, y ∈ E pou èqoun ton �dio stajeropoiht . Upojètoume ìtiup�rqei ϕ ∈ Aut(E) ètsi ¸ste ϕ(x) = y. Or�zoume thn ϕ w ex . 'Estw z ∈ E.Tìte apì thn metabatik  dr�sh th G up�rqei g ∈ G tètoio ¸ste z = x · g.Dhlad  prèpei na èqoume

ϕ(z) = ϕ(x · g) = (ϕx) · g = y · g.'Etsi or�zoume ϕ(z) = y · g. Prèpei na exasfal�soume ìti o orismì autì e�naianex�rthto apì thn epilog  tou g, dhlad  an x · g = x · g′, tìte y · g = y · g′,k�ti pou prokÔptei apì thn upìjesh ìti ta x, y èqoun ton �dio stajeropoiht .L mma 1.28. M�a om�da A apì automorfismoÔ enì omogenoÔ G-q¸rou Ee�nai olìklhrh h om�da Aut(E) ann gia k�je dÔo shme�a x, y ∈ E pou èqoun ton�dio stajeropoiht , up�rqei èna automorfismì ϕ ∈ A, ètsi ¸ste ϕ(x) = y12.'Estw H upoom�da th G tìte:
N(H) = {g ∈ G : gHg−1 = H}.e�nai upoom�da th G pou perièqei thn H kai onom�zetai o kanonikopoiht  (nor-

malizer) th H . E�nai h megalÔterh upoom�da tou G pou perièqei thn H sankanonik  upoom�da. Profan¸ an H ⊲ G tìte N(H) = G.Je¸rhma 1.29. 'Estw E èna omogen  G-q¸ro kai èstw H , na e�nai o sta-jeropoiht  enì y ∈ E. Tìte h om�da automorfism¸n tou E e�nai isìmorfh methn om�da N(H)/H .13Apì ta parap�nw e�nai t¸ra xek�jaro, ìti to sÔnolo p−1(x) e�nai èna o-mogen  dexiì π1(X,x)-q¸ro. Gia k�je y ∈ p−1(x) o stajeropoiht  autoÔtou y, e�nai h upoom�da p∗(π1(Y, y)) th π1(X,x) (pìrisma 1.8). Sunep¸ jaèqoume to sÔnolo p−1(x), san èna omogen  dexiì π1(X,x)-q¸ro, na e�naiisìmorfo me thn sullog  sumplìkwn π1(X,x)/p∗(π1(Y, y)) (parat rhsh 1.27.)kai o arijmì twn fÔllwn th kaluptik  apeikìnish isoÔtai me ton de�kth thupoom�da p∗(π1(Y, y)).E�nai pr�gmati �xio prosoq  (kai apor�a �sw?) ìti katafèrame na ft�sou-me sto je¸rhma apì ìpou xekin same (blèpe pìrisma 1.2) all� mèsw diaforeti-k¸n sullogism¸n. Gia thn sunèqeia ja doÔme ti sqèsh mpore� na èqei h om�datwn covering transformations enì kaluptikoÔ q¸rou me thn dr�sh th π1(X,x)sto p−1(x).12gia thn apìdeixh, blèpe ston [6℄, sel�da 422.13gia thn apìdeixh blèpe sel. 423 tou [6℄.



1.1 Kaluptikès Apeikon�seis · 11Prìtash 1.30. Gia k�je automorfismì ϕ ∈ Aut(Y/X), k�je shme�o y ∈ p−1(x)kai [α] ∈ π1(X,x) èqoume:
ϕ(y · [α]) = (ϕy) · [α],dhlad  k�je ϕ ∈ Aut(Y/X) ep�gei ènan automorfismì tou sunìlou p−1(x), pa�r-nonta to p−1(x) san ènan dexiì π1(X,x)-q¸ro.Apìdeixh: Anorj¸noume to [α] se kl�sh drìmwn [α̃] ston q¸ro Y , me arq to shme�o y ètsi ¸ste p∗([α̃]) = [α]. Tìte y · [α] ja e�nai to tèlo twn drìmwn

[α̃]. T¸ra pa�rnonta tou drìmou ϕ∗([α̃]) ston Y , ja èqoun arq  to ϕ(y) kaitèlo to shme�o ϕ(y · [α]). Ja isqÔei ìti:
p∗(ϕ∗([α̃]) = (p ◦ ϕ)∗([α̃])14 = p∗([α̃]) = [α].'Etsi h kl�sh drìmwn ϕ∗([α̃]), apoteloÔn anìrjwsh th kl�sh [α] kai sunep¸apì monadikìthta anìrjwsh, ja prèpei na taut�zontai me to [α̃]. 'Etsi

y · [α] = (ϕy) · [α] = ϕ(y · [α]). ♦Je¸rhma 1.31. 'Estw (Y, p) kaluptikì q¸ro tou X me x ∈ X , tìte h om�da
Aut(Y/X) e�nai isìmorfh me thn Aut(p−1(x)), pa�rnonta to p−1(x) san ènandexiì π1(X,x)-q¸ro.Apìdeixh: An ϕ ∈ Aut(Y/X), tìte o periorismì ϕ|p−1(x) e�nai èna au-tomorfismì th p−1(x), san èna dexiì π1(X,x)-q¸ro, apì to prohgoÔmenoje¸rhma. Ep�sh, k�je automorfismì ϕ, exart�tai mìnon apì ton periorismìtou ϕ|p−1(x), dhlad  h apeikìnish

k : ϕ→ ϕ|p−1(x)e�nai 1-1. Pr�gmati Kerk = {ϕ ∈ Aut(Y/X) : k(ϕ) = id}. Apì to pìrisma1.18 h ϕ dra eleÔjera ston Y kai sunep¸ ϕ = id kai h k e�nai 1-1. Arke� nade�xw ìti h k e�nai ep�. Apì to l mma 1.28, oi automorfismo� pou ep�goun oi
Aut(Y/X) e�nai ìlh h om�da Aut(p−1(x)), ann gia k�je y1, y2 ∈ p−1(x) me toustajeropoihtè aut¸n twn yi na e�nai �soi, dhlad  p∗(π1(Y, y1)) = p∗(π1(Y, y2)),up�rqei ϕ ∈ Aut(Y/X) : ϕ(y1) = y2. K�ti pou isqÔei apì to pìrisma 1.21. 'Etsi
k(Aut(Y/X)) = Aut(p−1(x)) kai k e�nai ep�.♦Pìrisma 1.32. Gia k�je x ∈ X kai y ∈ p−1(x), ja èqw ìti:

Aut(Y/X) ∼= N [p∗(π1(Y, y))]/p∗(π1(Y, y)),ìpou o N [p∗(π1(Y, y))] e�nai o kanonikopoiht  th upoom�da p∗(π1(Y, y)) tou
π1(X,x).Apì to prohgoÔmeno je¸rhma, ja èqw ìti Aut(Y/X) ∼= Aut(p−1(x)). Efar-mìzonta t¸ra to je¸rhma 1.29, prokÔptei to zhtoÔmeno.Je¸rhma 1.33. An (Y, p) kanonikì kaluptikì q¸ro tou X , tìte:

Aut(Y/X) ∼= π1(X,x)/p∗(π1(Y, y))gia k�je x ∈ X kai y ∈ p−1(x).ProkÔptei �mesa apì to pìrisma 1.32 giat� afoÔ p∗(π1(Y, y)) � π1(X,x), jaèqw ìti N [p∗(π1(Y, y))] = π1(X,x).Pìrisma 1.34. An o (Y, p) e�nai kajolikì kaluptikì q¸ro tou X , ja èqw
Aut(Y/X) ∼= π1(X,x)14blèpe functorial idiìthte twn epagìmenwn omomorfism¸n [2℄, sel.16.



12 · Kaluptikès Apeikon�seis kai Jewr�a Galois1.1gþ Kanoniko� Kaluptiko� Q¸roi kai Q¸roi Phl�ka'Estw (Y, p) kaluptikì q¸ro tou X . Epeid  h p e�nai m�a anoikt  apeikìnish,o X èqei thn topolog�a phl�ko pou ep�getai apì thn p. 'Etsi mporoÔme nap�roume ton X apì ton Y taut�zonta sugkekrimèna shme�a: Gia k�je x ∈ X ,ìla ta shme�a tou sunìlou p−1(x), prèpei na tautistoÔn se èna shme�o. H om�da
Aut(Y/X), metajètei ìla ta shme�a tou sunìlou p−1(x), metaxÔ tou. Genik�den isqÔei ìti Y/Aut(Y/X) ∼= X . Mpore� na up�rqoun y1, y2 ∈ p−1(x) kai ∄ϕ ∈
Aut(Y/X) ètsi ¸ste ϕ(y1) = y2. Dhlad  oi Aut(Y/X) na mhn droun metabatik�sto p−1(x).L mma 1.35. An (Y, p) kaluptikì q¸ro tou X , h om�da automorfism¸n
Aut(Y/X) dra metabatik� sto p−1(x), me x ∈ X ann o (Y, p) e�nai kanonikìkaluptikì q¸ro.Apìdeixh: H om�da Aut(Y/X) dra metabatik� ston p−1(x) an gia k�je
y1, y2 ∈ p−1(x) up�rqei ϕ ètsi ¸ste ϕ(y1) = y2. Autì, apì to pìrisma 1.21, autìja sumba�nei ann p∗(π1(Y, y1)) = p∗(π1(Y, y2)). Apì je¸rhma 1.6, oi upoom�de
p∗(π1(Y, y)) gia y ∈ p−1(x) apoteloÔn m�a kl�sh suzug�a apì upoom�de tou
π1(X,x). 'Etsi p∗(π1(Y, y1)) = [α] ∗ p∗(π1(Y, y2)) ∗ [ᾱ]. Apì thn kanonikìthtatou kaluptikoÔ q¸rou èpetai ìti p∗(π1(Y, y1)) = p∗(π1(Y, y2)).♦E�dame ìti an to (Y, p) e�nai kanonikì kaluptikì q¸ro tou X , tìte:

Y/Aut(Y/X) ∼= X.A doÔme t¸ra to ant�strofo th prìtash 1.15:Prìtash 1.36. 'Estw ìti o (Y, p) e�nai kaluptikì q¸ro tou X . Tìte h om�da
Aut(Y/X), dra evenly ston Y . Ep�sh an h Aut(Y/X) dra metabatik� se k�jefÔllo th p, tìte to k�lumma e�nai èna kanonikì G-k�lumma me Aut(Y/X) = G.Apìdeixh: Ja de�xoume ìti h dr�sh e�nai even. 'Estw y ∈ Y kai N miageitoni� tou p(y), h po�a e�nai omal� kalummènh apì thn p. Pa�rnw èna fÔlloth p, V me y ∈ V ètsi ¸ste h p|V V → N na e�nai èna omoiomorfismì. An
ϕ 6= ϕ′ ∈ Aut(Y/X), tìte ϕ(V ) kai ϕ′(V ), ja prèpei na e�nai xèna, diaforetik�h ϕ−1 ◦ ϕ′ ja èqei èna stajerì shme�o sto V , pr�gma �topo apì pìrisma 1.18.'Etsi ϕ(V ) ∩ ϕ′(V ) = ϕ · V ∩ ϕ′ · V = ∅. T¸ra apì to prohgoÔmeno l mma anh om�da Aut(Y/X), dra metabatik� sto p−1(x), o Y e�nai kanonikì kaluptikìq¸ro. 'Ara Y/Aut(Y/X) ∼= X kai profan¸ G = Aut(Y/X).♦ParathroÔme ìti an h dr�sh e�nai metabatik , ja e�nai kai pist , dhlad  to
ϕ ∈ Aut(Y/X), me ϕ(y) = y′ e�nai monadikì. Apì to je¸rhma 1.33 kai thnprìtash 1.36 pa�rnoume to parak�tw pìrisma:Pìrisma 1.37. An (Y, p) e�nai èna kanonikì kaluptikì q¸ro tou X , tìte o
Y e�nai èna kanonikì G-k�lumma kai

G = Aut(Y/X) ∼= π1(X,x)/p∗(π1(Y, y))gia k�je x ∈ X kai y ∈ p−1(x). An o Y e�nai apl� sunektikì q¸ro tìte
π1(X) ∼= G = Aut(Y/X).E�dame ìti èna kaluptikì q¸ro (Y, p) tou X kajor�zetai pl rw apì thnkl�sh suzug�a th upoom�da p∗(Y, y) tou π1(X,x). To er¸thma pou prokÔ-ptei e�nai ìti: an X e�nai èna topologikì q¸ro kai an ma d�netai m�a kl�shsuzug�a apì upoom�de tou π1(X,x), up�rqei kaluptikì q¸ro (Y, p) tou Xètsi ¸ste h p∗(Y, y) na an kei se aut n thn kl�sh suzug�a?



1.1 Kaluptikès Apeikon�seis · 13Je¸rhma 1.38. 'Estw X topologikì q¸ro, pou èqei kajolikì kaluptikì q¸-ro. Tìte gia k�je kl�sh suzug�a apì upoom�de th π1(X,x), up�rqei kalupti-kì q¸ro (Y, p) tou X , ètsi ¸ste h p∗(π1(Y, y)) na an kei se aut n thn kl�shsuzug�a.Apìdeixh: 'Estw (X̃, q) o kajolikì kaluptikì q¸ro tou X . H π1(X,x)dra metabatik� sto sÔnolo q−1(x) apì dexi�, kai kaj¸ o Y e�nai apl� sune-ktikì dra eleÔjera. Ep�sh kai h om�da automorfism¸n Aut(X̃/X) ∼= π1(X,x)dra metabatik� (k�je kajolikì k�lumma e�nai kai kanonikì) apì arister�, stosÔnolo q−1(x). Dialègw èna shme�o x̃ ∈ q−1(x) kai upoom�da G pou an kei sthnkl�sh suzug�a pou ma d�netai. 'Estw H na e�nai upoom�da twn automorfism¸n
Aut(X̃/X) pou or�zetai w ex : ϕ ∈ H ann up�rqei stoiqe�o [α] ∈ G tètoio¸ste ϕ(x̃) = x̃ · [α] ∈ q−1(x). Sto dex� mèlo th isìthta èqoume thn dr�sh touautomorfismoÔ ϕ sthn q−1(x) en¸ sto aristerì mèlo th isìthta thn dr�shtou stoiqe�ou th om�da G ston q−1(x). E�dame ìti ( orismì 1.24 ) G ∼= Hmèsw th antistoiq�a ϕ↔ [α], ann ϕ(x̃) = x̃ · [α].Epeid  H ≤ Aut(X̃/X), h H dra evenly ston X̃ . 'Estw Y na dhl¸nei ton q¸rophl�ko X̃/H , r : X̃ → Y , na e�nai h fusik  probol  kai p : Y → X na e�nai hapeikìnish pou ep�gei h q : X̃ → X . 'Eqoume to metajetikì di�gramma ètsi ¸ste
p ◦ r = q:

(X̃, x̃)
r−→ (Y, y)

q ցւ p
(X,x)'Opou o (X̃, q) kaluptikì q¸ro tou X (apì upìjesh), o (X̃, r) e�nai èna H-kaluptikì q¸ro tou Y (apì l mma 1.12) kai (Y, p) kaluptikì q¸ro tou Xapì to l mma 1.23 giat� apotele� ènan omomorfismì kaluptik¸n q¸rwn. Arke�na de�xw ìti G ∼= p∗(π1(Y, y)). 'Eqw ìti p : Y = X̃/H → X e�nai m�a kalu-ptik  apeikìnish, ètsi p∗(π1(Y, y)) ∼= π1(Y, y) kai apì to pìrisma 1.37 ja èqw

π1(Y, y) ∼= H ∼= G, ètsi G ∼= p∗(π1(Y, y)). ♦Orismì 1.39. 'Ena q¸roX onom�zetai topik� apl� sunektikì an k�je geito-ni� enì shme�ou tou, perièqei mia geitoni� tou shme�ou pou e�nai apl� sunektik .Orismì 1.40. 'Ena q¸ro X onom�zetai semilocally apl� sunektikì an k�jeshme�o tou èqei geitoni� tètoia ¸ste k�je kleistì monop�ti se aut n thn geitoni�e�nai omotopikì me to tetrimmèno. IsodÔnama an k�je shme�o x ∈ X èqei geitoni�
V ètsi ¸ste o epag¸meno apì ton egkleismì omomorfismì i∗ : π1(V, x) →
π1(X,x) e�nai o mhdenikì, dhlad  apeikon�zei k�je stoiqe�o th π1(V, x) stotautotikì kai sunep¸ h i e�nai mh ousi¸dh15 sun�rthsh (null-homotopic).E�nai profanè ìti an èna q¸ro e�nai topik� apl� sunektikì, tìte jae�nai kai semilocally apl� sunektikì. MporoÔme m�lista na de�xoume ìti ènasunektikì kai topik� dromosunektikì q¸ro èqei kajolikì kaluptikì q¸ro anne�nai semilocally apl� sunektikì16. Gia ta parak�tw, upojètoume ìti o q¸ro
X e�nai sunektikì, topik� dromosunektikì kai semilocally apl� sunektikì,ètsi ¸ste na èqei kajolikì kaluptikì q¸ro.Ft�same ston skopì ma, pou e�nai na broÔme thn antistoiq�a pou up�rqei metaxÔtwn upoom�dwn th jemeli¸dou om�da enì q¸rou kai twn kalumm�twn tou15blèpe [2℄ sel�da 56.16blèpe [1℄ sel�da 188.



14 · Kaluptikès Apeikon�seis kai Jewr�a Galoisq¸rou autoÔ. To parak�tw apotèlesma ja e�nai mia fusik  sunèpeia th mèqrit¸ra pore�a ma:Je¸rhma 1.41. (a) Gia k�je upoom�da H tou π1(X,x) up�rqei èna sunektikìk�lumma: pH : (YH , yH) → (X,x), me yH ∈ p−1(x), ètsi ¸ste h eikìna tou
π1(YH , yH) sthn π1(X,x), mèsw th pH∗

na e�nai h upoom�da H . K�je �llotètoio k�lumma (w pro thn epilog  b�sh) e�nai isìmorfo me autì.(b) An K e�nai m�a �llh upoom�da tou π1(X,x), pou perièqei to H , up�rqeimonadik  suneq  apeikìnish pH,K : (YH , yH)→ (YK , yK) pou e�nai sumbat  meti probolè ston X . Aut  e�nai kaluptik  apeikìnish kai an H �K, tìte e�naièna G-k�lumma me G = K/H .Apìdeixh: (a) 'Estw (X̃, u) na e�nai o kajolikì kaluptikì q¸ro tou X .AfoÔ H ≤ π1(X,x), apì to je¸rhma 1.38 up�rqei kaluptikì q¸ro (YH , pH)tou X , ètsi ¸ste h pH∗
(π1(YH , yH)) = H . 'Estw p′H : (YH , y

′
H) → (X,x)m�a �llh kaluptik  apeikìnish me p(yH) = p(yK) = x kai p′H∗

(π1(YH , y
′
H)) =

H . Apì to pìrisma 1.21 ja èqw ìti oi dÔo auto� kaluptiko� q¸roi ja e�naiisìmorfoi giat� pH∗
(π1(YH , yH)) = p′H∗

(π1(YH , y
′
H)) ( o p∗ e�nai anex�rthtoapì thn epilog  b�sh.).(b) 'Omoia up�rqei (YK , pK) kaluptikì q¸ro tou X , ètsi ¸ste

pK∗
(π1(YK , yK)) = K. 'Etsi ja èqoume to parak�tw metajetikì di�gramma:

(X̃, x̃)
rK ւց rH
YK ↓ YH

pK ցւ pH

(X,x)An t¸ra H ⊂ K up�rqei pH,K ètsi ¸ste to parak�tw di�gramma na e�nai meta-jetikì:
(YH , yH)

pH,K−→ (YK , yK)
pH ց ւ pK

(X,x)Pr�gmati, apì to je¸rhma 1.7 ja èqw ìti up�rqei monadik  anìrjwsh th pHme pK ◦ pH,K = pH ann H = pH∗
(π1(YH , yH)) ⊂ pK∗

(π1(YK , yK)) = K. T¸raafoÔ h pH,K e�nai èna omomorfismì kaluptik¸n apeikon�sewn, sÔmfwna me tol mma 1.23, ja e�nai m�a kaluptik  apeikìnish.An H = pH∗
(π1(YH , yH)) � pK∗

(π1(YK , yK)) = K tìte apì to prìtash 1.36 kaito je¸rhma 1.33, o q¸ro (YH , pH,K), ja e�nai èna G-kaluptikì q¸ro me
G = π1(YK , yK)/pH,K∗

(π1(YH , yH)).'Omw π1(YK , yK) ∼= pK∗
(π1(YK , yK)) = K, giat� h pK∗

e�nai monomorfismì.'Omoia pH,K∗
(π1(YH , yH)) ∼= π1(YH , yH) ∼= H .'Etsi G ∼= K/H . ♦Pìrisma 1.42. Up�rqei m�a 1-1 kai ep� antistoiq�a metaxÔ ìlwn twn upoom�dwn

H th π1(X,x) kai ìlwn twn kaluptik¸n kl�sewn17 [pH : (YH , yH) → (X,x)].Dhlad :
H = pH∗

(π1(YH , yH))←→ [pH : (YH , yH)→ (X,x)].17dhlad  twn kaluptik¸n q¸rwn tou X pou antistoiqoÔn sthn upoom�da H modulo( iso-morfismo� kaluptik¸n q¸rwn).



1.2 Jewr�a Galois · 15Ja èqoume thn ex  antistoiq�a:
(X̃, x̃) ↔ {e} = Aut(X̃/X̃)
↓ ∩ ∧

(YH , yH) ↔ H = Aut(X̃/H)
↓ ∩ ∧

(YK , yK) ↔ K = Aut(X̃/K)
↓ ∩ ∧

(X,x) ↔ G = Aut(X̃/X)An h H e�nai kanonik  upoom�da th K, tìte o kaluptikì q¸ro (YH , pH,K) jae�nai èna K/H-k�lumma. Tìte ja èqoume ìti:
K/H ∼= Aut(X̃/YK)/Aut(X̃/YH) ∼= Aut(YH/YK).K�je k�lumma YH → X , pou antistoiqe� sthn H , mpore� na tautiste� me to

X̃/H → X , me H na e�nai mia upoom�da twn Aut(X̃/X) ∼= π1(X,x), pou draston X̃. Kanonik� kalÔmmata tou q¸rouX antistoiqoÔn se kanonikè upoom�de
H . 'Etsi k�je kanonikì k�lumma p : Y → X , èqei thn morf  X̃/H → X kaie�nai G-k�lumma (prìtash 1.37.), me

π1(X,x)/H ∼= Aut(Y/X) ∼= G.Blèpoume ìti oi mikrìtere upoom�de th π1(X,x) kai sunep¸ oi mikrìtereupoom�de th Aut(X̃/X), antistoiqoÔn se megalÔtera kalÔmmata.1.2 Jewr�a Galois'Estw F,K s¸mata me K ⊂ F , tìte to F e�nai m�a epèktash tou K.Orismì 1.43. 'Estw F epèktash tou s¸mato E. Or�zoume thn Galois om�dath epèktash aut  na e�nai:
Gal(F/K) = {σ ∈ Aut(F ) : σ(k) = k ∀ k ∈ K}.Or�same thn om�da Galois na apotele�tai apì eke�nou tou automorfismoÔtou s¸mato F , pou af noun shmeiak� stajerì to s¸ma E, me Gal(F/K) ≤

Aut(F ).Gia thn sunèqeia ja parousi�soume sÔntoma k�poia apotelèsmata th jewr�a
Galois me b�sh tou [4℄ kai [7℄, me skopì na ft�soume sto jemeli¸de je¸rhmath en lìgo jewr�a. 'Ena an�gwgo polu¸numo f onom�zetai diaqwr�simo angia k�je r�za tou r, to f ′(ρ) 6= 0, dhlad  an den èqei r�ze pollaplìthtamegalÔterh th mon�da.Je¸rhma 1.44. 'Estw f(x) ∈ F [x] e�nai èna diaqwr�simo polu¸numo kai F e�naim�a epèktash tou s¸mato K. An F e�nai to splitting field tou f tìte:

|Gal(F/K)| = [F : K].Orismì 1.45. 'Estw F s¸ma. An G ⊂ Aut(F ) tìte jètoume to
FG = {f ∈ F : σ(f) = f ∀σ ∈ G}.na e�nai to stajerì s¸ma tou G ston F .



16 · Kaluptikès Apeikon�seis kai Jewr�a GaloisParathroÔme ìti to FG e�nai èna upìswma tou F . O parap�nw orismì e�naishmantikì ìtan to G e�nai upoom�da twn Aut(F ). Paramènei ìmw axiìlogoakìma kai an e�nai èna aplì uposÔnolo, blèponta ìti an
H ⊂ G tìte FG ⊂ FH .Ep�sh an F epèktash tou K kai G = Gal(F/K), tìte K ⊂ FG ⊂ F . K�jes¸ma an�mesa sto K kai to F onom�zetai endi�meso s¸ma. Sthn per�ptwsh pouh G e�nai upoom�da th om�da automorfism¸n tou F ja èqoume ta parak�twapotelèsmata:(i) An G e�nai m�a upoom�da th Aut(F ) tìte [F : FG] = |G|.(ii) An G,H e�nai peperasmène upoom�de th Aut(F ) me FG = FH , tìte

G = H .Je¸rhma 1.46. 'Estw F na e�nai m�a peperasmènh epèktash tou s¸mato K meom�da Galois G = Gal(F/K). Ja lème ìti e�nai m�a Galois epèktash an isqÔeim�a apì ti parak�tw isodÔname sunj ke:(i) K = FG.(ii) K�je an�gwgo polu¸numo p(x) ∈ K[x], to opo�o èqei r�ze sto F , e�naidiaqwr�simo kai èqei ìle ti r�ze tou sto s¸ma F .(iii) To s¸ma F apotele� to splitting field k�poiou diaqwr�simou poluwnÔmou
f(x) ∈ K[x].1.2aþ To Jemeli¸de Je¸rhma th Jewr�a GaloisJe¸rhma 1.47 (Jemeli¸de je¸rhma th jewr�a Galois).'Estw F peperasmènou bajmoÔ epèktash Galois ep� tou K, me om�da Galoisthn G = Gal(F/K), K = FG kai E endi�meso s¸ma, dhlad  K ⊂ E ⊂ F .Tìte up�rqei m�a 1-1 antistoiq�a metaxÔ: ìlwn twn endi�meswn swm�twn thepèktash kai ìlwn twn upoom�dwn th G, pou d�netai apì thn E 7→ Gal(F/E)ètsi ¸ste:(i) O sqetikì bajmì th epèktash dÔo endi�meswn swm�twn e�nai �so meton sqetikì de�kth twn ant�stoiqwn upoom�dwn th Galois om�da. Sugke-krimèna h Gal(F/K), èqei t�xh [F : K].(ii) H F e�nai m�a Galois epèktash ep� k�je endi�mesou s¸mato E, all� to
E e�nai Galois epèktash ep� tou K ann h ant�stoiqh upoom�da Galois:
Gal(F/E) e�nai m�a kanonik  upoom�da th G. S' aut n thn per�ptwsh jaèqoume:

Gal(F/K)/Gal(F/E) ∼= Gal(E/K).H 1-1 antistoiq�a prokÔptei antistoiq¸nta se k�je endi�meso s¸ma E thn
Galois om�da Gal(F/E) ≤ Gal(F/K).Ant�strofa: Antistoiq¸ se k�je upoom�da H th Gal(F/K) to stajerì ths¸ma sthn F , dhlad  H 7→ FH .



1.2 Jewr�a Galois · 17An L,M endi�mesa s¸mata th epèktash K ⊂ F kai J,H upoom�de th
Gal(F/K) me H ≤ J , ja èqw:

F 7−→ 1 F ←− 1
∪ ∧ ∪ ∧
M 7−→ Gal(F/M) FH ←− H
∪ ∧ ∪ ∧
L 7−→ Gal(F/L) F J ←− J
∪ ∧ ∪ ∧
K 7−→ Gal(F/K) K ←− Gal(F/K)L mma 1.48. 'Estw F epèktash s¸mato K, me endi�mesa s¸mata L,M . 'Estw

H, J upoom�de th Gal(F/K) = G. Tìte:(i) Gal(F/F ) = 1 kai Gal(F/K) = G,(ii) F 1 = F ,(iii) An L ⊂M =⇒ Gal(F/M) < Gal(F/L),(iv) H < J =⇒ F J ⊂ FH ,(v) L ⊂ FGal(F/L) kai H < Gal(F/FH),(vi) Gal(F/L) = Gal(F/FGal(F/L)) kai FH = FGal(F/F H ).Elp�zw ìti to parak�tw gr�fhma ja aposafhn�sei tuqìn apor�e:
F 7−→ 1 7−→ F 7−→ 1
∪ ∧ ∪ ∧
M 7−→ Gal(F/M) 7−→ FGal(F/M) 7−→ Gal(F/M)
∪ ∧ ∪ ∧
L 7−→ Gal(F/L) 7−→ FGal(F/L) 7−→ Gal(F/L)
∪ ∧ ∪ ∧
K 7−→ Gal(F/K) 7−→ FG 7−→ GSq ma 1.3: M�a epèktash F ep� tou K pou den e�nai Galois.H parap�nw epèktash F e�nai Galois ep� tou K ann FG = K. 'Omoia h Fe�nai epèktash Galois ep� tuqa�ou endi�mesou s¸mato E, ann E = FGal(F/E).Orismì 1.49. 'Estw X endi�meso s¸ma th epèktashK ⊂ F (  m�a upoom�dath Galois om�da th epèktash, ant�stoiqa.). Or�zoume to X na e�nai kleistìann X = FGal(F/X) (X = Gal(F/FX).). ParathroÔme ìti h F e�nai m�a Galoisepèktash ep� tou K, ann to s¸ma K e�nai kleistì.L mma 1.50. 'Estw F na e�nai epèktash enì s¸mato K. Up�rqei m�a 1-1antistoiq�a an�mesa twn kleist¸n endi�meswn swm�twn th epèktash kai twnkleist¸n upoom�dwn th om�da Galois, pou d�netai apì E 7→ Aut(F/E).Se m�a Galois epèktash ìla ta endi�mesa s¸mata e�nai kleist� kai sthn per�-ptwsh pou h epèktash e�nai peperasmènou bajmoÔ, ìle oi upoom�de th om�da

Galois e�nai ep�sh kleistè. Pr�gmati:



18 · Kaluptikès Apeikon�seis kai Jewr�a GaloisL mma 1.51. An F epèktash enì s¸mato, L,M endi�mesa s¸mata me L ⊂Mkai H, J upoom�de th om�da Gal(F/K) = G, me H < J , tìte:(i) An to L e�nai kleistì s¸ma kai [M : L] <∞, tìte toM e�nai kleistì s¸makai
Gal(F/L)/Gal(F/M) = [M : L],(ii) An H e�nai kleist  upoom�da kai [J : H ] < ∞, tìte h J e�nai kleist upoom�da me

[FH : F J ] = [J : H ],(iii) An F e�nai m�a peperasmènh epèktash Galois ep� tou K, tìte ìla ta en-di�mesa s¸mata kai ìle oi upoom�de th om�da Gal(F/K) e�nai kleistème Gal(F/K) = [F : K].H kat�stash perigr�fetai sto parak�tw sq ma.
F ←→ 1
∪ ∧
M ←→ Gal(F/M)
∪ ∧
L ←→ Gal(F/L)
∪ ∧
K ←→ GSq ma 1.4: M�a epèktash F ep� tou K pou e�nai Galois.



Kef�laio 2Epif�neie Riemann2.1 Epif�neie Riemann kai Analutikè Apeikon�sei2.1aþ L�ga gia ti Analutikè Sunart seiJa arq�soume upenjum�zonta l�ga pr�gmata gia ti analutikè (  olìmorfe,
holomorphic1) sunart sei:M�a sun�rthsh lègetai analutik  se èna anoiktì U , an up�rqei h par�gwgose k�je shme�o tou U . Ja lème ìti e�nai analutik  se èna shme�o z0, an e�naianalutik  se m�a perioq  tou z0. Prèpei na parathr soume ètsi ìti h analuti-kìthta sto z0 e�nai m�a ènnoia diaforetik  th paragwgishmìthta. An f e�naianalutik  se m�a anoikt  U , tìte e�nai m�a suneq  sun�rthsh sto U kai isqÔounoi Cauchy-Riemann sunj ke: an f(z) = u(x, y) + v(x, y)i, me z = x + yi tìte
ux = vy kai uy = −vx.'Ena �llo basikì apotèlesma e�nai ìti k�je sugkl�nousa dunamoseir� e�nai m�-a analutik  sun�rthsh sto di�sthma sÔgklish kai k�je analutik  f , se ènaanoiktì kai sunektikì uposÔnolo tou C mpore� na thn parast soume me m�a du-namoseir�, dhlad  gia k�je z0 sto anoiktì sÔnolo, up�rqei m�a dunamoseir�
∑∞

n=0 an(z − z0)n pou sugkl�nei sto f(z), gia k�je z se m�a perioq  tou z02.An f(z) e�nai analutik  se d�sko D = D(z0, R), me R > 0, isqÔei to je¸rhma
Taylor, dhlad  gia k�je z ∈ D ja èqoume:
f(z) = a0 + a1(z − z0) + a2

(z − z0)2
2

+ · · · me an =
f (n)(z0)

n!
(n = 0, 1, . . .).Apì ta parap�nw prokÔptei ìti ta akìlouja e�nai isodÔnama:

• z0 e�nai r�za th f ,
• a0 = 0,

• h f gr�fetai san f(z) = (z − z0)g(z), gia k�je z ∈ D, me g(z) analutik sun�rthsh sto D.1o ìro olìmorfh proèrqetai apì thn sÔnjesh ton lèxewn ìlo kai morf  kai epilèqthkegia na toniste� h omoiìthta an�mesa sti olìmorfe sunart sei kai ti akèraie (entire)sunart sei (ìpw ta polu¸numa) pou e�nai paragwg�shma pantoÔ sto peperasmèno ep�pedo (jadoÔme argìtera (pìrisma 2.15) ìti m�a sun�rthsh pantoÔ analutik  sto P1(C) e�nai stajer ).2blèpe [8℄ je¸rhma 16.7, sel�da 361.



20 · Epif�neies RiemannAn f(z) ìqi stajer  sun�rthsh, tìte ja èqoume ìti:
f(z)− a0 = a1(z − z0) + a2

(z − z0)2
2

+ · · ·Ja prèpei toul�qiston m�a apì ti parag¸gou f (n) na mhn e�nai mhdèn, giat�diaforetik� ja e�qame apì to an�ptugma Taylor se m�a perioq  tou z0 ìti h f(z)ja  tan stajer , pr�gma �topo apì thn upìjes  ma. 'Estw (z − z0)k na e�naih mikrìterh dÔnamh tou (z − z0), me ìqi mhdenikì suntelest . ProkÔptei ìti:
f(z)− a0 = (z − z0)k

[f (k)(z0)

k!
+ (z − z0)

f (k+1)(z0)

(k + 1)!
+ · · ·

] me f (k) 6= 0Ja lème ìti to k e�nai h pollaplìthta (  h t�xh tou shme�ou) me thn opo�a h fpa�rnei thn tim  z0. Apì ta parap�nw prokÔptei ìti an to z0 e�nai r�za m�a ìqistajer  f(z), tìte ta akìlouja e�nai isodÔnama:
• H f(z) èqei r�za pollaplìthta k sto z0,
• f ′(z) = f ′(z0) = · · · = fk−1(z0) = 0 kai fk(z0) 6= 0,
• f(z) = (z− z0)kg(z)∀ z ∈ D, me g(z) m�a analutik  sun�rthsh ston D kai
g(z0) 6= 0.Shme�o anwmal�a z0 th f e�nai ìtan h f e�nai analutik  se k�je geitoni� tou

z0, all� den e�nai analutik  sto z0. Memonwmèno shme�o anwmal�a e�nai ìtan,epiplèon up�rqei k�poia {truphmènh} geitoni� tou z0 : 0 < |z − z0| < R , ètsi¸ste h f na e�nai analutik . Gia par�deigma to z = 0 e�nai memonwmèno shme�oanwmal�a gia thn 1/z.'Etsi, ìtan h f e�nai paragwg�shmh ston anoiktì d�sko D(z0, R)\{z0}, up�rqounstajerè: ai, bi ∈ C : i = (0, . . . , n) gia k�je z ∈ D(z0, R) \ {z0} ètsi ¸ste naisqÔei to je¸rhma Laurent, dhlad  h f na èqei seir� Laurent me:
f(z) =

∞
∑

n=0

an(z − z0)n +

∞
∑

n=1

bn
(z − z0)nGia k�je z ∈ R1 < |z − z0| < R2, ìpou h f e�nai analutik . To pr¸to �jroismaonom�zetai kanonikì mèro th f kai antiproswpeÔei m�a analutik  sun�rthsh,en¸ to deÔtero kÔrio mèro. 'Opou:

an =

∫

c

f(z)

(z − z0)n+1
dz/2πi gia n ≥ 0, bn =

∫

c

f(z)

(z − z0)−n+1
dz/2πi gia n ≥ 1.Me c na e�nai m�a P.A.K . Ta ai, bi, prokÔptoun apì ton Genikeumèno Oloklh-rwtikì TÔpo tou Cauchy pou isqÔei gia m�a paragwg�shmh f(z) sto I(c)3 ∪�qno th c me z0 ∈ I(c) kai c na e�nai m�a P.A.K (PolÔ Apl  KampÔlh), dhlad kleist , apl , jetik� prosanatolismènh kai to I(c)∪ �qno th kampÔlh na e�naièna kurtì sÔnolo4. Gia n = 1 ja èqoume ìti b12πi =

∫

c
f(z)dz me b1 na e�nai tooloklhrwtikì upìloipo th f(z) sto z0 kai sumbol�zetai me Res(f, z0).Diakr�noume trei peript¸sei:3me I(c) sumbol�zoume to eswterikì th kampÔlh c.4o Genikeumèno Oloklhrwtikì TÔpo tou Cauchy, ma lèei ìti gia f, c, ìpw parap�nw,ja èqoume ìti: f(n)(z0) = n!

2πi

∫

c
f(z)

(z−z0)n+1 dz.
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• An ìla ta bi e�nai mhdèn, tìte h f parousi�zei airìmenh (   epousi¸dh )anwmal�a sto z0. Or�zonta f(z0) = a0 tìte h anwmal�a a�retai,
• An �peira bi e�nai di�fora tou mhdenì, tìte èqoume ousi¸dh anwmal�a sto
z0,
• An peperasmèna bi e�nai di�fora tou mhdenì, tìte gia k�poio k ∈ N jaèqoume bk 6= 0 en¸ bk+1 = bk+2 = . . . = 0. Tìte lème ìti h f(z) èqei pìlome pollaplìthta (t�xh) k sto z0 kai limz→z0

f(z) =∞.Apì ta parap�nw prokÔptei ìti oi r�ze th f(z) e�nai oi pìloi th f(ζ) kaito ant�strofo efarmìzonta ton metasqhmatismì ζ = 1/z, en¸ oi t�xei diath-roÔntai. 'Etsi mporoÔme na poÔme ìti ta akìlouja e�nai isodÔnama gia m�a fanalutik  sto D(z0, R) \ {z0}:
• H f(z) èqei pìlo me pollaplìthta k sto z0,
• f(z) = h(z)

(z−z0)k , gia k�poia h(z) analutik  sto D(z0, R) kai h(z) 6= 0,
• to ìrio limz→z0

f(z)(z − z0)k up�rqei kai e�nai di�foro tou mhdenì.2.1bþ Blèponta ti Epif�neie RiemannM�a sunektik  epif�neia Riemann X e�nai m�a le�a 2-pollaplìthta, maz� me m�amigadik  analutik  dom  ston X :
• E�nai m�a epif�neia, dhlad  èna Hausdorff topologikì topologikì q¸ro
X me m�a arijm simh b�sh ètsi ¸ste: gia k�je x ∈ X na up�rqei anoikt perioq  tou Ux, me Ux na e�nai omoiomorfik  me èna V , pou e�nai anoiktìtou R2 ∼= C.
• O X e�nai efodiasmèno me èna zeÔgo (Uα, ϕα), ìpou Uα e�nai èna anoiktìuposÔnolo tou C kai ϕα m�a sullog  apì omoiomorfismoÔ: ϕα : Uα →
ϕα(Uα) ⊂ X, gia k�je de�kth α ∈ I (o ϕα e�nai m�a emfÔteush tou Uαston X .). Thn sullog  {ϕα : α ∈ I} thn onom�zoume q�rth (chart, coor-
dinate chart) kai to zeÔgo (Uα, ϕα) suntetagmenik  perioq  (coordinate
neighborhood.). Ep�sh:
• O topologikì topologikì q¸ro X kalÔptetai apì autè ti perioqè,dhlad  isqÔei X = ∪ϕα(Uα), me α ∈ N. Tèlo:
• An Uαβ = ϕ−1

α (ϕα(Uα) ∩ ϕβ(Uβ)), or�zoume ti apeikon�sei allag  su-ntetagmènwn na e�nai, ϕβα = ϕ−1
β ◦ ϕα : Uαβ → Uβα  

ϕβα = ϕ−1
β ◦ ϕα : ϕ−1

α (Uα ∩ Uβ)→ ϕ−1
β (Uα ∩ Uβ)me Uαβ

∼= Uβα kai apaitoÔme na e�nai C∞ kai analutikè gia k�je de�-kte α, β (an  tan mìno C∞ ja e�qame m�a le�a (  diafor�simh) migadik epif�neia.). Oi (Uα, ϕα), (Uβ , ϕβ), onom�zontai analutik� isodÔname su-ntetagmenikè perioqè.M�a �llh oikogèneia suntetagmenik¸n perioq¸n: {ψα′ : Uα′ → X} e�nai a-nalutik� isodÔnamh me thn {ϕα : Uα → X} an ìle oi apeikon�sei allag suntetagmènwn apì thn m�a suntetagmenik  perioq  sthn �llh e�nai C∞ kai a-nalutikè. Tìte lème ìti oi dÔo oikogèneie suntetagmenik¸n perioq¸n or�zounthn �dia epif�neia Riemann.
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Sq ma 2.1: M�a epif�neia Riemann.Parat rhsh 2.1. IsodÔnama k�poioi suggrafe�5 or�zoun m�a suntetagmenik perioq  ston X na e�nai omoiomorfismì ϕ : U → V me U anoiktì tou X kai Vanoiktì tou C. Tìte dÔo suntetagmenikè perioqè ϕi : Ui → Vi i = 1, 2 ja e�naianalutik� isodÔname an:
ϕ2 ◦ ϕ−1

1 : ϕ1(U1 ∩ U2)→ ϕ2(U1 ∩ U2)e�nai m�a amfiolìmorfh sun�rthsh (onom�zetai kai analutikì isomorfismì),dhlad  oi sunart sei ϕ2 ◦ ϕ−1
1 , ϕ1 ◦ ϕ−1

2 na e�nai analutikè, pr�gma pou isqÔeikai me ton parap�nw orismì, kaj¸ eke� apait same h ϕβα, na e�nai analutik gia k�je α, β kai sunep¸ kai h ϕαβ na e�nai m�a analutik  sun�rthsh. Piok�tw ja qrhsimopoioÔme kai tou dÔo autoÔ isodÔnamou orismoÔ an�loga methn per�stash.Orismì 2.2. M�a epif�neia Riemann e�nai èna zeÔgo (X,Σ), me X na e�nai m�asunektik  2-pollaplìthta kai Σ m�a migadik  dom  ston X , ìpw aut  or�sthkeparap�nw.Ja gr�foume X ant� gia (X,Σ) kai ja anaferìmaste se ènan antiprìswpoth oikogèneia twn suntetagmenik¸n perioq¸n.Parade�gmata epifanei¸n Riemann:(i) To migadikì ep�pedo C, pa�rnonta san q�rth thn tautotik  apeikìnish:
idC : C→ C.(ii) An X e�nai m�a epif�neia Riemann, pa�rnw Y ⊂ X , me Y na e�nai èna tìpo(domain), dhlad  èna anoiktì kai sunektikì uposÔnolo tou X . O Y èqeim�a fusik  dom  pou to k�nei epif�neia Riemann. MporoÔme na p�roumesan suntetagmenikè perioqè ìle eke�ne ti suntetagmenikè perioqètou X : (U,ϕ) me ϕ : U → ϕ(U) ⊂ X, me U ⊂ Y . M�lista k�je tìpo
Y ⊂ C e�nai m�a epif�neia Riemann.5gia par�deigma ston [9℄.



2.1 Epif�neies Riemann kai Analutikès Apeikon�seis · 23(iii) H sfa�ra S2, pou thn taut�zoume me thn probolik  euje�a p�nw apì to C,dhlad  to P1(C) = C ∪ {∞}, ìpou ∞ /∈ C. Efodi�zoume ton P1(C) methn akìloujh topolog�a: ta anoikt� tou P1(C) e�nai ta sun jh anoikt�
U ⊂ C, maz� me ta sÔnola th morf  V ∪ {∞}, ìpou V ⊂ C, na e�nai tosumpl rwma enì sumpagoÔ K ⊂ C. O P1(C) apotele� thn sumpagopo�h-sh6 enì shme�ou (one point compactification) tou C. O P1(C) e�nai ètsièna sumpag  Hausdorff topologikì q¸ro. Jètoume:

U1 := P1(C) \ {∞} = C kai U2 := P1(C) \ {0} = C∗ ∪ {∞}.Or�zoume ϕi : Ui → C, me i = 1, 2. ètsi ¸ste ϕ1 = id kai
ϕ2(z) =

{

1/z, gia k�je z ∈ C∗

0, gia z =∞.Oi apeikon�sei e�nai omoiomorfismo� kai to P1(C) e�nai m�a 2-pollaplìthta.Epeid  Ui e�nai sunektik� me U1∩U2 6= ∅, o P1(C) e�nai sunektikì (h ènwshsunektik¸n sunìlwn me ìqi ken  tom  e�nai èna sunektikì sÔnolo, blèpe[5℄, je¸rhma 1.3 sel�da 149.). H migadik  dom  ston P1(C) or�zetai apìti suntetagmenikè perioqè (ϕi, Ui) ètsi ¸ste ϕi : Ui → C, me i = 1, 2.Arke� na de�xoume ìti e�nai analutik� isodÔname: Pr�gmati ϕ1(U1∩U2) =
C∗ = ϕ2(U1 ∩ U2) kai h

ϕ2 ◦ ϕ−1
1 : C∗ → C∗me tÔpo ϕ(z) = 1/z e�nai amfiolìmorfh.Parat rhsh 2.3. Topik� m�a epif�neiaRiemannX e�nai èna anoiktì uposÔnolotou migadikoÔ ep�pedou. An (ϕα, Uα) e�nai m�a suntetagmenik  perioq  ston Xk�je shme�o tou, perièqetai se polloÔ diaforetikoÔ q�rte pou kanèna apìautoÔ den mpore� na diaqwriste� apì tou �llou. Autì e�nai o lìgo pousti epif�neie Riemann krat�me ti idèe apì thn migadik  an�lush pou denexart¸ntai apì thn epilog  twn suntetagmenik¸n perioq¸n. Ep�sh den e�naip�nta dunat  h Ôparxh m�a tètoia migadik  dom  se m�a tuqa�a epif�neia.Ja prèpei h epif�neia na e�nai prosanatolismènh. Autì e�nai isodÔnamo me tona apait soume oi or�zouse tou IakwbianoÔ p�naka twn apeikon�sewn allag suntetagmènwn na e�nai ìle jetikè, k�ti pou isqÔei apì ti Cauchy-Riemannsunj ke. An p�li h epif�neia e�nai sumpag , exasfal�zetai h Ôparxh thanalutik  migadik  dom . 'Etsi gia k�je {logik } epif�neia pou mporoÔmena skeftoÔme ektì apì to mpouk�li tou Klein kai to P2(R), mporoÔme na thnefodi�soume me thn en lìgw migadik  dom .2.1gþ Apeikon�sei MetaxÔ Riemann Epifanei¸n kai Idiìthte touAn X e�nai m�a epif�neia Riemann, or�zoume m�a f : X → C na e�nai analuti-k  an: gia k�je suntetagmenik  perioq  ϕα : Uα → X , h sÔnjesh f ◦ ϕα e�naim�a analutik  sun�rthsh sto anoiktì Uα ⊂ C. To sÔnolo ìlwn twn analutik¸nsunart sewn ston X to sumbol�zoume me O(X). Genikìtera an X,Y e�nai epi-f�neie Riemann, m�a apeikìnish f : X → Y e�nai analutik  se èna P ∈ X , an6blèpe [5℄ sel�da 183.



24 · Epif�neies Riemannup�rqoun suntetagmenikè perioqè: ϕ : U → X kai ψ : V → Y pou apeikon�zo-ntai se geitoniè tou P kai tou f(P ) ant�stoiqa, ètsi ¸ste f(ϕ(U)) ⊂ ψ(V ), kaih sÔnjesh ψ−1 ◦ f ◦ ϕ na e�nai m�a analutik  apeikìnish apì to U sto V (blèpesq ma 2.2).Ja suneq�soume upenjum�zonta dÔo jewr mata th migadik  an�lush kai ti
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Sq ma 2.2: Analutik  apeikìnish metaxÔ epifanei¸n Riemann.ant�stoiqe efarmogè pou èqoun sti epif�neie Riemann. Aut� ja ma bohj -soun sto na broÔme k�poie idia�tere idiìthte pou qarakthr�zoun ti analutikèapeikon�sei metaxÔ twn epifanei¸n Riemann.Je¸rhma 2.4 (Je¸rhma tou Riemann gia ti airìmene anwmal�e).An m�a sun�rthsh f e�nai fragmènh kai analutik  se m�a {truphmènh} gei-toni� enì shme�ou z0, tìte h f e�nai analutik  sto z0 e�te to z0 e�nai shme�oairìmenh anwmal�a7.IsodÔnama mporoÔme na poÔme ìti:Je¸rhma 2.5. An U e�nai èna anoiktì uposÔnolo m�a epif�neia Riemann kai
z0 ∈ U , me f analutik  kai fragmènh sto U \ {z0}, tìte mpore� na epektaje�monadik� se m�a f̃ ∈ O(U).Ep�sh èqoume to tautotikì je¸rhma   je¸rhma th monadikìthta sto esw-terikì8 gia tìpou ston C:Je¸rhma 2.6. 'Estw f1(z), f2(z) dÔo analutikè sunart sei orismène se tìpo
X , pou sump�ptoun se sÔnolo A ⊂ X me z0 na e�nai èna shme�o suss¸reush kai
z0 ∈ X . Tìte oi f1(z) kai f2(z) ja sump�ptoun se ìlo ton tìpo X .IsodÔnama gia ti apeikon�sei metaxÔ Riemann epifanei¸n ja èqoume:Je¸rhma 2.7 (Tautotikì Je¸rhma).'Estw X,Y epif�neieRiemann kai f1(z), f2(z) : X → Y dÔo analutikè apei-kon�sei pou sump�ptoun se èna sÔnolo A ⊂ X , èqonta èna shme�o suss¸reush
z0 ∈ X . Tìte oi f1(z), f2(z) ja e�nai tautotik� �se.7gia thn apìdeixh blèpe [10℄, je¸rhma 1, sel�da 397.8gia thn apìdeixh autoÔ blèpe [8℄, je¸rhma 17.1, sel�da 369.



2.1 Epif�neies Riemann kai Analutikès Apeikon�seis · 25Apìdeixh: Jètw G na e�nai to sÔnolo ìlwn twn shme�wn x ∈ X pou èqounm�a anoikt  geitoni� W tou X ètsi ¸ste f1|W = f2|W ⇒ W ⊂ G. To Ge�nai èna anoiktì sÔnolo apì thn parap�nw upìjesh. Ja de�xw ìti e�nai kaikleistì. 'Estw b ∈ ∂G, tìte f1(b) = f2(b) apì thn sunèqeia twn fi. Epilègwsuntetagmenikè perioqè ϕ : U → X kai ψ : U ′ → Y me b ∈ ϕ(U) kai fi(ϕ(U)) ⊂
ψ(U ′). Upojètw ep�sh ìti o U kai sunep¸ to ϕ(U), e�nai sunektik� qwr�a. Oiapeikon�sei

gi = ψ−1 ◦ fi ◦ ϕ : U → U ′ ⊂ Ce�nai analutikè. Kaj¸ ϕ(U) ∩ G 6= ∅ ja èqw apì to je¸rhma 2.6, ìti oi
g1, g2 ja e�nai tautotik� �se kai f1|ϕ(U) = f2|ϕ(U). 'Etsi b ∈ G kai to G e�naikleistì9. Kaj¸ o X e�nai sunektikì ta mìna anoikt� kai kleist� tautìqronauposÔnol� tou ja e�nai to ∅ kai olìklhro o X . Gnwr�zonta ìti k�je kleistìsÔnolo, perièqei ta shme�a suss¸reush tou, ja èqoume ìti z0 ∈ G kai ètsi hpr¸th per�ptwsh apokle�etai.♦M�a pio genikeumènh kl�sh sunart sewn, e�nai aut  twn merìmorfwn (mero-
morphic10) sunart sewn. Me autìn ton ìro ennooÔme sunart sei pou mporoÔnna anaparastajoÔn san to kl�sma dÔo akèraiwn sunart sewn. Profan¸ k�jeakèraia sun�rthsh f(z) e�nai merìmorfh f(z)

1 , all� to ant�strofo den isqÔei.Gia par�deigma èqoume thn 1
z pou e�nai merìmorfh all� ìqi akèraia (den èqeipar�gwgo sto z = 0.). Ta aploÔstera mèlh twn merìmorfwn sunart sewn pouden e�nai akèraie sunart sei, e�nai oi rhtè sunart sei, dhlad  m�a sun�rthshpou e�nai to kl�sma:

f(z) =
P (z)

Q(z)
=
a0 + a1z + · · ·+ amz

m

b0 + b1z + · · ·+ bnzn
(am 6= 0, bn 6= 0),dÔo poluwnÔmwn pou den èqoun koinè r�ze. H f(z) ja pa�rnei thn tim  ∞ stir�ze tou Q(z). Gia ton lìgo autì ja prèpei na jewrhje� san sun�rthsh me timèsto ektetamèno ep�pedo P1(C). Tèlo an oi bajmo� twn poluwnÔmwn e�nai �soi methn mon�da, h rht  sun�rthsh e�nai grammik  kai pa�rnei thn morf :

f(z) =
a1z + a0

b1z + b0
, me a1b0 − a0b1 6= 0.Onom�zetai klasmatikì grammikì metasqhmatismì   metasqhmatismì tou

Möbius kai ja ton doÔme ektenèstera sto tr�to kef�laio. A gur�soume p�swsti epif�neie Riemann.Orismì 2.8. 'Estw X epif�neia Riemann. H f e�nai m�a merìmorfh sun�rthshston X an f : X \ S → C me S ⊂ X e�nai m�a analutik  sun�rthsh ètsi ¸steisqÔoun ta akìlouja:(i) To S na e�nai èna diakritì sÔnolo, dhlad  na perièqei mìno memonwmènashme�a: an p ∈ S, up�rqei D(p,R), R > 0 ètsi ¸ste D(p,R) ∩ S = {p}.(ii) Gia k�je p ∈ S èqw
lim
x→p
|f(x)| =∞9de�xame ìti ∂G ⊂ G, ètsi G0 ∪ ∂G = G ⊂ G kai gnwr�zoume ìti G ⊂ G, me apotèlesma

G = G.10h lèxh merìmorfh, proèrqetai apì thn sÔnjesh twn lèxewn mèro = kl�sma kai morf , hopo�a shma�nei m�a sun�rthsh {san kl�sma}.



26 · Epif�neies RiemannTa shme�a tou S onom�zontai pìloi th f kai to sÔnolo twn merìmorfwnsunart sewn ston X sumbol�zetai meM(X).An n ≥ 1, ja èqw ìti k�je f ∈ C[z] or�zei m�a analutik  sun�rthsh f : C→ C.Pa�rnonta to C san uposÔnolo tou P1(C), tìte limx→p |f(x)| =∞ kai sunep¸
f ∈M(P1(C)). IsodÔnama mporoÔme na fantastoÔme ti merìmorfe apeikon�sei
f ston q¸ro X , san analutikè apeikon�sei sthn sfa�ra f : X → S2:Je¸rhma 2.9. 'Estw X epif�neia Riemann kai f ∈M(X). Gia k�je pìlo th
f or�zw f(P ) := ∞. Tìte h f : X → P1(C) e�nai m�a analutik  sun�rthsh.Ant�strofa an h f : X → P1(C) e�nai analutik  tìte e�te e�nai stajer  kaitautotik� �sh me to ∞, e�te to f−1(∞) apotele�tai apì memonwmèna shme�a kaih f : X \ f−1(∞)→ C e�nai m�a merìmorfh sun�rthsh ston X .Apìdeixh: 'Estw f ∈ M(X) kai P na e�nai to sÔnolo twn pìlwn th f .Tìte h f ep�gei m�a suneq  apeikìnish f : X → P1(C). 'Estw ϕ : U → Xkai ψ : U ′ → P1(C) na e�nai suntetagmenikè perioqè ston X, kai ston P1(C)ant�stoiqa, me f(ϕ(U)) ⊂ ψ(U ′). Prèpei na de�xw ìti h

g = ψ−1 ◦ f ◦ ϕ : U → U ′e�nai m�a analutik  sun�rthsh. H f e�nai analutik  ston X \ P kai sunep¸ h gja e�nai analutik  sto U \ ϕ−1(P ). Apì to je¸rhma 2.5, h g ja e�nai analutik se ìlo to U . To ant�strofo èpetai apì to je¸rhma 2.7. ♦Je¸rhma 2.10 (Topik  Sumperifor� twn Analutik¸n Sunart sewn).'Estw X,Y epif�neie Riemann kai f : X → Y m�a ìqi stajer  analutik apeikìnish metaxÔ aut¸n twn epifanei¸n. 'Estw a ∈ X kai b := f(a). Tìteup�rqei k ∈ Z me k ≥ 1 kai suntetagmenikè perioqè: ϕ : U → ϕ(U) ⊂ X ,
ψ : U ′ → ψ(U ′) ⊂ Y ètsi ¸ste:(i) a ∈ ϕ(U) ∼= U,ϕ−1(a) = 0 kai b ∈ U ′, ψ−1(b) = 0,(ii) f(ϕ(U)) ⊂ ψ(U ′),(iii) h h := ψ−1 ◦ f ◦ ϕ : U → U ′ èqei tÔpo h(z) = zk, gia k�je z ∈ U .Apìdeixh: H apìdeixh e�nai teqnik  kai ja g�nei kataskeu�zonta m�a tètoiasun�rthsh h. Up�rqoun suntetagmenikè perioqè (ϕ1, U1), (ψ,U

′) twn X,Yant�stoiqa ètsi ¸ste na isqÔoun ta dÔo pr¸ta, an antikatast sw to zeÔgo
(ϕ,U) me to (ϕ1, U1). T¸ra apì to je¸rhma 2.7, h f1 := ψ−1 ◦ f ◦ϕ1 : U1 → U ′e�nai tautotik� �sh me thn f kai sunep¸ den e�nai stajer  sun�rthsh. 'Omw
f1(0) = 0 kai �ra up�rqei k ≥ 1 ètsi ¸ste f1(z) = zkg(z), me g(z) analutik sto U1 kai g(0) 6= 0. Ep�sh, up�rqei m�a geitoni� tou 0, èstw U2 kai m�aanalutik  p(z) se aut n thn geitoni� ètsi ¸ste pk(z) = g(z). Pr�gmati ja èqw
g(z) =

∑∞
n=0 an+kz

n. Pa�rnonta ènan mikrìtero d�sko me kèntro thn arq  jaèqw gia par�deigma thn g(z)/ak na apeikon�zei to 0 sto 1 kai sunep¸ mpor¸ nathn sunjèsw me ènan kl�do th logarijmik  sun�rthsh
log(z) = −

∞
∑

n=1

1

n
(1− z)n gia |z − 1| < 1,jètonta met�

p(z) = α · exp
(1

k
log(g(z))/ak)

)
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‘Sq ma 2.3:ìpou α m�a k-ost  r�za th mon�da kai ja èqw pk(z) = g(z). H antistoiq�a
z 7→ zp(z) apotele� m�a amfiolìmorfh sun�rthsh α : U2 → U , me U2 anoikt geitoni� tou 0 me U2 ⊂ U1 kai U m�a anoikt  geitoni� tou 0. Jètw ϕ(U) := ϕ1(U2)(ousiastik� pa�rnw thn emfÔteush tou U2 ston U1 kai ja èqw thn ϕ1|U2

: U2 →
ϕ1|U2

(U2), na e�nai èna omoiomorfismì) kai antikajist¸ thn (ϕ1, U1) me thn
(ϕ,U), ìpou ϕ = ϕ1 ◦ α−1. 'Etsi apì thn kataskeu  ma, h apeikìnish h :=
ψ−1 ◦ f ◦ ϕ : U → U ′ ikanopoie� thn h(z) = zk. ♦Parat rhsh 2.11. O arijmì k sto prohgoÔmeno je¸rhma mpore� na qara-kthriste� w ex . Gia k�je geitoni� Ua tou a up�rqei geitoni� U ⊂ Ua kai Wgeitoni� tou b, me b = f(a) ètsi ¸ste to sÔnolo f−1(y) ∩ U perièqei k akrib¸stoiqe�a, gia k�je y ∈W me y 6= b. Onom�zoume to k pollaplìthta me thn opo�ah f pa�rnei thn tim  b sto shme�o a   pio apl� lème ìti h f èqei pollaplìthta ksto shme�o a, ìpw thn e�dame kai sthn arq  tou kefala�ou.Pìrisma 2.12. 'Estw X,Y epif�neie Riemann kai f e�nai m�a ìqi stajer analutik  apeikìnish metaxÔ aut¸n twn epifanei¸n. Tìte h f e�nai m�a anoikt apeikìnish.Pa�rnonta ϕ(Uα) m�a anoikt  perioq  tou α ∈ X , apì ton orismì th fja èqw ìti f(ϕ(Uα)) ja e�nai m�a anoikt  perioq  tou f(α). 'Etsi h f e�nai m�aanoikt  apeikìnish.Je¸rhma 2.13. 'Estw X,Y epif�neie Riemann me X na e�nai sumpag  kai fe�nai m�a ìqi stajer  analutik  apeikìnish metaxÔ aut¸n twn epifanei¸n. Tìteo Y e�nai sumpag  kai h f ep�.Apìdeixh: Apì 2.12 to f(X) ja e�nai èna anoiktì tou Y . 'Omw h eikìna su-mpagoÔ mèsw suneq  sun�rthsh e�nai sumpagè sÔnolo kai sunep¸ kleistì.Kaj¸ o Y e�nai sunektikì, ta mìna anoikt� kai kleist� uposÔnol� tou e�naito kenì kai o Y . 'Etsi f(X) = Y me f ep� kai Y sumpag .♦Pìrisma 2.14. K�je analutik  sun�rthsh se sumpag  epif�neia Riemanne�nai stajer .



28 · Epif�neies RiemannM�a analutik  f sthn sumpag  epif�neia X , e�nai apì ton orismì m�a f :
X → C kai o C den e�nai sumpag . Apì to prohgoÔmeno pìrisma èpetai tozhtoÔmeno.Pìrisma 2.15. K�je merìmorfh sun�rthsh f ston P1(C), dhlad  k�je analu-tik  f : S2 → S2 e�nai m�a rht  sun�rthsh kai k�je analutik  ston P1(C) e�naistajer .Apìdeixh: H f èqei peperasmèno arijmì pìlwn. An e�qe �peirou pìlou, tìteto sÔnolo ìlwn twn pìlwn ja e�qe èna shme�o suss¸reush (apì thn idiìthta
Bolzano-Weierstrass). Apì to 2.7 h f ja  tan �sh me thn stajer  apeikìnish
z =∞. Upojètoume ìti to∞ den e�nai pìlo th f (diaforetik� epilègoume thn
1/f). 'Estw a1, a2, . . . , an ∈ C na e�nai oi pìloi th f kai

hν(z) =
−1
∑

j=−kν

cνj(z − aν)j ,na e�nai to kÔrio mèro th f ston pìlo aν , me ν = 1, . . . , n. H sun�rthsh
g := f − (h1 + · · ·+ hn) e�nai m�a analutik  sun�rthsh ston P1(C)11, me P1(C)sumpag  epif�neia Riemann. Apì to prohgoÔmeno pìrisma h g e�nai m�a stajer sun�rthsh kai h f e�nai rht .♦Orismì 2.16. 'Estw Y,X epif�neie Riemann kai f e�nai m�a ìqi stajer analutik  apeikìnish metaxÔ aut¸n twn epifanei¸n f : Y → X . 'Ena shme�o
P ∈ Y onom�zetai shme�o diakl�dwsh (ramification point) th f an den up�rqeigeitoni� tou V tou P ètsi ¸ste h f |V e�nai 1-1.Parade�gmata:(i) 'Estw k ∈ N\{1} kai pk : C→ C na e�nai h apeikìnish me tÔpo pk(z) = zk.Tìte to 0 ∈ C e�nai shme�o diakl�dwsh th pk kai h apeikìnish pk|C∗ :

C∗ → C∗ den èqei shme�a diakl�dwsh. M�lista, gnwr�zoume ìti apotele�m�a kaluptik  apeikìnish k-fÔllwn.(ii) 'Estw f : Y → X m�a ìqi stajer  analutik  sun�rthsh metaxÔ epifanei¸n
Riemann, me y ∈ Y kai x = f(y). Tìte to y e�nai shme�o diakl�dwshth f , akrib¸ ìtan h f pa�rnei thn tim  y me pollaplìthta megalÔterhth mon�da. Apì to je¸rhma 2.10 h sumperifor� th f kont� sto y e�naiakrib¸ h �dia me thn sumperifor� th pk apì to pr¸to par�deigma, kont�sto mhdèn.2.1dþ Topologik� KalÔmmataSe autì to shme�o prèpei na jumhjoÔme ìti gia ènan topik� sumpag  q¸ro X sto

x ∈ X up�rqei sumpag  uposÔnolì tou C pou perièqei m�a geitoni� tou x. An o
X e�nai topik� sumpag  se k�je tou shme�o tìte onom�zetai topik� sumpag .Profan¸ h sump�geia sunep�gei thn topik  sump�geia.Orismì 2.17. M�a suneq  sun�rthsh f : X → Y metaxÔ dÔo topik� su-mpag¸n q¸rwn, onom�zetai proper an gia k�je sumpag  K tou Y , h ant�strofheikìna tou mèsw th f , f−1(K) e�nai sumpag .11to �jroisma kai to ginìmeno analutik¸n sunart sewn e�nai analutik  sun�rthsh.



2.1 Epif�neies Riemann kai Analutikès Apeikon�seis · 29Gia par�deigma, autì sumba�nei p�nta ìtan o topologikì q¸ro X e�naisumpag : apì thn sunèqeia th f to f−1(K) ja e�nai kleistì uposÔnolo su-mpagoÔ kai sunep¸ èna sumpagè sÔnolo. Ep�sh m�a proper sun�rthsh e�naikleist  (oi eikìne kleist¸n mèsw th f e�nai kleist� sÔnola.).Orismì 2.18. M�a apeikìnish f : Y → X me Y,X na e�nai topologiko� q¸roi,onom�zetai diakrit  an to f−1(x) e�nai èna diakritì uposÔnolo tou Y , gia k�je
x ∈ X .L mma 2.19. 'Estw X,Y topik� sumpage� kai f : Y → X m�a proper kaidiakrit  apeikìnish. IsqÔoun ta akìlouja:(i) Gia k�je x ∈ X to sÔnolo f−1({x}) e�nai peperasmèno,(ii) An x ∈ X kai V m�a geitoni� tou f−1(x), tìte up�rqei m�a geitoni� U tou

x ètsi ¸ste f−1(U) ⊂ V .Apìdeixh: Gia to pr¸to mèro ja èqw ìti to f−1({x}) ja e�nai sumpag  (h fe�nai proper) kai diakritì uposÔnolo tou Y tautìqrona, sunep¸ peperasmèno.Gia to deÔtero, ja èqw ìti gia k�je V na e�nai m�a geitoni� tou f−1(x) to Y \Vja e�nai kleistì tou Y kai kaj¸ h f e�nai proper sun�rthsh, ja e�nai kleist  kaito f(Y \V ) := A ja e�nai kleistì tou X me x /∈ A. 'Estw U = X \A na e�nai m�aanoikt  geitoni� tou x. Tìte ja èqw f−1(U) = Y \f−1(A) kai f−1(f(Y \V )) ⊃
Y \ V 12 kai sunep¸ ja èqw ìti f−1(U) = Y \ f−1(f(Y \ V )) ⊂ V. ♦Je¸rhma 2.20. 'Estw X,Y epif�neie Riemann kai p : Y → X m�a ìqi stajer analutik  apeikìnish. Aut  den èqei shme�a diakl�dwsh ann e�nai èna topikìomoiomorfismì. Epiprosjètw an Y sumpag  (isqÔei kai me asjenèsterh sun-j kh, ìtan X,Y e�nai topik� sumpage� q¸roi me p proper apeikìnish), tìte h pe�nai m�a kaluptik  apeikìnish.Apìdeixh: 'Estw ìti h p den èqei shme�a diakl�dwsh kai y tuqa�o shme�o tou
Y . Up�rqei m�a anoikt  geitoni� tou Y ètsi ¸ste h p|V na e�nai m�a 1-1. Kaj¸h p suneq  kai anoikt  (apì to pìrisma 2.12) ja apeikon�zei omoiomorfik� toanoiktì V sto anoiktì U = p(V ). Ant�strofa an h p e�nai èna topikì omoio-morfismì, tìte gia k�je y ∈ Y up�rqei anoikt  perioq  tou y, èstw V pou jaapeikon�zetai omoiomorfik� se èna anoiktì tou X . 'Etsi h p|V ja e�nai 1-1 me su-nèpeia to y na mhn e�nai shme�o diakl�dwsh. T¸ra apì to je¸rhma 2.13 h p ep�kai o X sumpag . Arke� na de�xoume ìti k�je shme�o x ∈ X èqei geitoni� U ⊂ Xpou e�nai omal� kalummènh apì thn p. Pr�gmati jètw p−1(x) = {y1, . . . , yn} me
yi 6= yj ∀ i 6= j. Kaj¸ h p e�nai èna topikì omoiomorfismì ja èqw ìti giak�je j = 1, . . . , n up�rqei m�a anoikt  geitoni� Wj tou yj kai m�a anoikt  Ujtou x ètsi ¸ste h p|Wj

: Wj → Uj na e�nai èna omoiomorfismì. MporoÔme naupojèsoume ìti ta Wj e�nai xèna an� dÔo. 'Omw kai h W1 ∪ · · · ∪Wn e�nai m�aanoikt  perioq  tou p−1(x). H p e�nai proper sun�rthsh kaj¸ o Y e�nai sumpa-g  topologikì q¸ro kai diakrit : an den  tan gia k�poio α ∈ X , tìte apì toje¸rhma 2.7, ja  tan tautotik� �sh me thn stajer  apeikìnish p(x) = α, pr�gma�topo apì thn upìjes  ma. MporoÔme t¸ra na efarmìsoume to l mma 2.19,apì ìpou up�rqei anoikt  perioq  U ⊂ U1 ∩ · · · ∩ Un (oi tomè dikaiologoÔntai,giat� epilègw thn mikrìterh tètoia perioq ) tou x me p−1(U) ⊂ W1 ∪ · · · ∪Wn.Jètonta Vj = Wj ∩ p−1(U), ja èqw ìti ta Vj ja e�nai xèna me
p−1(U) = V1 ∪ · · · ∪ Vn12Gia k�je f : A→ B me A0 ⊂ A isqÔei f−1(f(A0)) ⊃ A0.



30 · Epif�neies Riemannkai p|Vj
: Vj → U na e�nai èna omoiomorfismì gia k�je j = 1, . . . , n.♦T¸ra èstw f : X → Y, e�nai m�a analutik , proper, ìqi stajer  apeikìnishmetaxÔ epifanei¸n Riemann X,Y . To sÔnolo twn shme�wn diakl�dwsh R e�naikleistì tou X (gia k�je p ∈ R up�rqei geitoni� tou p, Up me Up ∩ R 6= ∅apì thn parat rhsh 2.11.) kai diakritì, dhlad  k�je p ∈ R e�nai memonwmèno(arke� na de�xoume ìti gia k�je p ∈ R up�rqei Up me Up ∩ R = {p}. Apì thn�dia parat rhsh, mikra�nonta ti anoiktè perioqè U tou p, mpor¸ na katal xwsthn zhtoÔmenh perioq .). T¸ra kaj¸ f proper to f(R) := S ja e�nai kleistìkai diakritì uposÔnolo tou Y . Onom�zoume to S sÔnolo twn kr�simwn tim¸nth f . An or�sw Y ′ = Y \ S kai X ′ = X \ f−1(S) ⊂ X \ R tìte ìpw e�dame,pa�rnoume m�a analutik  kaluptik  apeikìnish p n-fÔllwn. K�je tim  c ∈ Y ′ h

p thn pa�rnei akrib¸ n forè. Gia na epekte�noume to sumpèrasma autì kai giati kr�sime timè s ∈ S prèpei na l�boume upìyin kai thn pollaplìthta:Je¸rhma 2.21. 'Estw X,Y epif�neie Riemann kai f : X → Y m�a proper ìqistajer  analutik  apeikìnish. Up�rqei èna fusikì arijmì n ètsi ¸ste h f napa�rnei k�je tim  c ∈ Y akrib¸ n forè, prosmetr¸nta kai ti pollaplìthte.Apìdeixh: 'Estw n o arijmì twn fÔllwn th kaluptik  apeikìnish p :=
f |X′ : X ′ → Y ′. 'Estw s ∈ S m�a kr�simh tim  th f kai f−1(s) = {x1, . . . , xr}kai or�zw kj na e�nai h pollaplìthta th f sto shme�o xj . Apì thn parat rhsh2.11 ja up�rqoun Uj anoiktè perioqè twn xj kai Vj anoiktè perioqè tou sètsi ¸ste gia k�je c ∈ Vj \ {s}, to sÔnolo f−1(c) ∩ Uj na perièqei akrib¸
kj stoiqe�a, me j = 1, . . . , r. T¸ra apì to l mma 2.19 mporoÔme na broÔme m�aanoikt  perioq  V ⊂ V1 ∩ · · · ∩Vr tou s ètsi ¸ste f−1(V ) ⊂ U1 ∪ · · · ∪Ur. Tìtegia k�je shme�o c ∈ V ∩ Y ′, ja èqoume ìti to f−1(c) ∈ f−1(V ) apotele�tai apì
k1 + · · · + kr shme�a. 'Omw to c ∈ Y ′ kai sunep¸ f−1(c) = p−1(c) = n. 'Etsi
n = k1 + · · ·+ kr. ♦T¸ra an f e�nai m�a analutik  apeikìnish metaxÔ twn epifanei¸n Riemann
X,Y , jètw h = ψ−1 ◦ f ◦ ϕ, me h analutik  sun�rthsh kai sunep¸ h(z) =
∑∞

n=1 an(z − z0)
n. H sunj kh aut  e�nai anex�rthth apì thn epilog  sunte-tagmenik¸n perioq¸n (ϕ,U) kai (ψ, V ). Dialègoume gia aploÔsteush ta U, Vna e�nai d�skoi me kèntro to (0, 0) , me ϕ(0) = P kai ψ(0) = f(P ) ant�stoi-qa. O mikrìtero akèraio e pou mhden�zei thn h me ae 6= 0 onom�zetai de�kthdiakl�dwsh (ramification index) th f sto shme�o P kai den e�nai t�pota �llopèra apì thn pollaplìthta th f sto shme�o P . To sumbol�zoume me ef(P ).SÔmfwna me to par�deigma 2, pou akolouje� tou orismoÔ 2.16, èna shme�o P jae�nai shme�o diakl�dwsh ann ef (P ) > 1. Bèbaia an h f e�nai stajer , h h e�nai�sh tautotik� me to 013 kai tìte ef (P ) =∞. Den ja asqolhjoÔme me aut  thnper�ptwsh. ParathroÔme ìti e�te h f èqei pìlo e�te r�za t�xh e, sto z0, aut mpore� na grafte� sthn morf :

f(z) = k(z)(z − z0)e me e ∈ Z kai k(z) analutik , k(z0) 6= 0.Qwr� bl�bh th genikìthta mporoÔme to z0 na to metafèroume sthn arq  twn a-xìnwn, ètsi ¸ste f(z) = k(z)ze, me k(0) 6= 0. Kaj¸ h k(z) analutik  ja èqoume
k(z) =

∑∞
n=0 an+ez

n. Br�skw, ìpw prin analutik  p(z) ètsi ¸ste k(z) = p(z)ekai sunep¸ mpor¸ na gr�yw h(z) = (zp(z))e. Br�skonta nèe suntetagmenikèperioqè ϕ̃ : U ′ → X me U ′ ⊂ U kai ϕ̃(z) = ϕ(zp(z)), ja èqoume ìti h ψ−1 ◦f ◦ ϕ̃na e�nai topik� h apeikìnish z 7→ ze. Gnwr�zoume ìti aut  h apeikìnish apeikon�zei13prokÔptei apì to to tautotikì je¸rhma, kaj¸ ja prèpei h(0) = 0.



2.1 Epif�neies Riemann kai Analutikès Apeikon�seis · 31to 0 sto 0 ektì th arq  e�nai m�a e-fold kaluptik  apeikìnish. Sunoy�zontaja èqoume ta parak�tw shmantikì apotèlesma:Prìtash 2.22. 'Estw f : X → Y m�a ìqi stajer  analutik  apeikìnish kai
X,Y na e�nai sumpage� epif�neie Riemann. Tìte:(i) |R| < ∞ me R ⊂ X to sÔnolo twn shme�wn diakl�dwsh kai S = f(R) ⊂

Y .(ii) H apeikìnishX\f−1(S)→ Y \S e�nai m�a kaluptik  apeikìnish n-fÔllwn.Onom�zoume ton akèraio n bajmì (degree) th analutik  f kai to sumbol�-zoume me n := degf . Autì e�nai to �jroisma tou pl jou twn ant�strofwneikìnwn enì gnwstoÔ q ∈ Y metrhmènh th pollaplìthta th f se k�jeèna apì aut� ta shme�a, dhlad :(iii) Gia k�je q ∈ Y isqÔei:
∑

P∈f−1(q)

ef (P ) = n.Blèpoume ìti k�je analutik  apeikìnish metaxÔ sumpag¸n Riemann epifa-nei¸n, mpore� na epektaje� se èna topologikì k�lumma n-fÔllwn. Autì e�nai olìgo pou m�a tètoia analutik  apeikìnish thn onom�zoume analutik  kaluptik apeikìnish. Prèpei na prosèxoume ìti gia analutik� kalÔmmata, e�nai epitreptìna perièqoun shme�a diakl�dwsh k�ti pou den isqÔei gia topologik� kalÔmmata.An f ∈ M(X), me X epif�neia Riemann, tìte ja èqoume f : X \ S → C me
S na e�nai diakritì uposÔnolo tou X . Br�skonta m�a suntetagmenik  perioq 
ϕ : U → X gia k�je P ∈ X ètsi ¸ste ϕ(0) = P , h h = f ◦ ϕ(z) e�nai analutik sto U \{P} kai sunep¸ thn gr�fw ìpw kai prin san h = f ◦ϕ(z) = zk ·g(z) me
g na e�nai analutik  kai g(z) 6= 0 ∀ z ∈ U , epitrèponta t¸ra sto k na p�rei kaiarnhtikè timè. Ja èqoume ètsi ìti an h pollaplìthta th f sto shme�o P ∈ Xe�nai k tìte:
• An k > 0 h f ja èqei r�za me pollaplìthta k sto P me f(P ) = 0 kai
k = ef(P ),
• An k < 0 h f ja èqei pìlo me pollaplìthta k sto P me f(P ) = ∞ kai
k = −ef(P ),
• Diaforetik� k = 0,
• An to shme�o P e�nai pìlo   r�za, dhlad  an k 6= 0 tìte lème ìti h fparousi�zei anwmal�a sto P .L mma 2.23. Gia k�je sumpag  epif�neia Riemann X kai gia k�je ìqi stajer merìmorfh sun�rthsh f ∈M(X), o arijmì twn riz¸n th isoÔtai me ton arijmìtwn pìlwn th, prosmetr¸nta ti pollaplìthte:

∑

P∈X

ef(P ) = 0.Ja èqw:
∑

P∈X

ef (P ) =
∑

P∈f−1(0)

ef (P ) +
∑

P∈f−1(∞)

ef(P ).



32 · Epif�neies Riemann'Omw apì ta parap�nw ja èqw:
∑

P∈X

ef (P ) =
∑

P∈f−1(0)

ef (P )−
∑

P∈f−1(0)

ef(P ).kai apì to je¸rhma 2.21 ja èqw ìti
∑

P∈X

ef(P ) = n− n = 0.♦2.1eþ Diakladizìmena KalÔmmataJa de�xoume to ant�strofo th prìtash 2.22, blèponta p¸ apì èna topologikìk�lumma mpore� na prokÔyei èna analutikì k�lumma metaxÔ epifanei¸n Riemann.Prìtash 2.24. 'Estw Y epif�neia Riemann, S èna peperasmèno uposÔnolotou Y kai p : X ′ → Y \ S m�a kaluptik  apeikìnish e fÔllwn me X ′ na e�naisunektikì. MporoÔme na emfuteÔsoume ton X ′ san èna anoiktì uposÔnolo m�aepif�neia Riemann X : X ′ →֒ X me X = X ′∪ èna peperasmèno sÔnolo ètsi¸ste h p na mpore� na epektaje� se m�a proper, analutik  sun�rthsh metaxÔepifanei¸n Riemann f : X → Y .Apìdeixh: To prìblhma mporoÔme na to doÔme topik� ston q¸ro Y , prospa-j¸nta na {gem�soume} ta shme�a pou le�poun. Pa�rnw thn sun jh kaluptik apeikìnish
pe : Do → Do, z 7→ zeme D = {z ∈ C : |z| < 1}, kai Do = D \ {0}. Gnwr�zonta ìti π1(S

1) = Z kaiìti o S1 e�nai èna strong deformation retract14 tou Do, ja prèpei o egkleismì
j : S1 → Do na ep�gei ènan isomorfismì twn emplekìmenwn jemeliwd¸n om�dwn.'Etsi π1(D

o) = Z kai sunep¸ k�je sunektikì kaluptikì topologikì q¸rotou me peperasmèna fÔlla, ja prèpei na antistoiqe� se peperasmène om�de tou
Z. Ma autè e�nai oi eZ me e ∈ N me ant�stoiqe kaluptikè apeikon�sei ti
pe pou anafèrame. Autì shma�nei ìti oi kaluptiko� q¸roi tou Do ja e�nai �soi
modulo tou isomorfismoÔ kaluptik¸n q¸rwn. Pr�gmati an p : Eo → Do m�akaluptik  apeikìnish e fÔllwn, apì to je¸rhma 1.22 oi dÔo kaluptiko� q¸roi jae�nai isìmorfoi ann oi dÔo upoom�de p∗(π1(E

o)), pe∗
(π1(D

o)) tou π1(D
o) ∼= Zan koun sthn �dia kl�sh suzug�a. 'Omw epeid  h Z e�nai abelian  om�da k�titètoio ja sumba�nei ann antistoiqoÔn sthn �dia upoom�da tou Z. Pr�gma pousumba�nei kaj¸ afoÔ e�nai e-fold kaluptiko� q¸roi ja prèpei na antistoiqoÔnsthn upoom�da eZ. 'Etsi an p : Eo → Do e�nai kaluptik  apeikìnish e-fÔllwn,up�rqei omoiomorfismì twn kaluptik¸n q¸rwn ψ : Do → Eo me p ◦ ψ = pe, oopo�o exart�tai apì thn epilog  b�sh. M�lista èqoume akrib¸ e epilogè giaton omoiomorfismì ψ, pou antistoiqoÔn sta e shme�a tou Eo gia mia sugkekrimènhb�sh. Oi upìloipe epilogè gia to ψ èqoun thn morf  z 7→ ψ(exp(2πk/e) · z)me exp(2πik/e) na e�nai m�a apì th e-ostè r�ze th mon�da kai k ∈ [1, e−1]15T¸ra e�nai safè pw ja {gem�soume} ton kaluptikì q¸ro Eo. Or�zoume

E = Eo ∪ {p} me p /∈ Eo kai d�noume ston E dom  epif�neia Riemann ètsi14blèpe [2℄ sel�de 38-41.15Kaj¸ oi q¸roi Do kai Eo e�nai isodÔnamoi kaluptiko� q¸roi, blèpe orismì 1.16, japrèpei oi kaluptikè apeikon�sei p, pe na e�nai isìmorfe. Pr�gmati p = pe ◦ ψ−1 me tÔpo
z 7→ ψ−1(z) 7→ (ψ−1(z))e kai z 7→ exp(2πik/e) · z 7→ ze.
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Sq ma 2.4:¸ste: h epèktash th ψ apì to Do sto D na apeikon�zei to 0 sto p kai toeswterikì tou D omoiomorfik� sto eswterikì tou E kai sunep¸ na apotele�ènan omoiomorfismì, ψ̂, me ψ̂(D) ∼= E.Epistrèfonta sthn kaluptik  apeikìnish p : X ′ → Y \ S tou jewr mato,gia Q ∈ S mpor¸ na brw suntetagmenik  perioq  ϕ : D → ϕ(D) := U ⊂ Y me
ϕ(0) = Q, ètsi ¸ste U∩S = {Q} kai me Uo na sumbol�zw to U \{Q}. Ja èqw ìtik�je tètoio Uo ja e�nai omal� kalummèno, dhlad : p−1(Uo) = ∪m

n=1V
o
n me ta V o

nna e�nai xèna gia k�je n = 1, . . . ,m kai p|V o
i
(V o

i ) ∼= Uo. T¸ra o periorismì thkaluptik  apeikìnish se k�je èna apì ta V o
i e�nai m�a kaluptik  apeikìnish,èstw ei fÔllwn, tou Uo. Apì ta parap�nw mporoÔme na broÔme omoiomorfismoÔ

ψi : Do → V o
i , ètsi ¸ste to parak�tw di�gramma na e�nai metajetikì: dhlad  naisqÔei p(ψi(z)) = ϕ(zei). Prosjètw èna shme�o gia k�je V o

i ètsi ¸ste V o
i →֒ Vikai k�je ψi na epekte�netai se ènan omoiomorfismì apì to D → Vi. Pa�rnonta
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Sq ma 2.5:autè ti epekt�sei gia suntetagmenikè perioqè ja èqw thn xènh ènwsh aut¸ntwn Vi na mou d�nei m�a epif�neia Riemann. H apeikìnish V o
i → Uo epekte�netaise m�a analutik  apeikìnish apì to Vi → U ètsi ¸ste na èqei de�kth diakl�dwsh

ei sto shme�o pou prosjèsame. An autì g�nei gia k�je shme�o tou S, pa�rnw ton



34 · Epif�neies Riemannq¸ro X na e�nai X = Xo ∪ S me to S na e�nai peperasmèno. Auto� oi q�rted�noun ston X dom  epif�neia Riemann (me thn pro�pìjesh ìti oi q�rte pouprosjèsame e�nai sumbato� me autoÔ tou Xo), kai h kaluptik  apeikìnish pepekte�netai se m�a analutik  f : X → Y .♦2.2 Epif�neie Riemann kai Algebrikè KampÔle'Estw F (z, w) ìqi stajerì polu¸numo dÔo metablht¸n me migadikoÔ suntele-stè. To sÔnolo twn riz¸n tou:
C = {(z, w) ∈ C2 : F (z, w) = 0}onom�zetai {migadik  afinik  kampÔlh sto ep�pedo}. Taut�zonta to C2 me to R4,ja èqw to C na or�zetai apì dÔo pragmatikè exis¸sei: autè pou mhden�zounto pragmatikì kai autè pou mhden�zoun to fantastikì mèro tou F (z, w). 'Etsiperimènoume to C na e�nai m�a epif�neia kai ja èqoume d�kio, ektì ìti ìpwkai sti kampÔle ètsi kai sto C mpore� na up�rqoun k�poie anwmal�e. Jaqrhsimopoi soume ta ergale�a th prohgoÔmenh enìthta gia na afairèsoumeti anwmal�e kai na prosjèsoume k�poia shme�a se aut� kai sto �peiro ètsi¸ste na p�roume m�a sumpag  epif�neia Riemann. M�lista an to F den e�naian�gwgo tìte h epif�neia pou ja p�roume ja e�nai h xènh ènwsh epifanei¸n pouja proèrqontai apì tou an�gwgou par�gonte th F . 'Etsi upojètoume proto parìn ìti to polu¸numo F e�nai an�gwgo. Gr�foume

F (Z,W ) = a0(Z)Wn + a1(Z)Wn−1 + · · ·+ an−1(Z)W + an(Z),me ai(Z) polu¸numa w pro to Z kai a0(Z) 6= 0, me n > 0 kaj¸ an n = 0
F = bZ + c kai sunep¸ C ∼= C. Jètoume Fw = ∂F/∂W , to opo�o e�nai ènapolu¸numo w pro W me degFw = n− 1:

Fw =
∂F

∂W
= n · a0(Z)Wn−1 + (n− 1) · a1(Z)Wn−2 + · · ·+ an−1(Z).L mma 2.25. Up�rqoun polu¸numa B(Z,W ), C(Z,W ), d(Z), me d(Z) 6= 0 ètsi¸ste:

B(Z,W ) · F (Z,W ) + C(Z,W ) · Fw(Z,W ) = d(Z).Apìdeixh: K�noume qr sh tou l mmato Gauss:L mma 2.26 (L mma tou Gauss).An F e�nai èna polu¸numo ston K[X,Y ], tìte an to F e�nai an�gwgo ston
K(X)[Y ], ja e�nai an�gwgo ston K[X,Y ].Apìdeixh l mmato Gauss: 'Estw F ∈ K[X,Y ], me F = a0(X) + a1(X)Y +
· · ·+ an(X)Y n kai ai(X) ∈ K[X ], i = 0, . . . , n. O mègisto koinì diairèth twn
a0(X), . . . , an(X) onom�zetai content tou poluwnÔmou F kai ton sumbol�zoumeme c(F ). Sumpera�noume ìti to F e�nai prwtìgono ann c(F ) = 1.Gia arq  ja de�xoume ìti to ginìmeno dÔo prwtìgonwn poluwnÔmwn e�nai prw-tìgono. Pr�gmati èstw F = a0+a1Y +· · ·+anY

n kaiG = b0+b1Y +· · ·+bmY mna e�nai prwtìgona. 'Estw ep�sh p = p(X) èna ìqi stajerì polu¸numo pou diai-re� ìlou tou suntelestè tou F ·G. Pa�rnw ta mikrìtera dunat� i, j ètsi ¸steto p na mhn diaire� to ai kai to bj. H Ôparxh tètoiwn deikt¸n exasfal�zetai ka-j¸ c(F ) = 1 = c(G) kai sunep¸ p ∤ c(F ) kai p ∤ c(G). 'Etsi up�rqoun i, j ∈ Z



2.2 Epif�neies Riemann kai Algebrikès KampÔles · 35tètoia ¸ste p | as me i < s kai p ∤ bi kai p | at me j < t kai p ∤ bj ant�stoiqa.Tìte o suntelest  tou Y i+j sto F ·G ja èqei morf :
aibj + ai+1bj−1 + · · ·+ ai+jb0 + ai−1bj+1 + · · ·+ a0bi+jtìte ja èqoume ìlou tou ìrou ektì apì ton pr¸to na diairoÔntai apì to p,kaj¸ an p | aibj ⇒ p | ai   p | bj , pou e�nai �topo apì thn upìjes  ma mesunèpeia thn apìdeixh tou isqurismoÔ. Sumpera�noume loipìn ìti gia k�je dÔopolu¸numa F,G ∈ K[X,Y ] ja èqw

c(F ·G) = c(F ) · c(G)Pr�gmati F = c(F ) · F1 kai G = c(G) · G1 me F1, G1 prwtìgona16. Tìte
F · G = c(F ) · c(G) · F1 · G1 kai apì ta parap�nw to polu¸numo F1 · G1 e�naiprwtìgono, ètsi ja èqw

c(F ·G) = c(F ) · c(G).Gia gnwstì G ∈ K(X)[Y ] ìqi mhdenikì, mporoÔme na gr�youme G = g · G1 me
g ∈ K(X) kai G1 prwtìgono ston K[X,Y ].'Estw F an�gwgo ston K[X,Y ] kai F na paragontopoie�tai ston K(X)[Y ]me F = G · H me G,H polu¸numa w pro Y kai deg(G,H) > 0. Gr�fw G =
g ·G1, H = h ·H1 me G1, H1 prwtìgona kai g = p/q, h = r/s me p, q, r, s ∈ K[X ].Tìte q ·s·F = p·r ·G1 ·H1 ∈ K[X,Y ] ∼= K[X ][Y ]. 'Etsi q ·s·c(F )17 = p·r ⇒ F =
c(F ) ·G1 ·H1 me G1 ·H1 prwtìgono kai to F paragontopoie�tai ston K[X,Y ].Pr�gma �topo kaj¸ to F e�nai an�gwgo ston K[X,Y ]. ♦Epistrèfonta sthn arqik  apìdeixh e�nai t¸ra fanerì pw an F e�nai an�-gwgo sto C[Z,W ] tìte to F ja e�nai an�gwgo sto C(Z)[W ]. Efarmìzw tonEukle�deio algìrijmo, diair¸nta to F me to Fw kai afoÔ {di¸xw} tou paro-nomastè ja èqw

b0 · F = Q1 · Fw +R1,ìpou b0 ∈ C[Z] kai R1 e�nai èna polu¸numo w pro W me degR1 < n− 1. An obajmì tou R1 e�nai jetikì diair¸ me Fw pa�rnonta thn ex�swsh:
b1 · Fw = Q2 · Fw +R2,suneq�zonta suneq�zonta, br�skw exis¸sei bi ·Ri−1 = Qi+1 ·Ri +Ri+1, mèqrigia k�poio k, to polu¸numo Rk+1 e�nai mhdenikoÔ bajmoÔ w pro to W . Para-throÔme ìti to Rk+1 6= 0 giat� diaforetik� to Rk ja diairoÔse to Rk−1, èpeitato Rk−2,. . . , kai telik� to Fw kai to F pr�gma �topo apì thn upìjes  ma.Jètoume d(Z) = Rk+1. To d(Z) e�nai to ide¸de sto C[Z,W ] pou genn�taiapì to F kai to Fw.♦Pa�rnonta ta B,C kai d tou l mmato me tètoion trìpo ¸ste na mhn diai-roÔntai ìla apì èna mh stajerì polu¸numo w pro Z tìte to d e�nai monadikì

modulo ton pollaplasiasmì me m�a stajer� kai onom�zetai diakr�nousa tou Fw pro to W . Ax�zei na parathr soume ìti to d(Z) e�nai o M.K.D twn F, Fw,dhlad  d(Z) = (F, Fw) kai h diadikas�a pou br�skoume ta polu¸numa B,C e�naih �dia diadikas�a pou efarmìzoume gia thn eÔresh twn akera�wn gia na gr�youme16K�je polu¸numo F,G mpore� na g�nei prwtìgono, diair¸nta to me to c(F ) kai c(G) ant�-stoiqa.17Gnwr�zoume ìti an a ∈ K kai f ∈ K[X] ⇒ c(a · f) = a · c(f).



36 · Epif�neies Riemannsan grammikì sunduasmì ton diairèth kai ton diairetèo me ton M.K.D, efarmì-zonta thn ant�strofh diadikas�a tou Eukle�deiou algìrijmou.Parade�gmata:(i) Gia F = W 2 + b(Z)W + c(Z) ja p�rw diair¸nta me Fw = 2W + b(Z)phl�ko W/2 kai upìloipo b(Z)W/2 + c(Z), diair¸nta xan� to Fw me tonèo upìloipo, pa�rnw phl�ko 4/b(Z) kai upìloipo −4c(Z)/b(Z) + b(Z).Efarmìzonta ton Eukle�deio algìrijmo sthn teleuta�a dia�resh èqw 2W+
b(Z) =

(

b(Z)W/2+c(Z)
)

4/b(Z)−4c(Z)/b(Z)+b(Z). Pollaplasi�zontame −b(Z) ja èqw (−b(Z))
(

2W + b(Z)
)

= (−4)
(

b(Z)W/2+ c(Z)
)

+ b(Z)−
4c(Z) me

R2 = d(Z) = b(Z)− 4c(Z)na e�nai h diakr�nousa tou F . T¸ra b(Z)− 4c(Z) = (2W + b(Z))(−b(Z)+
4(b(Z)W/2 + c(Z)). 'Omw to upìloipo apì thn pr¸th dia�resh isoÔtaime (

W 2 + b(Z)W + c(Z)
)

−
(

2W + b(Z)
)

(W/2) kai antikajist¸nta sthnprohgoÔmenh sqèsh pa�rnw to zhtoÔmeno apotèlesma:
d(Z) =

(

2W − b(Z)
)(

−2− b(Z)
)

+ 4
(

W 2 + b(Z)W + c(Z)
)

,ìpou B(Z,W ) = 4 kai C(Z,W ) =
(

−2W − b(Z)
).(ii) 'Omoia an F = W 3 + b(Z)W + c(Z) prokÔptei ìti h diakr�nousa isoÔtai me:

d(Z) = Fw ·
(

4b(Z)2 + 6b(Z)W 2 + 9c(Z)b(Z)
)

− F ·
(

18b(Z)W + 27c(Z)
)

,pou e�nai �so me 4b(Z)3 + 27c(Z)2.T¸ra jewroÔme thn pr¸th probol  π1 : C → C me π1(z, w) = z. Ja doÔme ìtiafair¸nta k�poio peperasmèno arijmì shme�wn tìte h π1 g�netai m�a topologik kaluptik  apeikìnish.L mma 2.27. Up�rqei èna peperasmèno arijmì shme�wn S ⊂ C ètsi ¸ste hprobol  p : C \ π−1
1 (S) → C \ S na e�nai m�a peperasmènwn fÔllwn kaluptik apeikìnish.Apìdeixh: Apì to prohgoÔmeno l mma blèpoume ìti an z ∈ C kai d(Z) 6= 0,tìte den up�rqei w tètoio ¸ste F (z, w) = 0 kai Fw(z, w) = 0. Dhlad  hex�swsh F (z,W ) den èqei r�ze me pollaplìthta megalÔterh th mon�da. Anepiprosjètw p�roume to a0(z) 6= 0, tìte h parap�nw ex�swsh ja èqei n akrib¸diaforetikè r�ze. Epilègoume to sÔnolo S na e�nai to

S = {z ∈ C : a0(z) · d(z) = 0}.Pa�rnoume z0 /∈ S kai jètoume w1, . . . , wn na e�nai oi r�ze th ex�swsh
f(z0,W ) = 0. Skopì ma e�nai na broÔme analutikè sunart sei g1, . . . , gn pouna e�nai orismène se m�a geitoni� tou z0 ètsi ¸ste gi(z0) = wi kai F (z, gi(z)) = 0.Pa�rnoume mikroÔ, kleistoÔ kai xènou d�skou gÔrw apì aut� ta n shme�a kaijètoume γi na e�nai P.A.K gÔrw apì to sÔnoro aut¸n twn d�skwn pou perikle�ounta wi.A de�xoume sthn arq  ìti to logarijmikì oloklhrwtikì upìloipo th F , dh-lad  to ∂

∂W (logF (z,W )) = Fw

F , se m�a r�za th wi isoÔtai me thn pollaplìthtath r�za aut . Pr�gmati an h F èqei r�za w me pollaplìthta k tìte se k�poia



2.2 Epif�neies Riemann kai Algebrikès KampÔles · 37geitoni� tou w ja e�qa F = (W −w)k ·G me G(W ) 6= 0 kai G analutik  sthn enlìgo geitoni�. Tìte Fw = (W − w)k ·GW + k(W − w)k1 ·G. Diair¸nta kat�mèlh ti Fw, F ja èqw:Fw

F = k
(W−w) + Gw

G me Gw

G na e�nai analutik . 'Etsi h Fw

Fèqei sto w aplì pìlo me Res(Fw

F ) = k kai to zhtoÔmeno apode�qjhke.Apì to Je¸rhma OloklhrwtikoÔ Upolo�pou ja èqoume ìti:
1

2πi

∫

γ

Fw

F
dw = RF ,ìpou RF o arijmì twn riz¸n pou br�skontai entì th P.A.K γ, metrhmènh thpollaplìthta tou. GenikeÔonta gia m�a merìmorfh F mporoÔme na k�noumeton �dio upologismì b�zonta èna me�on sthn pollaplìthta tou k�je pìlou. 'Etsija èqoume

1

2πi

∫

γ

Fw

F
dw = RF − PF ,ìpou RF , PF oi arijmo� twn riz¸n kai twn pìlwn ant�stoiqa me metrhmènh thnpollaplìthta, pou an koun sto eswterikì th P.A.K γ.EidikeÔonta ta parap�nw sumper�smata sthn per�ptws  ma ja èqoume ìtigia k�je z kont� sto z0 kai gia wi ∈ I(γi) ja èqoume:

1

2πi

∫

γi

Fw

F
dw = 1kaj¸ to olokl rwma isoÔtai me thn mon�da gia z = z0 kai h tim  tou meta-b�lletai gia k�je �llo z, dhlad  up�rqei akrib¸ m�a r�za th F (z,W ) mèsase k�je m�a γi. T¸ra apì to migadikì an�logo tou jewr mato peplegmènhsun�rthsh, (blèpe [11℄ sel�da 232 gia to eidikì je¸rhma peplegmènh pragma-tik  sun�rthsh) ja up�rqei monadik  sun�rthsh g me g(z) = w tètoia ¸ste

F (z, g(z)) = 0. Apì ta parap�nw ja èqw ìti h gi(z)
Fw

F ja èqei oloklhrwtikìupìloipo �so me to kgi(z0). An t¸ra periorist¸ se k�je kÔklo γi to k = 1 kaisunep¸ af nonta to z na metab�lletai ja èqw:
1

2πi

∫

γi

w
Fw

F
dw = gi(z) = wi = F−1(z, 0).Pa�rnonta U na e�nai o d�sko gÔro apì to z0 ìpou ìle oi parap�nw gi(z)or�zontai, jètw Vi = {(z, gi(z)) : z ∈ U}. Kaj¸ ta shme�a aut� d�noun ìle tipijanè r�ze th F (z,W ) = 0 me z ∈ U , blèpoume ìti to π−1

1 (U) e�nai h ènwshanoikt¸n Vi kai h π1 apeikon�zei omoiomorfik� k�je Vi sto U , me ant�strofheikìna pou d�netai apì ton tÔpo z 7→ (z, gi(z)). ♦Parat rhsh 2.28. Sto parap�nw sumpèrasma, ìti to logarijmikì oloklhrw-tikì upìloipo isoÔtai me ton arijmì twn riz¸n me�on ton arijmì twn pìlwn, me-trhmènh th pollaplìthta, mporoÔme na ft�soume eis�gonta thn ènnoia tou
winding number. An F m�a merìmorfh sun�rthsh me r�ze ai kai pìlou bk, tìte

1

2πi

∫

γ

Fw

F
dw =

∑

i

w(γ, ai)−
∑

k

w(γ, bk)



38 · Epif�neies Riemanngia k�je γ pou e�nai �jroisma kleist¸n monopati¸n18 ìqi apara�thta apl  ka-mpÔlh, pou den dièrqetai apì kam�a apì tou parap�nw pìlou kai r�ze. 'Opou
w(γ, ai) e�nai h pollaplìthta th F sti r�ze ai kai w(γ, bk) h pollaplìthtath F ston k�je pìlo ant�stoiqa. To w(γ, ai) onom�zetai winding number kaiisoÔtai me

w(γ, a) =
1

2πi

∫

γ

dw

w − a .Ma lèei pìse forè {tul�getai} to k�je kleistì monop�ti γ gÔro apì thn k�jer�za-pìlo. Pio austhr� antiproswpeÔei ton akèraio arijmì (akèraio pollapl�siotou 2πi) pou prokÔptei apì thn diafor� th arq  me to tèlo e�n anorj¸soumeston R (pou e�nai o kajolikì kaluptikì q¸ro tou S1) to kleistì monop�ti
γ. Aut  e�nai kai h gewmetrik  mati� p�nw sthn pollaplìthta th k�je r�za-pìlou th F .T¸ra skeftìmaste to C san uposÔnolo tou S2 = C∪{∞} kai megal¸noumeto sÔnolo S prosjètonta èna shme�o sto �peiro. Apì to parap�nw l mma jaèqoume m�a kaluptik  apeikìnish Xo → S2 \ S, ìpou Xo = {(z, w) : F (z, w) =
0 me z /∈ S}. Apì thn prìtash 2.24, ja èqoume aut n thn kaluptik  apeikìnishna d�nei dom  epif�neia Riemann ston Xo. Arke� na de�xoume ìti o Xo e�naisunektikì q¸ro.L mma 2.29. An to F (Z,W ) e�nai an�gwgo polu¸numo, tìte o Xo e�nai sune-ktikì.Apìdeixh: 'Estw Y o na e�nai m�a sunektik  sunist¸sa tou Xo kai Xo ìqisunektikì. An perior�soume thn kaluptik  apeikìnish n-fÔllwn Xo → S2 \ Ssthn sunektik  sunist¸sa Y o ja p�roume m�a kaluptik  apeikìnish me m < nfÔlla.E�nai gnwstì p¸ mporoÔme na gr�youme k�je polu¸numo sunart sei twnriz¸n tou (tÔpoi tou Vieta19). Blèponta to F (Z,W ) san èna polu¸numo ston
C[Z][W ] e�nai safè ìti oi parap�nw r�ze ja e�nai sunart sei tou Z. Genik�an K e�nai s¸ma kai K[x1, . . . , xn] Akèraia Perioq , ja èqoume ti ei na e�nai oistoiqei¸dei summetrikè sunart sei sti metablhtè x1, . . . , xn ep� tou K, nae�nai oi suntelestè w pro y tou poluwnÔmou g(y) ∈ K[x1, . . . , xn][y], ìpou

g(y) = (y − x1)(y − x2) . . . (y − xn)

= yn − f1yn−1 + f2y
n−2 − · · ·+ (−1)n−1fn−1y + (−1)nfn

= yn +

n
∑

ν=1

(−1)νfνy
n−ν .'Estw z /∈ S kai e1(z), . . . , em(z) na e�nai oi stoiqei¸dei summetrikè sunart seisti m timè tou w, sta shme�a π−1

1 (z) ∩ Y o. Kaj¸ F ∈ M(X), ja èqw ìti
e1(z), . . . , em(z) ∈M(X). Jètw

G = Wm − e1(Z)Wm−1 + · · ·+ (−1)mem(Z) ∈ C(Z)[W ],18h akrib  diatÔpwsh e�nai ìti h γ prèpei na e�nai èna kÔklo, pou shma�nei ìti e�nai m�aalus�da, pou gr�fetai san �jroisma kleist¸n monopati¸n, h opo�a prèpei na e�nai omìlogh toumhdenì. Gia m�a eisagwg  sti alus�de kai se aut n thn orolog�a blèpe arqik� ston [15℄,sel�da 137 kai sthn sunèqeia ston [1℄ sta kef�laia 3 kai 4.19Gia par�deigma to a2x2 + a1x+ a0 = a2[x2 − (e1 + e2)x + e1e2x], me ei na e�nai oi r�zetou   to a3x3 +a2x2 +a1x+ a0 = a3[x3 − (e1 + e2 + e3)x2 + (e1e2 + e2e3 + e3e1)x− e1e2e3].



2.2 Epif�neies Riemann kai Algebrikès KampÔles · 39kai gia k�je z /∈ S ja èqw:
G(z,W ) =

∏

P∈π−1
1 (z)∩Y o

(W − w(P )),

F (z,W ) = a0(z)
∏

P∈π−1
1 (z)

(W − w(P )).T¸ra to G mhden�zetai sto C := V (I), ìpou I na e�nai to ide¸de pou genn�taiapì to polu¸numo F , dhlad  I = 〈F 〉 me F an�gwgo kai �ra I mègisto kaisunep¸ pr¸to ide¸de tou C[Z,W ]. 'Etsi G ∈ I(V (I))⇒ G ∈
√
I20. 'Opou

√
I = {F ∈ C[Z,W ], me I � C[Z,W ] : ∃ n ∈ N me Fn ∈ I} .'Omw afoÔ to I e�nai pr¸to ja èqw Gm ∈ I. Pr�gmati G · Gm−1 ∈ I ⇒ G ∈

I   Gm−1 ∈ I kai suneq�zonta epagwgik� ft�nw sto sumpèrasma ìti G ∈ I.Tìte G | F , pr�gma �topo apì thn upìjes  ma.♦Apì thn prìtash 2.24 ex�goume to parak�tw shmantikì sumpèrasma:Pìrisma 2.30. K�je an�gwgo polu¸numo F (z, w) ∈ C[Z,W ] ep�gei m�a kalu-ptik  apeikìnish p : C \ π−1
1 (S)→ C \ S me C to algebrikì sÔnolo mhdenismoÔtou F kai S to (peperasmèno) sÔnolo twn idiomorfi¸n tou. Aut  h apeikìnish methn seir� th epekte�netai se m�a analutik  kai proper apeikìnish f : X → S2,me X na e�nai m�a sumpag 21 epif�neia Riemann kai f ∈ M(X). Aut  h epi-f�neia Riemann onom�zetai h epif�neia Riemann th algebrik  kampÔlh C  tou poluwnÔmou F .2.2aþ Bajmì Uperbatikìthta22 Gia k�je gnwstì s¸ma K, k�je epèktash autoÔ F , e�nai sthn pragmatikìthtam�a epèktash dÔo bhm�twn: K ⊂ E ⊂ F , me F na e�nai algebrik  epèktash ep�tou E kai to E na e�nai kajar� uperbatik  (purely transcendental) epèktash ep�tou K (blèpe orismì 2.34).Orismì 2.31. 'Estw F epèktash enì s¸mato K, kai S uposÔnolo tou F . To

S e�nai algebrik� exarthmèno ep� tou K an up�rqei èna ìqi tautotik� mhdenikìpolu¸numo f ∈ K[x1, . . . , xn] ètsi ¸ste f(s1, . . . , sn) = 0 gia k�poia diaforetik�
s1, . . . , sn ∈ S. To S e�nai algebrik� anex�rthto ep� tou K, an to S den e�naialgebrik� exarthmèno ep� tou K.K�je uposÔnolo algebrik� anex�rthtou sunìlou, e�nai algebrik� anex�r-thto. To kenì e�nai algebrik� anex�rthto en¸ k�je uposÔnolo tou K e�naialgebrik� exarthmèno. To monosÔnolo {u} e�nai algebrik� exarthmèno ep� tou
K an kai mìnon an to u e�nai algebrikì ep� tou K. Ep�sh k�je stoiqe�o enìalgebrik� anex�rthtou sunìlou e�nai anagkastik� uperbatikì ep� tou s¸mato
K. 'Etsi an to F e�nai m�a algebrik  epèktash ep� tou K tìte to kenì sÔnoloe�nai to mìno algebrik� anex�rthto uposÔnolo tou F .H algebrik  (an)exarths�a e�nai epèktash th grammik  (an)exarths�a. I-sqÔei ìti k�je algebrik� anex�rthto sÔnolo e�nai grammik� anex�rthto all� ìqito ant�strofo.20Apì to je¸rhma tou Hilbert èqoume ìti I(V (I)) =

√
I.21kaj¸ h f e�nai proper kai o S2 sumpag , tìte kai o f−1(S2) = X ja e�nai sumpag .22H par�grafo aut  bas�zetai sto kef�laio 6 tou [7℄, sel�da 311.



40 · Epif�neies RiemannOrismì 2.32. 'Estw F epèktash enì s¸mato K. M�a uperbatik  b�sh(transcendence base) tou F ep� tou K e�nai èna uposÔnolo S tou F tètoio ¸steto S na e�nai algebrik� anex�rthto ep� tou K kai na e�nai megistikì (w pro toperièqesjai) an�mesa se ìla ta algebrik� anex�rthta uposÔnola tou F .H Ôparxh th uperbatik  b�sh exasfal�zetai apì to l mma tou Zorn. E-p�sh up�rqei m�a analog�a metaxÔ th uperbatik  b�sh kai th b�sh enìdianusmatikoÔ q¸rou: m�a uperbatik  b�sh den e�nai b�sh kai tou dianusmatikoÔq¸rou parìlo pou san grammik� anex�rthto sÔnolo perièqetai sthn b�sh.Orismì 2.33. 'Estw F epèktash tou K kai S uposÔnolo tou F me S na e�naialgebrik� anex�rthto ep� tou K. To S e�nai m�a uperbatik  b�sh tou F ep� tou
K an kai mìnon an to F e�nai algebrikì ep� tou K(S).Orismì 2.34. H epèktash F ep� touK onom�zetai kajar� uperbatik  epèktash(purely transcendental) an F = K(S), me S ⊂ F , na e�nai algebrik� anex�rthtoep� tou F .Apì ton orismì 2.33, èqoume ìti to S ja e�nai m�a uperbatik  b�sh tou Fep� tou K. 'Etsi an p�roume F na e�nai m�a tuqa�a epèktash tou s¸mato K, me
S na e�nai m�a uperbatik  b�sh tou F ep� tou K kai E = K(S), tìte to F jae�nai algebrik  epèktash ep� tou E, dhlad  h mình uperbatik  b�sh ep� tou Eja e�nai to ∅, kai to E m�a kajar� uperbatik  epèktash ep� tou K, pr�gma pouanafèrame sthn arq  th paragr�fou.Orismì 2.35. 'Estw F epèktash tou K. O bajmì uperbatikìthta tou F ep�tou K e�nai o plhjikì arijmì |S|, me S na e�nai m�a uperbatik  b�sh tou F ep�tou K kai sumbol�zetai me tr.dKF .M�lista o bajmì uperbatikìthta e�nai anex�rthto apì thn epilog  u-perbatik  b�sh. E�nai to an�logo th di�stash tou dianusmatikoÔ q¸rou
[F : K]. Ep�sh tr.dKF ≤ [F : K] kai tr.dKF = 0 an kai mìnon an h F e�-nai m�a algebrik  epèktash ep� tou s¸mato K. Tèlo an F e�nai epèktashenì s¸mato E kai E na apotele� epèktash enì s¸mato K ja èqoume ìti23:
tr.dKF = tr.dEF + tr.dKE.T¸ra gnwr�zoume apì to pìrisma 2.15 ìtiM(P1(C)) = C(z) kai O(P1(C)) =
C. Ja doÔme ètsi, ìti k�je merìmorfh sun�rthsh, sthn sfa�ra tou Riemann,èqei bajmì uperbatikìthta upèr tou C �so me mon�da   isodÔnama:

tr.dCC(z) = 1.Pr�gmati: 'Estw f/g ∈ C(z) me f, g ∈ C[z], g 6= 0. Epilègw to polu¸numo
C[z, w] ∋ h(z, w) = wg(z)− f(z). Tìte h(z, f/g) = f/g · g(z)− f(z) = 0. Autìma lèei ìti sÔnolo {z, f/g} e�nai algebrik� exarthmèno ep� tou C kai ètsi to
{x} apotele� m�a uperbatik  b�sh tou C(z) ep� tou C. 'Ara tr.dCC(z) = 1,   to
C(z) e�nai m�a kajar� uperbatik  epèktash ep� tou C.An π : Y → X e�nai m�a ìqi stajer  analutik  apeikìnish metaxÔ epifa-nei¸n Riemann, tìte gia k�je f ∈ M(X), h apeikìnish π∗ := f ◦ π24 e�nai m�amerìmorfh sun�rthsh ston Y . 'Etsi up�rqei m�a apeikìnish

π∗ :M(X)→M(Y ),h opo�a e�nai èna monomorfismì swm�twn.23gia thn apìdeixh blèpe [7℄, je¸rhma 1.11, sel�da 316.24M�a tètoia apeikìnish onom�zetai pull-back.



2.2 Epif�neies Riemann kai Algebrikès KampÔles · 41Je¸rhma 2.36. An X e�nai m�a sumpag  epif�neia Riemann kai M(X) tos¸ma merìmorfwn sunart sewn tìte tr.dCM(X) = 1.Apìdeixh: 'Estw z ∈ M(X), me z : X → P1(C) na e�nai m�a analutik sun�rthsh kai degz = n. E�nai gnwstì ìti o epag¸meno monomorfismì z∗ :
C(x) → M(X), apotele� m�a algebrik  epèktash, bajmoÔ n25. 'Estw w ∈
M(X). Ja de�xw ìti up�rqei algebrik  sqèsh metaxÔ twn z, w, pr�gma pou made�qnei ìti tr.dCM(X) = 1.'Estw w0 to el�qisto polu¸numo (an�gwgo kai monikì) ep� tou C(z)[w] me tonmègisto bajmì, dhlad  upojètoume ìti o bajmì th epèktash [C(z, w0) : C(z)]e�nai mègisto. Tìte gia k�je w ∈M(X) ja èqoume:

[C(z, w,w0) : C(z)] = [C(z, w,w0) : C(z, w0)] · [C(z, w0) : C(z)]. (2.1)T¸ra h qarakthristik  tou C(z) isoÔtai me to mhdèn kai ètsi k�je epèktashtou ja e�nai apl . Sunep¸ h epèktash C(z, w,w0) : C(z) par�getai apì ènastoiqe�o t, tètoio ¸ste
C(z, w,w0) = C(z, t).'Omw ja prèpei [C(z, w,w0) : C(z, w0)] = 1 giat� an [C(z, w,w0) : C(z, w0)] > 1,tìte apì thn 2.1 ja e�qa ìti [C(z, t) : C(z)] > [C(z, w0) : C(z)], pr�gma �topoapì thn upìjesh ma. 'Etsi w ∈ C(z, w0) kai sunep¸M(X) = C(z, w0). ♦'Etsi toM(X) e�nai m�a peperasmèna paragìmenh epèktash tou C, me X nae�nai m�a sumpag  epif�neia Riemann, pou èqei bajmì uperbatikìthta 1 ep� tou

C26. Tètoie epekt�sei ìmw odhgoÔn se algebrikè kampÔle C. Pr�gmati,gia tuqa�e merìmorfe sunart sei f, g ston X up�rqei mh mhdenikì an�gwgopolu¸numo Φ(Z,W ) ∈ C[Z,W ] ètsi ¸ste
Φ(f, g) = 0,me C na e�nai h algebrik  kampÔlh tou poluwnÔmou Φ. Apì to pìrisma 2.30 kaito je¸rhma 2.36 ja èqoume ètsi to ex  polÔ shmantikì apotèlesma.Pìrisma 2.37. K�je sumpag  kai sunektik  epif�neia Riemann e�nai h epi-f�neia Riemann m�a algebrik  kampÔlh.'Estw X na e�nai m�a sumpag  epif�neia Riemann me K :=M(X) to s¸matwn merìmorfwn sunart sewn ton X kai Φ[T ] ∈ K[T ] na e�nai èna an�gwgomonikì polu¸numo bajmoÔ n. Tìte up�rqei m�a epif�neia Riemann Y èna n-folddiakladizìmeno proper analutikì k�lumma27 π : Y → X kai m�a F ∈ L ètsi¸ste na mhden�zei to (π∗Φ)(F ) = (Φ ◦ π)(F ). Sumbol�zoume thn triplèta aut me (Y, π, F ) pou dhl¸nei thn algebrik  kampÔlh Φ(T ). Jètoume L = M(Y ).Tìte ja èqoume ton epag¸meno monorfismì π∗ : K → L kai blèpoume to Ksan upìswma tou L. H epèktash L/K e�nai ìpw e�dame algebrik , bajmoÔ

n. Ep�sh L ∼= K[T ]/〈P 〉. Mpore� na apodeiqje�, mèsw tou jewr mato 2.5,ìti k�je covering tranformation sto topologikì k�lumma ep�gei ènan covering
tranformation sto analutikì k�lumma28. M�lista mporoÔme na ft�soume se ènabajÔtero apotèlesma29:25blèpe [9℄, je¸rhma 8.2, sel�da 50.26isodÔnama to s¸ma M(X) e�nai èna s¸ma sunart sewn se m�a metablht  ep� tou C.27kaj¸ o X e�nai sumpag  kai h π proper, ja èqoume ìti kai o Y e�nai sumpag .28blèpe [9℄ je¸rhma 8.5, sel�da 52.29gia thn apìdeixh, blèpe [9℄, je¸rhma 8.12, selida 57.



42 · Epif�neies RiemannJe¸rhma 2.38. 'Estw f ∈ L. K�je analutikì deck transformation σ : Y → Ytou Y ep� tou X ep�gei ènan automorfismì f 7→ σf := f ◦ σ−1 tou L, pou af neistajerì to s¸ma K me thn apeikìnish:
Aut(Y/X)→ Gal(L/K),ìpw aut  or�sthke, na e�nai èna isomorfismì om�dwn. Tèlo o kaluptikìq¸ro e�nai kanonikì, me thn ènnoia ìti to topologikì k�lumma pou ep�gei apìthn prìtash 2.22 e�nai kanonikì, an h epèktash e�nai Galois.Pr�gmati kaj¸ o σ e�nai èna analutikì covering tranformation, to para-k�tw di�gramma ja e�nai metajetikì:

Y
σ−→ Y

π ց ւ π
Xètsi ¸ste na isqÔei π ◦σ = π, gia k�je analutik  π metaxÔ Riemann epifanei¸n

X,Y . Epilègonta m�a k ∈M(X), ja up�rqei m�a k′ ∈ M(Y ), pou ep�getai apìthn pull-back π∗ ètsi ¸ste
X

k−→ P1(C)
π ց ր k′

Ykai k′ ◦ π = π∗(k′) = k. ParathroÔme ìti o automorfismì tou L
f 7→ f ◦ σ−1, me f ∈ L,af nei stajerì to s¸ma K = M(X), kaj¸ gia k ∈ K ja èqw ìti k ◦ σ−1 =

k′ ◦ π ◦ σ−1 = k′ ◦ π ◦ σ ◦ σ−1 = k.2.2bþ M�a efarmog  sto ant�strofo prìblhma th jewr�a tou Ga-

lois.To ant�strofo prìblhma th jewr�a tou Galois ja mporoÔse na sunoyiste� wex : D�netai m�a peperasmènh om�da G kai èna s¸ma K mporoÔme na broÔmem�a Galois epèktash L/K me om�da Galois thn G? Autì e�nai èna polÔ dÔskoloprìblhma an to s¸ma K e�nai to s¸ma twn rht¸n arijm¸n.Sta parak�tw ja apode�xoume ìti to ant�strofo prìblhma th jewr�a tou
Galois èqei lÔsh an K = C(t) e�nai to s¸ma twn rht¸n sunart sewn ep� tou C.Apìdeixh: Xekin�me me mia peperasmènh om�da G. Aut  dèqetai m�a par�stashse genn tore kai sqèsei G = 〈Γ : Σ〉 me G = Fn/R, ìpou Fn e�nai h eleÔjerhom�da tou Γ se n to pl jo stoiqe�a kai R h kanonik  upoom�da tou Fn pougenn�tai apì ton Σ30.ParathroÔme ìti h Fn e�nai h jemeli¸dh om�da th sfa�ra tou Riemann anapì aut n afairèsoume n+ 1 to pl jo shme�a, dhlad  tou

X = P1(C)\{P1, . . . , Pn+1},(gnwr�zoume ìti o q¸ro pou apotele�tai apì n kÔklou me èna koinì shme�o,
n-leafed rose, èqei gia jemeli¸dh om�da m�a eleÔjerh om�da me n genn tore).30blèpe [7℄, sel�da 67.



2.2 Epif�neies Riemann kai Algebrikès KampÔles · 43Kataskeu�zoume ton kajolikì kaluptikì q¸ro X̃ tou X , kai jewroÔme tonendi�meso q¸ro X̃/R:
X̃
ց

↓ X̃/R → Y → M(Y )
ւ ↓ ↓

X = P1(C) \ {Pi} → P1(C) → M(P1(C))Ja èqoume ìti epeid  o X̃ e�nai kajolikì kai sunep¸ kanonikì k�lumma tou X , o
X̃ e�nai èna G′-k�lumma me G′ = Aut(X̃/X) ∼= π1(X) = Fn, apì thn kataskeu ma, dhlad  o X̃ apotele� èna Fn-k�lumma me X = X̃/Fn. Ep�sh o X̃ apotele�èna R-k�lumma tou X̃/R, me R ∼= Aut(X̃/X̃/R). T¸ra kaj¸ R � Fn apìto pìrisma 1.41 kai ta sumper�smata pou to akoloujoÔn, ja èqw ìti o X̃/Rja e�nai èna Fn/R-k�lumma tou X me Fn/R = Aut(X̃/X)/Aut(X̃/X̃/R) ∼=
Aut(X̃/R/X).Apì thn prìtash 2.24 mporoÔme na epekte�noume to Fn/R-k�lumma tou Xse èna analutikì (me shme�a diakl�dwsh ta P1, . . . , Pn+1), proper k�lumma fmetaxÔ twn Riemann epifanei¸n Y kai P1(C) (o Y sumpag  kaj¸ h f e�nai
proper). Pa�rnonta gia M(Y ) to s¸ma twn merìmorfwn sunart sewn tou
Y , mpor¸ na efarmìsw to je¸rhma 2.38 kai ja èqw ìti Gal(M(Y )/C(t)) =
Aut(X̃/R/X) = Fn/R = G, dhlad  to zhtoÔmeno. ♦





Kef�laio 3
Fuchsian Om�de Pr¸touE�douApì to pr¸to kef�laio kai to jemeli¸de je¸rhma th jewr�a Galois, sumpe-ra�noume ìti k�je epif�neia Riemann X e�nai isìmorfh me èna phl�ko X̃/G, ìpou
X̃ na e�nai o kajolikì kaluptikì q¸ro tou X kai G, k�poia upoom�da twnautomorfism¸n tou X̃, pou e�nai isìmorfh me thn jemeli¸dh om�da π1(X) (apìto pìrisma 1.37, ja èqoume ìti π1(X) ∼= G = Aut(X̃/X).). MporoÔme na de�-xoume ìti h om�da aut  dra evenly ston X̃ kai sunep¸ blèpoume ton X̃ sanèna G-k�lumma tou X , me X = X̃/G. T¸ra gia mia epif�neia Riemann, h taxi-nìmhsh twn pijan¸n kaluptik¸n q¸rwn e�nai apl , kaj¸ up�rqoun mìno treidiaforetikè pijanìthte:Je¸rhma 3.1 (Uniformization je¸rhma gia epif�neie Riemann).O kajolikì kaluptikì q¸ro X̃, mia epif�neia Riemann X , e�nai (sÔm-morfo) e�te o C, e�te h sfa�ra tou Riemann, e�te o monadia�o anoiktì migadikìd�sko D1.Gnwr�zoume ìmw2 ìti h apeikìnish

λ : H→ D me tÔpo z 7→ z − i
z + i

,e�nai èna omoiomorfismì tou migadikoÔ d�skou me to migadikì �nw hmiep�pedo
H = {z ∈ C : Im(z) > 0}, me apotèlesma h tr�th per�ptwsh na taut�zetai me to
H. T¸ra oi automorfismo� twn parap�nw tri¸n epifanei¸n e�nai gnwsto�:
• Aut(C) = {z 7→ az + b : a, b ∈ C},

• Aut(P1(C)) = PSL2(C) = { metasqhmatismoÔ tou Möbius},

• Aut(H) = PSL2(R).An X̃ = P1(C), tìte X = P1(C).An X̃ = C, tìte h G ja prèpei na e�nai m�a diakrit  om�da apì metaforè,1blèpe sthn ergas�a tou [18℄, ìpou kai prosfèrontai trei diaforetikè apode�xei.2sthn bibliograf�a anafèretai san unit disk upper half plane equivalence theorem.



46 · Fuchsian Om�des Pr¸tou E�dousisìmorfh me to 0   thn SL2(Z)   èna lattice Λ me sunèpeia o X na e�nai o C   o
C/Z   k�poio tìro C/Λ.Sthn per�ptwsh pou X̃ = D, ja èqoume ìti k�je epif�neia Riemann antistoiqe�se m�a upoom�da tou PSL2(R), pou dra evenly ston D. Autè onom�zontai
Fuchsian Om�de.3.1 Transformation Groups kai Q¸roi Phl�kaSe aut  thn par�grafo, basismènoi ston [12℄ ja doÔme k�poie apì ti idiìthtem�a om�da metasqhmatism¸n (transformation group) pou dra se ènan topolo-gikì q¸ro. Ed¸ ìloi oi topologiko� q¸roi e�nai Hausdorff.Orismì 3.2. M�a topologik  om�da (  continuous group) (G,m, τ) e�nai ènatopologikì q¸ro (G, τ) pou èqei dom  om�da (G,m), me G na e�nai èna sÔnolo,
τ , m�a topolog�a kai m na dhl¸nei thn (pollaplasiastik ) pr�xh th om�da,ètsi ¸ste oi sunart sei:

G×G→ G me tÔpo x× y 7→ x · y

G→ G, me tÔpo x 7→ x−1,na e�nai suneqe� sunart sei. M�a telik  pro�pìjesh e�nai to monosÔnolo pouperièqei to tautotikì stoiqe�o th om�da {idG}, na e�nai kleistì, ètsi ¸ste
G \ {idG} ∈ τ.Apì ed¸ kai sto ex  ìtan ja mil�me gia m�a topologik  om�da, ant� naanaferìmaste sthn triplèta (G,m, τ), ja thn anafèroume gia lìgou suntom�asan G.'Estw t¸ra G na e�nai m�a topologik  om�da kai S èna topologikì q¸ro.H G lème ìti dra suneq¸ ston S   ìti h G e�nai m�a om�da metasqhmatism¸nston S an up�rqei m�a suneq  apeikìnish

G× S → S me tÔpo S ∋ (g, s) 7→ g · s ∈ S,ètsi ¸ste na ikanopoioÔntai ta ex :(i) (ab)s = a(bs) gia a, b ∈ G kai s ∈ S,(ii) idGs = s ∀s ∈ S.Apì ta parap�nw parathroÔme ìti h G dra sthn S (apì arister�), me thn sunh-jismènh ènnoia dr�sh om�da se sÔnolo3. Ep�sh gia k�je g ∈ G h apeikìnish
S ∋ s 7→ gs ∈ S e�nai èna omoiomorfismì tou S me ton eautì tou pou onom�zetai(arister ) metafor�. Sumbol�zoume me g(s) to gs. Gia k�je s ∈ S, sumbol�zoumeme Gs = {gs : g ∈ G} kai to kaloÔme, ìpw kai sto pr¸to kef�laio, troqi� tou
s mèsw th G,   pio apl� thn G-troqi� tou s. Duo shme�a me thn �dia G-troqi�onom�zontai G-isodÔnama.Sumbol�zoume me S/G to sÔnolo ìlwn twn G-troqi¸n twn shme�wn tou S4kai me π : S → S/G thn fusik  probol  me tÔpo π(s) = Gs. 'Ena uposÔnolo3isodÔnama mporoÔme na poÔme ìti o topologikì q¸ro S e�nai èna aristerì G-q¸ro,blèpe pr¸to kef�laio gia thn orolog�a.4o sumbolismì pou akolouje� o [12℄ diafèrei kaj¸ mil�ei gia arister  dr�sh th G stontopologikì q¸ro S kai ètsi sumbol�zei me G \S thn diamèrish se arister� sÔmploka. Ed¸ tonapofeÔgoume suneidht� kai katafeÔgoume se ènan pio gn¸rimo se em� sumbolismì.



3.1 Transformation Groups kai Q¸roi Phl�ka · 47
X ⊂ S/G e�nai anoiktì tou S/G an kai mìnon an to π−1(X) e�nai anoiktì tou
S. 'Etsi me fusiologikì trìpo or�zoume thn topolog�a phl�ko ston S/G. H πg�netai tìte m�a suneq  sun�rthsh kai anoikt . Pr�gmati an Y ⊂ S anoiktìtou S tìte to:

π−1(π(Y )) =
⋃

g∈G

g(Y ),e�nai anoiktì, san ènwsh anoikt¸n sunìlwn (h metafor� e�nai èna omoiomorfi-smì tou S kai sunep¸ m�a anoikt  apeikìnish.). Prèpei na prosèxoume ìti to
G/S den e�nai anagkastik� Hausdorff akìma kai an to S e�nai èna Hausdorfftopologikì q¸ro.Par�deigma: 'Estw o R me thn topolog�a pou ep�gei h sun jh metrik  (eukle�-deia) kai Q ⊂ R. Tìte o topologikì q¸ro R/Q den e�nai Hausdorff, kaj¸ giatuqa�a anoikt� diast mata h tom  tou ja e�nai di�forh tou kenoÔ. Ja perièqeito 0 ≡ p/q, me p, q ∈ Z giat� k�je di�sthma perièqei �peirou rhtoÔ.'Estw K m�a kleist  (me thn topologik  ènnoia) upoom�da tou G na dra apìdexi� sthn G, me pr�xh ton sun jh pollaplasiasmì. Tìte h K-troqi� enìstoiqe�ou g ∈ G e�nai èna aristerì sÔmploko gK. 'Eqoume thn topolog�a phl�ko
G→ G/K.Prìtash 3.3. H kleistìthta tou K exasfal�zei thn sunj kh Hausdorff gia tontopologikì q¸ro G/K.Apìdeixh: èstw aK 6= bK, me aK, bK ∈ G/K. Apì idiìthte sumplìkwnja èqw ìti a−1b /∈ K. Or�zw suneq  sun�rthsh f : G × G → G me tÔpo
f(x, y) = x−1y, h opo�a e�nai suneq  giat� mpore� na prokÔyei: pa�rnonta thnprobol  sthn pr¸th suntetagmènh kai sunjètont� thn me thn suneq  sun�rthshtou orismoÔ 3.2

fa : G×G π1→ G→ G me tÔpo (x, y) 7→ x 7→ x−1,kai sthn sunèqeia pa�rnonta thn probol  sthn deÔterh suntetagmènh fb : G ×
G

π2→ G ja èqw ìti h sun�rthsh f = (fa, fb) : G × G → G × G me tÔpo
(x, y) 7→ (x−1, y) ja e�nai suneq 5. Sunjètonta tèlo me thn suneq  sun�rthshtou pollaplasiasmoÔ prokÔptei h zhtoÔmenh suneq , san sÔnjesh suneq¸nsunart sewn, f . Tìte (a, b) /∈ f−1(K) giat� f(a, b) = a−1b. Kaj¸ h f e�naisuneq  sun�rthsh to f−1(K) ja e�nai kleistì touG×G. Ja up�rqoun anoiktèperioqè U, V twn a kai b ant�stoiqa tètoie ¸ste (U × V ) ∩ f−1(K) = ∅6.Pa�rnonta thn fusik  probol  h : G→ G/K, pou e�nai m�a anoikt  apeikìnish,ja èqw h(U)∩h(V ) = ∅ kai sunep¸ o G/K na e�nai èna Hausdorff topologikìq¸ro.♦T¸ra, èstw ìti K � G ètsi ¸ste h dr�sh th G ston G/K na e�nai kal�orismènh7, me g(xK) = gxK, me g ∈ G, x ∈ G. H apeikìnish (g, xK) 7→5sugkekrimèna apì ton [5℄ sto je¸rhma 7.4, sel�da 109 èqoume ìti h f : A → X×Y me tÔpo
f(a) = (f1(a), f2(a)) e�nai suneq  an kai mìnon an oi sunart sei suntetagmènwn f1 : A → Xkai f2 : A → Y e�nai suneqe� sunart sei. Me autìn ton trìpo mporoÔme na d¸soume ènan�llo isodÔnamo orismì gia ti topologikè om�de (blèpe [5℄, �skhsh 2, sel�da 144.):H G e�nai m�a topologik  om�da an h apeikìnish apì to G×G → G me tÔpo (x, y) 7→ x−1 · ye�nai suneq  kai to ant�strofo.6gnwr�zoume ìti an a /∈ K me K kleistì, tìte up�rqei anoikt  geitoni� tou a, èstw U ,tètoia ¸ste U ∩K = ∅.7dhlad  an x1x

−1
2 ∈ K, tìte (gx1)(gx2)−1 ∈ K.
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gxK : G× (G/K)→ G/K e�nai m�a suneq  apeikìnish kai h dr�sh th G e�naimetabatik .'Estw S èna Hausdorff topologikì q¸ro ston opo�o h G dra suneq¸ kaimetabatik�. Stajeropoi¸ èna t ∈ S kai jètw K = {g ∈ G : gt = t}. Hom�da K e�nai h upoom�da isotrop�a th G sto t   o stajeropoiht  tou t kaie�nai m�a kleist  upoom�da th G. Up�rqei m�a fusik  èna pro èna apeikìnish
λ : G/K → S, me tÔpo λ(gK) = gt. Gia k�je uposÔnolo X ⊂ S èqoume

λ−1(X) = {gK ∈ G/K : gt ∈ X} = h({g ∈ G : gt ∈ X})me h : G → G/K na e�nai h fusik  probol . ParathroÔme ìti to λ−1(X)e�nai anoiktì an to X e�nai anoiktì kai ètsi h λ e�nai m�a suneq  sun�rthsh.Epiprìsjeta ja èqoume ìti:Je¸rhma 3.4. H apeikìnish λ : G/K → S, e�nai èna omoiomorfismì an G,Se�nai topik� sumpage� topologiko� q¸roi kai h G èqei m�a arijm simh b�shanoikt¸n sunìlwn (  isodÔnama h G e�nai èna deÔtero arijm simo topologikìq¸ro).8Apìdeixh: 'Estw U anoiktì tou G kai g ∈ U . Gnwr�zonta ìti h λ e�nai1-1 kai ep� arke� na de�xw ìti sthn per�ptwsh tou jewr mato h apeikìnish e�naianoikt , dhlad  arke� na de�xw ìti to gt e�nai èna eswterikì shme�o tou Ut kaisunep¸ up�rqei anoikt  perioq  A tètoia ¸ste gt ∈ A ⊂ Ut.Genik� an hG e�nai m�a topologik  om�da kai A,B ⊂ G, tìte ja sumbol�zoumeme AB = {ab : a ∈ A kai b ∈ B}, A−1 = {a−1 : a ∈ A}. Ep�sh m�a geitoni� Vtou idG onom�zetai summetrik  an V = V −1. M�lista isqÔei ìti an U e�nai m�ageitoni� tou idG m�a topologik  om�daG, tìte up�rqei m�a summetrik  geitoni�
V tou idG ètsi ¸ste V V = V V −1 ⊂ U9. Tèlo k�ti pou ja qrhsimopoioÔmepolÔ suqn�10 e�nai ìti an X e�nai èna Hausdorff q¸ro tìte ja e�nai topik�sumpag  sto shme�o x an kai mìnon an gia k�je geitoni� U tou x, up�rqeigeitoni� Vx tou x, tètoia ¸ste V̄ e�nai sumpag  kai V̄ ⊂ U .Epistrèfonta sthn apìdeixh, gia g ∈ G ja èqoume:

G→ G/K → S → S

g
h7→ gK

λ7→ gt
∼=7→ t.Epilègw V na e�nai m�a sumpag  geitoni� tou idG, ètsi ¸ste V = V −1 kai

gV 2 ⊂ U . Apì thn upìjesh pou k�name to G, e�nai h ènwsh ∪ngnV arijm simwnto pl jo {gn} ⊂ G. T¸ra to gnV e�nai sumpag  kai h eikìna tou mèsw thsuneq  λ pou e�nai to gnV t e�nai sumpag  upìqwro tou S. O S e�nai èna
Hausdorff topologikì q¸ro kai ètsi to gnV t e�nai kleistì tou S. SÔmfwna meto l mma pou akolouje� èna toul�qiston gnV t prèpei na perièqei èna eswterikìshme�o. 'Omw h apeikìnish S ∋ t 7→ gnt ∈ S e�nai èna omoiomorfismì pouapeikon�zei k�je V t sto gnV t kai sunep¸ to V t èqei eswterikì shme�o, dhlad up�rqei vt ∈ V t kai A anoiktì tou S tètoio ¸ste vt ∈ A ⊂ V t. 'Omw:

gt = gv−1 · vt ∈ gv−1A ⊂ gV 2t ⊂ Ut.8to je¸rhma autì e�nai to ant�stoiqo th parat rhsh 1.27, gia suneqe� dr�sei topolo-gik¸n om�dwn se topologikoÔ q¸rou.9gia thn apìdeixh autoÔ, blèpe [13℄, sto l mma th sel�da 117.10gia thn apìdeixh blèpe [5℄ l mma 8.2, sel�da 185.



3.1 Transformation Groups kai Q¸roi Phl�ka · 49'Etsi to gt e�nai eswterikì shme�o tou Ut. T¸ra S = ∪ngnV t giat� h G drametabatik� sthn S kai arke� na apode�xoume ton isqurismì ma:L mma 3.5. 'Estw S 6= ∅ topik� sumpag  Hausdorff topologikì q¸ro kai
V1, . . . , Vn, . . . arijm sima to pl jo kleist� uposÔnola tou S, tètoia ¸ste S =
∪∞n=1Vn. Tìte toul�qiston k�poio apì ta Vn èqei èna eswterikì shme�o.Apìdeixh: Gia arq  ja doÔme ìti k�je topik� sumpag  kai Hausdorff to-pologikì q¸ro e�nai kanonikì, dhlad  gia k�je x /∈ F me F kleistì touparap�nw q¸rou, tìte up�rqoun Ux, VF anoikt� tou topologikoÔ q¸rou me
x ∈ Ux, F ⊂ VF , tètoia ¸ste Ux ∩ VF = ∅.Autì prokÔptei giat� èna Hausdorff topologikì q¸ro, e�nai topik� sumpag an kai mìnon an h sumpagopo�hsh tou enì shme�ou tou en lìgw q¸rou e�naièna Hausdorff topologikì q¸ro11. Gnwr�zonta t¸ra ìti k�je sumpag  kai
Hausdorff topologikì q¸ro e�nai T3

12, ètsi kai k�je upìqwro autoÔ tou to-pologikoÔ q¸rou ja e�nai T3.A epistrèyoume sthn apìdeixh. 'Estw t¸ra ìti kanèna apì ta Vn th u-pìjesh den èqei eswterik� shme�a (upojètoume dhlad  ìti V o
n = ∅, isodÔnamaìti ta Vn den perièqoun kanèna anoiktì tou S ektì tou ∅.). Pa�rnw W1 6= ∅anoiktì tou S, me W1 ⊂ W̄1 kai W̄1 na e�nai sumpag . Or�zw me autìn ton trìpo

W2,W3, . . . ètsi ¸ste Wn 6= ∅ kai Wn+1 ⊂ W̄n+1 ⊂ Wn \ Vn me Wn \ Vn, nae�nai anoiktì tou S. H teleuta�a sqèsh egkleismoÔ prokÔptei w ex : me tona e�nai o topologikì q¸ro S kanonikì, isoduname� me to na isqÔei ìti giak�je x ∈ S kai gia k�je anoikt  perioq  Ux tou x, na up�rqei anoiktì Wn ⊂ Stètoio ¸ste x ∈ W ⊂ W̄n ⊂ Ux. Antikajist¸nta to Ux me Wn \ Vn prokÔpteito zhtoÔmeno kaj¸ an x ∈ Vn, tìte anagkastik� x ∈ V o
n , pr�gma �topo apìthn upìjes  ma. 'Etsi ta W̄n apoteloÔn m�a fj�nousa akolouj�a mh ken¸n kaisumpag¸n sunìlwn, pou èqei san apotèlesma13 ìti ∩nW̄n 6= ∅. Pr�gma �to-po giat� stajeropoi¸nta èna Wn kai k�nonta qr sh twn nìmwn De Morganbr�skoume ìti:

∩nW̄n ⊂ ∩n(Wn \ Vn) = ∅.♦Prìtash 3.6. 'Estw G topologik  om�da pou dra suneq¸ se ènan topik�sumpag  Hausdorff q¸ro S. Tìte o S/G e�nai sumpag  an kai mìnon an up�rqeièna sumpagè uposÔnolo C tou S tètoio ¸ste GC = S.Apìdeixh: 'Estw π : S → S/G. An G · C = S tìte π(C) = S/G. Kaj¸h π e�nai suneq  apeikìnish kai o C sumpagè uposÔnolo tou S, o S/G, jae�nai sumpag . Ant�strofa, an o S/G e�nai sumpag  tìte S/G = ∪iπ(Ui), mepeperasmèno arijmì anoikt¸n Ui, pou mèsw th anoikt  π ma d�noun pepera-smèna anoikt� π(Ui), twn opo�wn oi kleistìthte Ūi e�nai sumpag  uposÔnola,apì thn topik  sump�geia tou q¸rou S. 'Etsi S = G · (∪iŪi) kai gnwr�zoume ìtipeperasmène en¸sei sumpag¸n ma d�noun sumpagè sÔnolo.♦'Estw G na e�nai m�a topologik  om�da. 'Ena M ⊂ G mpore� na èqei shme�asuss¸reush ston G akìma kai an h epag¸menh apì to M topolog�a e�nai hdiakrit . An t¸ra to M tuqa�nei na e�nai kai upoom�da tou G tìte h M ja e�nai11blèpe [13℄, sel�da 146.12ennooÔme ìti e�nai kanonikì kai (T1). Gia thn akr�beia gnwr�zoume ìti k�je sumpag kai Hausdorff topologikì q¸ro e�nai T4 (fusiologikì kai T1) kai ìti T4 ⇒ T3. Blèpediaqwristik� axi¸mata topologik¸n q¸rwn.13blèpe [5℄, sel�da 271.



50 · Fuchsian Om�des Pr¸tou E�dousm�a topologik  om�da14 me topolog�a thn sqetik  topolog�a san èna uposÔnolotou G, dhlad  τM = {M ∩A : A ∈ τG}. Onom�zoume thn M diakrit  upoom�dath G an h epag¸menh apì thn M topolog�a e�nai h diakrit . Ep�sh ja èqoume:Prìtash 3.7. 'Estw Γ upoom�da th G. A upojèsoume ep�sh ìti h epag¸-menh topolog�a th Γ e�nai topik� sumpag . Tìte h Γ e�nai kleist  sthn G.Eidikìtera an h Γ e�nai diakrit  upoom�da th G, tìte h Γ e�nai kleist  th Gkai den èqei shme�o suss¸reush sthn G.Apìdeixh: 'Estw ìti h Γ èqei m�a sumpag  geitoni� C tou idG. Pa�rnoume m�aanoikt  geitoni� tou idG, èstw U sto G tètoia ¸ste U ∩ Γ ⊂ C. 'Estw x ∈ Γ̄,ja de�xoume ìti x ∈ Γ. Br�skw geitoni� V tou x tètoia ¸ste V −1 · V ⊂ U .Tìte ((V ∩ Γ)−1) · (V ∩ Γ) ⊂ C, me V ∩ Γ 6= ∅, afoÔ x ∈ Γ̄. 'Etsi pa�rnw
y ∈ V ∩ Γ ⇒ y−1 ∈ (V ∩ Γ) ⊂ C ⇒ (V ∩ Γ) ⊂ yC. Tìte k�je geitoni� Wx tou
x ja èqw (Wx ∩ V ) ∩ Γ 6= ∅ kai �ra x ∈ (V ∩ Γ). 'Omw o yC e�nai sumpag uposÔnolo Hausdorff q¸rou kai �ra kleistì, me sunèpeia V ∩Γ ⊂ yC ⇒ V ∩ Γ ⊂
yC ⇒ x ∈ yC ⊂ Γ kai Γ kleist  upoom�da tou G. Tèlo epeid  Γ′ ⊂ Γ ja èqwìti k�je shme�o th Γ na e�nai memonwmèno.♦Prìtash 3.8. 'Estw(i) G na e�nai m�a topik� sumpag  topologik  om�da kai(ii) K na e�nai m�a sumpag  upoom�da th G.Jètonta S = G/K kai h : G → S na e�nai h fusik  probol , ja èqw ìtian A e�nai èna sumpagè uposÔnolo tou S, tìte to h−1(A) e�nai èna sumpagèuposÔnolo tou G. 'Etsi h h g�netai m�a proper sun�rthsh.Apìdeixh: Epilègw èna anoiktì k�lumma {Vi : Vi ∈ τG, i ∈ I} tou G ètsi¸ste k�je mèlo tou na èqei sumpag  kleistìthta kai pa�rnw ti eikìne touston q¸ro S mèsw th anoikt  h. Kaj¸ to A sumpagè uposÔnolo tou Sja isqÔei A ⊂ ∪ih(Vi) me |I| < ∞ kai V̄i sumpag  gia k�je de�kth i. 'Etsi
h−1(A) ⊂ ∪iViK ⊂ ∪iV̄iK me V̄iK sumpag  gia k�je peperasmèno i (k�je V̄iKe�nai h eikìna enì sumpagoÔ sunìlou (V̄i,K) mèsw th suneq  sun�rthshtou pollaplasiasmoÔ: · : G × G → G.). Sunep¸ to h−1(A) e�nai kleistì,kaj¸ h h e�nai suneq  sun�rthsh, uposÔnolo sumpagoÔ kai �ra sumpagè.♦Prìtash 3.9. 'Estw G,K, S, h ìpw thn prohgoÔmenh prìtash. Ta akìloujae�nai isodÔnama:(i) H Γ e�nai m�a diakrit  upoom�da th G,(ii) gia k�je duo sumpag  uposÔnola A,B tou S to sÔnolo {g ∈ Γ : g(A)∩B 6=

∅} e�nai peperasmèno.Apìdeixh: Jètw C = h−1(A), D = h−1(B) pou e�nai sumpag  uposÔnola tou
G apì thn prìtash 3.8 kai epilègw èna g ∈ Γ. An g(A)∩B 6= ∅ tìte èna shme�otou sunìlou autoÔ ja e�nai to g(a) = b, me a ∈ A, b ∈ B kai efarmìzontathn h−1, pa�rnw gh−1(a) = h−1(b). 'Etsi ja èqoume gC ∩D 6= ∅ kai sunep¸
g ∈ Γ∩ (DC−1). 'Omw kaj¸ to (DC−1) e�nai sumpag  kai h tom  tou me ènadiakritì sÔnolo ja prèpei na ma d¸sei èna peperasmèno sÔnolo.14blèpe [13℄, to je¸rhma sthn sel�da 113.



3.1 Transformation Groups kai Q¸roi Phl�ka · 51Ant�strofa, pa�rnw V na e�nai èna m�a sumpag  geitoni� tou idG sto G kaijètw t = h(idG). Tìte Γ ∩ V ⊂ {g ∈ Γ : gt ∈ h(V )}, me A := {t}, B := h(V )sumpag . 'Etsi to Γ ∩ V peperasmèno kai h Γ e�nai diakrit .♦Parat rhsh 3.10. De�xame ìti h Γ dra properly discontiously15 ston S.Pìrisma 3.11. Pa�rnonta ta G,K, S, h ìpw sthn prìtash 3.8 kai to Γ nae�nai m�a diakrit  upoom�da th G, ja èqoume ìti gia k�je z ∈ S to {g ∈ Γ :
gz = z} e�nai èna peperasmèno sÔnolo. Pr�gmati kaj¸ h h k�tw apì autèti pro�pojèsei e�nai m�a proper apeikìnish, ja èqoume ìti to h−1({z}) e�naisumpagè kai ètsi to sÔnolo h−1({z})∩Γ = {g ∈ Γ : gz = z} e�nai peperasmèno.Apì ed¸ kai sto ex  èw to tèlo th paragr�fou, ta G,K, S, h ja e�naiìpw sthn prìtash 3.8 en¸ to Γ ja e�nai m�a diakrit  upoom�da th G.Prìtash 3.12. Gia k�je z ∈ S, up�rqei m�a geitoni� U tou z tètoia ¸ste
{g ∈ Γ : g(U) ∩ U 6= ∅} = {g ∈ Γ : g(z) = z}.Apìdeixh: 'Estw V na e�nai m�a sumpag  geitoni� tou z. Apì thn prìtash 3.9,to sÔnolo {g ∈ Γ : g(V ) ∩ V 6= ∅} ja e�nai peperasmèno, èstw na apotele�taiapì {g1, . . . , gr} stoiqe�a. A e�nai ta {g1, . . . , gs} aut� pou stajeropoioÔn to z,dhlad  gi(z) = z gia k�je 1 ≤ i ≤ s. Gia k�je de�kth i > s epilègw Vi geitoniètou z kai Wi geitoniè tou gi(z), tètoie ¸ste Vi ∩Wi = ∅ ∀ i > s. Jètw

U = V ∩ (∩i>s(Vi ∩ g−1
i Wi)).Tìte gia i > s ja èqw ìti giU ⊂ Wi me Wi ∩ Vi = ∅ gia k�je de�kth i, U ⊂ Vikai gi(U) ∩ U = ∅. ♦Prìtash 3.13. An dÔo shme�a tou S, z, w den e�nai Γ-isodÔnama, tìte up�rqounperioqè Uz, Vw twn z kai w ant�stoiqa, tètoie ¸ste g(Uz) ∩ Vw = ∅ ∀g ∈ Γ.Apìdeixh: 'Estw X,Y sumpage� geitoniè twn z kai w ant�stoiqa. Apì thnprìtash 3.9 ja èqw ìti to {g ∈ Γ : g(X) ∩ Y 6= ∅} e�nai èna peperasmènosÔnolo, èstw {g1, . . . , gr}. Kaj¸ ta z, w den an koun sthn �dia troqi�, ja èqwìti gi(z) 6= w ∀i ∈ [1, r]. 'Etsi up�rqoun geitoniè Ui tou gi(z) kai Vi tou wtètoie ¸ste Ui ∩ Vi = ∅ (o S e�nai Hausdorff). Jètonta

U = X ∩ g−1(U1) ∩ . . . ∩ g−1
r (Ur) kai V = Y ∩ V1 ∩ . . . ∩ Vr,prokÔptei to zhtoÔmeno, kaj¸ gU ⊂ Ui, V ⊂ Vi kai Ui ∩ Vi = ∅ gia k�jede�kth i.♦T¸ra èstw S/Γ na dhl¸nei to sÔnolo ìlwn twn Γ-troqi¸n twn shme�wn tou

S. Apì thn prohgoÔmenh prìtash ja èqoume ìti o q¸ro S/Γ, efodiasmèno methn topolog�a phl�ko, ja e�nai èna Hausdorff topologikì q¸ro. 'Eqoume toparak�tw metajetikì di�gramma:
G −→ S = G/K
↓ ↓

G/Γ −→ S/Γsto opo�o ìle oi apeikon�sei e�nai suneqe� kai anoiktè.15blèpe pr¸to kef�laio th paroÔsa ergas�a.



52 · Fuchsian Om�des Pr¸tou E�dousDuo upoom�de Γ,Γ′ th G onom�zontai commensurable an o de�kth thtom  tou, Γ ∩ Γ′ sthn Γ kai Γ′ e�nai peperasmèno.'Ena grammikì klasmatikì metasqhmatismì   diaforetik� metasqhmati-smì tou Möbius e�nai m�a 1-1 kai ep� apeikìnish th sfa�ra tou Riemann poud�netai apì ton tÔpo:
f(z) =







az+b
cz+d , gia k�je z 6= −d/c,∞,
a
c , gia z =∞,
∞, gia z = −d/c.'Opou a, b, c, d ∈ C kai ad−bc 6= 0.Mpore� na deiqje� ìti oi grammiko� klasmatiko�metasqhmatismo� sqhmat�zoun om�da me pr�xh thn sÔnjesh sunart sewn16. Apìgewmetrik  skopi�, h om�da twn klasmatik¸n metasqhmatism¸n e�nai h om�datwn (analutik¸n)17 automorfism¸n th sfa�ra tou Riemann.3.2 Taxinìmhsh Grammik¸n Klasmatik¸nMetasqhmatism¸nA doÔme gia arq  tou grammikoÔ klasmatikoÔ metasqhmatismoÔ ston C ∪

{∞}. 'Estw σ =

[

a b
c d

]

∈ GL2(C) kai z ∈ C ∪ {∞}. Jètoume
σ(z) =

az + b

cz + d
.'Estw ìti o parap�nw den e�nai o tautotikì metasqhmatismì, upojètoume dh-lad  ìti σ 6= α · I2×2, me α ∈ C. Apì thn jewr�a twn kanonik¸n morf¸n tou

Jordan, pa�rnoume ìti o p�naka σ ja e�nai suzug  me m�a apì ti akìlouje mor-fè an�loga, me to an èqei m�a idiotim  pollaplìthta dÔo,   dÔo diaforetikèidiotimè:
(i)

[

λ 1
0 λ

]

, (ii)

[

λ 0
0 µ

]

, me λ 6= µ.Gi �utìn ton lìgo o metasqhmatismì e�nai èna apì tou dÔo:
(i) z 7→ z + λ−1, (ii) z 7→ cz, c 6= 1.Sthn pr¸th per�ptwsh kaloÔme to σ parabolikì. Sthn deÔterh per�ptwsh to σonom�zetai elleiptikì an |c| = 1 kai uperbolikì an c ∈ R+. Diaforetik� to σkale�tai loxodomikì. O orismì autì isqÔei tìso gia tou metasqhmatismoÔìso kai gia tou p�nake. O tautotikì metasqhmatismì den perilamb�netaisthn parap�nw taxinìmhsh.ParathroÔme ìti o arijmì twn stajer¸n shme�wn tou σ e�nai èna   dÔoan�loga me to an h σ e�nai èna parabolikì metasqhmatismì   ìqi. An epiprì-sjeta b�loume thn sunj kh det(σ) = 1 tìte h taxinìmhsh mpore� na g�nei me to�qno tou p�naka σ, tr(σ):Prìtash 3.14. 'Estw σ ∈ SL2(C), me σ 6= ±I2×2. Tìte ja èqoume:(i) to σ e�nai parabolikì an kai mìnon an to tr(σ) = ±2,16blèpe [8℄, sel�da 168.17sthn gl¸ssa th migadik  an�lush, oi omoiomorfismo� e�nai oi sÔmmorfe (conformall)apeikon�sei, blèpe [10℄ sel�da 285.



3.2 Taxinìmhsh Grammik¸n Klasmatik¸n Metasqhmatism¸n · 53(ii) to σ e�nai elleiptikì an kai mìnon an to tr(σ) e�nai pragmatikì kai |tr(σ)| <
2,(iii) to σ e�nai uperbolikì an kai mìnon an to tr(σ) e�nai pragmatikì kai |tr(σ)| >
2,(iv) to σ e�nai loxodromikì an kai mìnon an to tr(σ) den e�nai pragmatikì.Apìdeixh: Kaj¸ det(σ) = 1 h kanonik  Jordan morf  tou σ, ja e�nai σ =

[

±1 1
0 ±1

]   σ =

[

λ 0
0 λ−1

] me λ 6= ±1. T¸ra kaj¸ oi idiotimè prèpei naepalhjeÔoun thn ex�swsh λ2 − tr(σ) · λ+ det(σ) = 0⇒ λ2 − tr(σ) · λ+ 1 = 0, hpr¸th per�ptwsh prokÔptei an h diakr�nousa w pro λ e�nai �sh me to mhdèn, hdeÔterh ìtan e�nai mikrìterh tou mhdenì kai h tr�th ìtan e�nai megalÔterh. Ant¸ra σ =

[

λ 0
0 λ−1

] kai tr(σ) = λ + λ−1 ∈ R, ja èqw ìti: an λ ∈ R ⇒ to
σ prèpei na e�nai uperbolikoÔ tÔpou. An λ ∈ C ⇒ to λ, ìpw kai h suzug idiotim  tou λ̄, prèpei na e�nai lÔsei th λ2 − tr(σ) · λ + 1 = 0 kai sunep¸ japrèpei λ · λ̄ = 1. 'Etsi to σ e�nai elleiptikì. Sumperasmatik� to σ den mpore� nae�nai loxodromikì an tr(σ) ∈ R. ♦A perioristoÔme stou metasqhmatismoÔ me pragmatikoÔ p�nake. Gia z ∈
C kai α =

[

p q
r s

]

∈ GL2(R), jètw
j(α, z) = rz + s. (3.1)An w = α(z) = pz+q

rz+s , tìte ja èqoume:
α

[

z
1

]

=

[

az + b
cz + d

]

=

[

w
1

]

· j(α, z).Ep�sh an w′ = α(z′),
α ·

[

z z′

1 1

]

=

[

w w′

1 1

]

=

[

j(α, z) 0
0 j(α, z′)

]

. (3.2)Antikajist¸nta me z̄ kai w̄ ta z′ kai w′ ant�stoiqa kai pa�rnonta thn or�zousaja èqw:
det(α) · Im(z) = Im(α(z)) · |j(α, z)|2. (3.3)'Estw t¸ra

H = {z ∈ C : Im(z) > 0},na dhl¸nei to migadikì �nw hmiep�pedo (sthn bibliograf�a anafèretai kai san
Poincarè upper half plane.). Ep�sh jètw:

GL+
2 = {α ∈ GL2(R) : det(α) > 0}.An α ∈ GL+

2 (R), tìte apì thn 3.3, to α apeikon�zei to H ston eautì tou. Meautìn ton trìpo prokÔptei ìti GL+
2 (R) ∼= Aut(H).Up�rqei m�a dr�sh th SL2(R) ston H:

SL2(R)×H→ H, me tÔpo (α, z) 7→ α(z).



54 · Fuchsian Om�des Pr¸tou E�dousMe z ∈ H kai α =

[

p q
r s

]

∈ SL2(R). T¸ra apì thn 3.3 ja èqoume ìti gia k�je
z ∈ H, to α(z) ∈ H, kaj¸ an Im(z) > 0⇒ Im(α(z)) > 0. 'Otan d¸soume sthn
H kai SL2(R) ti fusikè topolog�e tou, h parap�nw dr�sh e�nai suneq .Apì thn 3.2 ja èqoume:

j(αβ, z) = j(α, β(z))j(β, z). (3.4)Pr�gmati: an β =

[

a b
c d

]

, kai α =

[

p q
r s

] tìte j(αβ, z) = (ar + sc)z +

rb + sd kai j(α, β(z))j(β, z) = (rβ(z) + s) · (cz + d) = (r az+b
cz+d + s)(cz + d) =

(r(az+ b)+ s(cz+d)) = (ar+ sc)z+ rb+ sd. Ep�sh antikajist¸nta to z+dz,me z′ sthn 3.2 kai pa�rnonta thn or�zousa, ja èqoume:
d

dz
α(z) = det(α) · j(α, z)−2. (3.5)Gia α =

[

p q
r s

]

∈ SL2(R) kai gia i =
√
−1 tìte parathroÔme ìti α(i) = i⇔

pi+q
ri+s = i an kai mìnon an pi+ q = −r+ is ⇔ p = s kai q = −r kai det(α) = 1.'Etsi h

SO2(R) = {α ∈ SL2(R) : αT · α = I2×2},e�nai h upoom�da isotrop�a tou SL2(R) sto i. H dr�sh th SL2(R) ston H pouperigr�yame parap�nw e�nai metabatik :Pr�gmati: Gia tuqa�o z ∈ H arke� na de�xw ìti up�rqei α ∈ SL2(R), tètoio¸ste α(i) = z. Pa�rnonta z = x + yi, me y > 0 kai epilègonta α := y−
1
2 ·

[

y x
0 1

]

∈ SL2(R), ja èqw α(i) = z. Epilègonta t¸ra èna z′ 6= z, ja up�rqeisÔmfwna me ta parap�nw èna α′ ∈ SL2(R) tètoio ¸ste α′(i) = z′. 'Etsi de�xameìti gia k�je z, z′ ∈ H up�rqei stoiqe�o tou SL2(R), to α′ ·α−1 me α′ ·α−1(z) = z′kai �ra h dr�sh e�nai metabatik .Apì to je¸rhma 3.4, prokÔptei ìti to SL2(R)/SO2(R) ∼= H, me tÔpo α ·
SO2(R) 7→ α(i). Sugkentr¸nonta ta parap�nw mporoÔme na èqoume thn ex prìtash:Prìtash 3.15. (i)H om�da SL2(R) dra metabatik� ston H ètsi ¸ste giak�je z, z′ ∈ H up�rqei èna α ∈ SL2(R), tètoio ¸ste α(z) = z′,(ii) H dr�sh tou SL2(R) ston q¸ro H ep�gei ènan isomorfismì:

SL2(R)/± I2×2 → Aut(H),me Aut(H) na dhl¸noun ìlou tou analutikoÔ isomorfismoÔ apì to Hston eautì tou,(iii) o stajeropoiht  tou i e�nai h om�da SO2(R),(iv) tèlo h apeikìnish
SL2(R)/SO2(R)→ H,me tÔpo α · SO2(R) 7→ α(i) e�nai èna omoiomorfismì.



3.2 Taxinìmhsh Grammik¸n Klasmatik¸n Metasqhmatism¸n · 55Apìdeixh: (ii) Gia arq  ja de�xoume ìti h apeikìnish e�nai 1-1, de�qnonta ìtimìno to ±I2×2 dra me tetrimmèno trìpo ston H. Pr�gmati an α(z) =

[

p q
r s

]

·

z = z ⇒ pz+q
rz+s = z ⇒ rz2 +z(s−p)−q = 0. An autì isqÔei gia k�je z ∈ H tìte

q = r = 0 kai s = p. 'Etsi α =

[

p 0
0 p

]. Autì o p�naka èqei diakr�nousa�sh me thn mon�da an kai mìnon an p = ±1 kai ètsi de�xame to zhtoÔmeno. Sthnsunèqeia, ja de�xoume ìti e�nai ep� Pa�rnonta èna γ ∈ Aut(H), gnwr�zoume apìto (i), ìti up�rqei α ∈ SL2(R), tètoio ¸ste α(i) = γ(i). Antikajist¸nta to
γ, me α−1 ◦ γ, ja èqoume ìti γ(i) = i, gegonì pou isoduname� apì to (iii), me
γ ∈ SO2(R) ⊂ SL2(R). ♦Se autì to shme�o, ja melet soume kalÔtera tou metasqhmatismoÔ pouproèrqontai apì ta stoiqe�a tou SL2(R). Apì thn prìtash 3.14, èqoume ìti h
SL2(R) den perièqei loxodromikoÔ metasqhmatismoÔ. Exait�a th metabatik dr�sh, gia k�je z ∈ H mporoÔme na broÔme τ ∈ SL2(R), me τ(i) = z. TìteprokÔptei to metajetikì di�gramma:

i
τ−→ z

SO2(R) ↓ ↓ α

i
τ−→ z

,pou ma odhge� sto:
τ · SO2(R) · τ−1 = {α ∈ SL2(R) : α(z) = z}.K�je stoiqe�o tou SO2(R) èqei idiotimè apìluth tim  �sh me thn mon�da: anto λ e�nai m�a idiotim  kai v to ant�stoiqo idiodi�nusm� th, ja èqw ìti gia k�je

α ∈ SO2(R) na isqÔei α · v = λ · v, dhlad  λ2(v, v) = (λv, λv) = (α · v, α · v) =
(v, αT · α · v) = (v, v) ⇒ λ2 = 1 ⇒ |λ| = 1. 'Etsi k�je stoiqe�o tou SL2(R)me toul�qiston èna stajerì shme�o ston H, prèpei na e�nai e�te to ±I2×2 e�te nae�nai elleiptikì.Gia k�je s ∈ R ∪ {∞}. jètw:

F (s) = {α ∈ SL2(R) : α(s) = s},
P (s) = {α ∈ F (s) : α na e�nai parabolikì   = ±I2×2}.Kaj¸ h SL2(R) dra metabatik� sthn sfa�ra tou Riemann, mporoÔme na broÔmestoiqe�o σ ∈ SL2(R) me σ(∞) = s. Tìte ja èqoume F (s) = σ · F (∞) · σ−1 kai

P (s) = σ · P (∞) · σ−1. 'Etsi blèpoume ìti:
F (∞) = {

[

a b
0 a−1

]

: a ∈ R∗, b ∈ R},

P (∞) = {±
[

1 h
0 1

]

: h ∈ R} ∼= R× {±1}.'Etsi an èna stoiqe�o σ ∈ SL2(R)\{±I2×2}, èqei toul�qiston èna stajerì shme�osthn sfa�ra tou Riemann, tìte to σ e�nai e�te parabolikì e�te uperbolikì. E�naifanerì pw skopì ma e�nai na taxinom soume tou metasqhmatismoÔ sÔmfwname ta stajer� tou shme�a. Apì ta parap�nw, èpetai h akìloujh prìtash:Prìtash 3.16. 'Estw σ ∈ SL2(R) \ {±I2×2}. Tìte:



56 · Fuchsian Om�des Pr¸tou E�dous(i) to σ e�nai parabolikì an kai mìnon an èqei monadikì stajerì shme�o sto
P1(R) kai kanèna stajerì shme�o ston H,(ii) to σ e�nai elleiptikì an kai mìnon an èqei èna stajerì shme�o z ∈ H kaikanèna stajerì shme�o ston P1(R),(iii) to σ e�nai uperbolikì an kai mìnon an èqei dÔo (diaforetik�) stajer� shme�asto P1(R) kai kanèna ston H.Pìrisma 3.17. 'Estw σ ∈ SL2(R)\ {±I2×2} kai m ∈ Z, me σm 6= ±I2×2. Tìteto σ e�nai parabolikì (ant�stoiqa elleiptikì, uperbolikì) an kai mìnon an to σme�nai parabolikì (ant�stoiqa, elleiptikì, uperbolikì).'Estw t¸ra Γ na e�nai m�a diakrit  upoom�da tou SL2(R). 'Ena shme�o z ∈ Honom�zetai elleiptikì stajerì shme�o th Γ an up�rqei èna elleiptikì stoiqe�o

σ ∈ Γ tètoio ¸ste σ(z) = z. 'Omoia èna shme�o s ∈ P1(R), onom�zetai cusp tou
Γ an up�rqei up�rqei parabolikì stoiqe�o τ ∈ Γ, tètoio ¸ste τ(s) = s. An we�nai èna cusp tou Γ (ant�stoiqa èna elleiptikì stajerì shme�o), kai γ ∈ Γ, tìtekai to γ(w) e�nai ep�sh cusp (elleiptikì stajerì shme�o) tou Γ.Prìtash 3.18. An to z e�nai èna elleiptikì stajerì shme�o tou Γ, tìte h
{γ ∈ Γ : γ(z) = z} e�nai m�a peperasmènh kai kuklik  om�da.Apìdeixh: An τ ∈ SL2(R) me τ(i) = z, ja èqoume ìti {σ ∈ Γ : σ(s) = s} =
τ ·SO2(R) · τ−1 ∩Γ. T¸ra h SO2(R) e�nai sumpag  giat� SO2(R) ∼= C me C nae�nai o migadikì kÔklo akt�na �sh me thn mon�da (pou e�nai sumpag ), mèswth apeikìnish exp iθ 7→

[

cos(θ) sin(θ)
− sin(θ) cos(θ)

] me θ ∈ [0, 2π). Sunep¸ h tom sumpagoÔ me diakritì sÔnolo, prèpei na ma d¸sei peperasmèno sÔnolo. Ep�shh SO2(R) e�nai isìmorfh me to R/Z18, pou oi peperasmène upoom�de tou, e�naiìle kuklikè.♦Prìtash 3.19. 'Estw s na e�nai èna cusp tou Γ, kai Γs = {σ ∈ Γ : σ(s) = s}.Tìte h Γs/(Γ ∩ {±I2×2}) e�nai isìmorfh me thn Z. Ep�sh k�je stoiqe�o tou Γse�nai to ±I2×2   e�nai parabolikì, dhlad  Γs = Γ ∩ P (s).Apìdeixh: Kaj¸ to P (s) ∼= R×{±1}, ja èqw ìti (Ps ∩Γ)/Γ∩ {±I2×2} jae�nai isìmorfo me m�a ìqi tetrimmènh, �peirh kai diakrit  upoom�da tou R, dhlad to Z. Qwr� bl�bh th genikìthta upojètoume ìti s = ∞. Pa�rnoume ènangenn tora σ =

[

±1 h
0 ±1

]

modulo(±1) th om�da aut . Upojètoume ìtito Γs perièqei èna uperbolikì stoiqe�o τ =

[

a b
0 a−1

]

, |a| 6= 1. Upojètoumeep�sh ìti |a| < 1. Tìte τστ−1 =

[

±1 a2h
0 ±1

]

∈ P (s)∩Γ.Me autìn ton trìpo,odhghj kame se �topo, kaj¸ |a2h| < |h| en¸ gnwr�zoume ìti [

±1 h
0 ±1

]n

=
[

(−1)n n · hn−1

0 (−1)n

]

, me n ∈ N. Sunep¸ Γs = P (s) ∩ Γ. ♦18èpetai apì to pr¸to je¸rhma isomorfism¸n, an to efarmìsoume ston epimorfismì (R,+) →
(C, ·) pou stèlnei k�je x sto exp 2πix.



3.2 Taxinìmhsh Grammik¸n Klasmatik¸n Metasqhmatism¸n · 57Prìtash 3.20. Ta stoiqe�a tou Γ pou èqoun peperasmènh t�xh, apoteloÔntaiapì ta elleiptik� stoiqe�a, maz� me to {±I2×2}.Apìdeixh: An èna stoiqe�o σ ∈ SL2(R) èqei peperasmènh t�xh, tìte to σ, japrèpei na e�nai suzugè ston SL2(C) me èna p�naka th morf  [

ζ 0
0 ζ̄

], me ζ nae�nai m�a r�za th mon�da. Apì ton arqikì orismì ma to σ ja e�nai elleiptikìan ζ 6= ±1. To ant�strofo èpetai apì thn prìtash 3.18.♦Prìtash 3.21. To sÔnolo ìlwn twn elleiptik¸n stajer¸n shme�wn tou Γ denèqei shme�o suss¸reush ston H.Apìdeixh: 'Estw pw èqei shme�o suss¸reush w ∈ H. Tìte ja up�rqeim�a akolouj�a apì stajer� elleiptik� shme�a {zn} ∈ Γ pou ja sugkl�nei seèna w ∈ H. Apì thn prìtash 3.12, up�rqei perioq  U tou w tètoia ¸ste gia
γ ∈ Γ na isqÔei γ(U) ∩ U 6= ∅ an kai mìnon an γ(w) = w. Apì thn sÔgklishth akolouj�a prokÔptei ìti gia k�poio meg�lo n ∈ N ja èqw zn ∈ U kai
w 6= zn. 'Etsi ja èqoume γ(zn) = zn gia k�poio elleiptikì stoiqe�o γ ∈ Γ. Tìte
γ(U)∩U 6= ∅⇒ γ(w) = w. 'Etsi to γ èqei dÔo stajer� shme�a ston H, pr�gma�topo. ♦K�je p�naka tou SL2(R) (  tou GL+

2 (R) ant�stoiqa ), den prèpei na tonsugqèoume me ton metasqhmatismì ston H pou ton anaparist�.Prìtash 3.22. 'Estw σ na e�nai èna elleiptikì stoiqe�o tou Γ. An o p�naka σèqei �rtia t�xh 2h, tìte h Γ perièqei to −I2×2 kai o metasqhmatismì z 7→ σ(z)èqei t�xh h.Apìdeixh: MporoÔme na broÔme èna τ ∈ GL2(C), tètoio ¸ste τστ−1 =
[

ζ 0
0 ζ̄

], me ζ na e�nai m�a prwtarqik 19, 2h-ost  r�za th mon�da. Tìte
ζh = −1 kai ètsi σh = −I2×2. ♦Pìrisma 3.23. An h Γ den perièqei to −I2×2, tìte k�je elleiptikì stoiqe�o tou
Γ èqei peritt  t�xh.Gia na diaqwr�soume thn om�da twn metasqhmatism¸n apì thn om�da pin�kwn,ja sumbol�zoume me Γ̄ thn eikìna th Γ mèsw th fusik  apeikìnish:

SL2(R)→ SL2(R)/ ± I2×2
∼= PSL2(R)20.Me thn PSL2(R) na e�nai mia upoom�da twn Möbius metasqhmatism¸n. Gia ènaelleiptikì stajerì shme�o z ∈ Γ, h t�xh th om�da:

{σ ∈ Γ̄ : σ(z) = z},ja onom�zetai h t�xh tou elleiptikoÔ stajeroÔ shme�ou z sqetik  me thn Γ.Prìtash 3.24. Den up�rqei elleiptikì   parabolikì α ∈ SL2(R), pou na e�naisuzugè sth SL2(R) me to α−1, par� mìno ta uperbolik� stoiqe�a.19dhlad  to ζ e�nai m�a 2h-ost  r�za th mon�da all� den e�nai m�a n-ost  r�za th mon�dagia k�je 0 < n < 2h. Gia par�deigma h ζ = expπi/h = cos(π/h) + i sin(π/h) kai ζh =
cos(π) + i sin(π) = −1.20genik� gnwr�zoume ìti SL2(V )/Z(V ) ∼= PSL2(V ), me Z(V ) na e�nai to kèntro th SL2(V )kai V èna dianusmatikì q¸ro p�nw apì èna s¸ma F .



58 · Fuchsian Om�des Pr¸tou E�dousApìdeixh: 'Estw pw γαγ−1 = α−1, gia k�poio γ ∈ SL2(R). An to α e�naielleiptikì, ja èqei èna stajerì shme�o ston H èstw z kai sunep¸ up�rqeièna τ ∈ SL2(R) me τ · α · τ−1 ∈ SO2(R). Jètw τ · α · τ−1 =

[

p q
−q p

] kai
τ · γ · τ−1 =

[

a b
c d

]. Tìte ja èqoume ìti q 6= 0 kaj¸ to α e�nai elleiptikìkai
γ · α = α−1 · γ ⇔

[

a b
c d

]

·
[

p q
−q p

]

=

[

p −q
q p

]

·
[

a b
c d

]

,apì to opo�o prokÔptei ìti a = −d, b = c kai 1 = det(γ) = −(a2 + b2), poue�nai �topo giat� a, b ∈ R. An to α e�nai parabolikì, mporoÔme na epilèxoume τètsi ¸ste τ · α · τ−1 = ±
[

1 h
0 1

]. Tìte [

a b
c d

]

·
[

1 h
0 1

]

=

[

1 −h
0 1

]

·
[

a b
c d

]

, pou ja e�qe san sunèpeia c = 0, a = −d kai 1 = det(γ) = −a2,pr�gma pou e�nai �topo gia akìma m�a for�. ♦3.3 O Topologikì Q¸ro H∗/ΓSe aut n thn par�grafo, h Γ e�nai m�a diakrit  upoom�da tou SL2(R) kai me H∗,sumbol�zoume:
H∗ = H ∪ {cusps tou Γ}.Profan¸ H∗ = H an kai mìnon an h Γ den èqei cusps. ParathroÔme ìti h Γdra sto sÔnolo H∗ kai ètsi mporoÔme na or�soume ton q¸ro phl�ko H∗/Γ. Sthnepìmenh par�grafo, ja d¸soume dom  epif�neia Riemann ston H∗/Γ kai giaton lìgo autì or�zoume m�a topolog�a ston H∗:

• An z ∈ H, san mèlh th topolog�a ma pa�rnoume ti anoiktè geitoniètou z pou an koun sthn sun jh topolog�a tou H,
• Gia k�je cusp s 6= ∞, epilègw san mèlh th topolog�a ma na e�nai oigeitoniè tou s pou èqoun morf :

{s} ∪ { to eswterikì enì kÔklou ston H,o opo�o e�nai efaptìmeno ston pragmatikì �xona sto shme�o s},

• An to s =∞ e�nai cusp, tìte epilègoume gia anoiktè geitoniè tou ape�rou,ta sÔnola:
{∞} ∪ {z ∈ H : Im(z) > c}, (3.6)gia k�je c ∈ R+.H parap�nw topolog�a or�zei m�a Hausdorff topolog�a ston H∗, ìmw o H∗ dene�nai topik� sumpag  ektì kai an H = H∗.Gia èna cusp σ ≤ ∞, tou Γ jètoume ìpw sthn prohgoÔmenh par�grafo:

P (s) = {α ∈ SL2(R) : α(s) = s, me α na e�nai parabolikì   �so me ± I2×2},

Γs = P (s) ∩ Γ = {γ ∈ Γ : γ(s) = s}.
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Sq ma 3.1: M�a topolog�a gia ton H∗.Oi geitoniè tou s pou èqoun thn parap�nw morf , diathroÔntai stajerè mèswth P (s).Upojètoume ìti to ∞ e�nai cusp tou Γ. Ep�sh gia α =

[

a b
c d

]

∈ SL2(R)h 3.3 g�netai:
Im(α(z)) = det(α) · Im(z)/|cz + d|2. (3.7)Gia k�je σ ∈ Γ sumbol�zoume me cσ to pr¸to stoiqe�o th deÔterh gramm  toup�naka σ. Tìte Γ∞ = {σ ∈ Γ : cσ = 0}. Apì thn prìtash 3.19, mporoÔme nabroÔme genn tora [

±1 h
0 ±1

]

modulo(±1) tou Γ∞.Skopì ma e�nai na de�xoume ìti to phl�ko H∗/Γ e�nai èna Hausdorff kaitopik� sumpag  topologikì q¸ro. Autì ja g�nei stadiak�:L mma 3.25. To |cσ| exart�tai mìno apì to diplì sÔmploko21 Γ∞σΓ∞.Apìdeixh: Gia σ =

[

a b
c d

]

∈ Γ, mporoÔme na to de�xoume me ènan aplìupologismì:
[

1 β
0 1

]

·
[

a b
c d

]

·
[

1 α
0 1

]

=

[

a+ βc b+ βd
c d

]

·
[

1 α
0 1

]

=

[

a+ βc (a+ β)α + b+ βd
c αc+ d

]

. ♦21èna diplì sÔmploko (H,K), sthn om�da G, me H kai K upoom�de G, e�nai m�a kl�shisodunam�a pou or�zetai sthn G me x ∼ y, ann up�rqei h ∈ H kai k ∈ K me hxk = y. Tìtek�je diplì sÔmploko èqei thn morf  HxK, me thn G na diamer�zetai sta dipl� th sÔmploka
(H,K). K�je èna apì aut� apotele� thn ènwsh sunhjismènwn sumplìkwn Hy kai zK, me
y, z ∈ G. Aut� e�nai ep�sh oi troqiè gia thn dr�sh tou H sthn G me aristerì pollaplasiasmìkai tou K sthn G me dex� pollaplasiasmì. Ed¸ H = K = Γ∞ kai me Γ∞σΓ∞ dhl¸noun tadiaforetik� stoiqe�a th Γ pou proèrqontai apì ton aristerì pollaplasiasmì k�je stoiqe�outou sumplìkou σΓ∞ me k�je stoiqe�o th upoom�da Γ∞. M�lista Γ = ⊔σ∈ΓΓ∞σΓ∞, kaik�je uposÔnolo stoiqe�wn Γ∞σiΓ∞, me i = 1, . . . onom�zetai diplì sÔmploko tou Γ w proto Γ∞.



60 · Fuchsian Om�des Pr¸tou E�dousL mma 3.26. Gia gnwstì M > 0, up�rqoun mìno peperasmèna se arijmì dipl�sÔmploka Γ∞σΓ∞, ètsi ¸ste σ ∈ Γ kai |cσ| ≤M.Apìdeixh: Pa�rnw σ =

[

a b
c d

]

∈ Γ, tètoio ¸ste 0 < |cσ| ≤ M( kaj¸
Γ∞ = {σ ∈ Γ : cσ = 0}, ja asqolhjoÔme mìno gia eke�na ta σ, ta opo�a
cσ 6= 0.). Tìte gia k�poio τ = ±

[

1 h
0 1

]

modulo(±1) h ∈ R, genn tora tou
Γ∞, ja èqw σ′ = στn =

[

a′ b′

c′ d′

]

=

[

a b+ anh
c d+ cnh

]

, me n ∈ Z, tètoio ¸ste
1 ≤ d+ cnh ≤ 1 + |hc|. Aut  ja ikanopoie� thn

|c′| = |cσ| ≤M, kai 1 ≤ |d′| = |d+ cnh| ≤ |1 + ch|.'Omw apì thn sqèsh 3.7, ja èqoume ìti Im(σ′(i)) = 1/(c′2 + d′2). 'Etsi to σ′(i)ja an kei sto qwr�o
[M2 + (1 + |h|M)2]−1 ≤ Im(z) ≤ 1 (3.8)T¸ra o metasqhmatismì z 7→ τm(z) = z+mh, den all�zei to Im(z). MporoÔmena p�roume èna m ètsi ¸ste τmσ′(i) na ikanopoie� thn ex�swsh 3.8 kai thn:

0 ≤ Re(z) ≤ |h|. (3.9)Oi sunj ke 3.8 kai 3.9 or�zoun, èna sumpag  sÔnolo K tou H. 'Etsi br kameèna stoiqe�o σ′′ = τmστn me σ′′(i) ∈ K. Apì thn prìtash 3.9, epilègonta giasumpag  tou H, ta A = {i} kai B = K, ja èqoume ìti σ′′(A) ∩ B 6= ∅ kai apìthn �dia prìtash up�rqoun peperasmèna tètoia σ′′ ∈ Γ. ♦L mma 3.27. Up�rqei èna jetikì arijmì r, o opo�o exart�tai mìnon apì to
Γ, ètsi ¸ste |cσ| ≥ r gia k�je σ ∈ Γ \ Γ∞. Ep�sh, gia èna tètoio r ja isqÔei
Im(z) · Im(σ(z)) ≤ 1/r2 gia k�je z ∈ H kai gia k�je σ ∈ Γ \ Γ∞.Apìdeixh: H Ôparxh tètoiou arijmoÔ èpetai apì to prohgoÔmeno l mma. An
σ =

[

a+ β b+ βd
c d

]

∈ Γ me c 6= 0, z = x+ yi, y > 0, ja èqoume:
Im(σ(z))

3.7
= Im(z) · |cz + d|−2 = Im(z)/(cx+ d)2 + y2c2 ≤ Im(z)/y2c2 =

Im(z) · (c · Im(z))−2 = 1/|c|2y
3.26
≤ r−2Im(z)−1. ♦L mma 3.28. Gia k�je cusp tou Γ, up�rqei m�a geitoni� U tou s ston H∗, ètsi¸ste Γs = {σ ∈ Γ : σ(U) ∩ U 6= ∅}.Apìdeixh: An h apìdeixh den fa�netai profan , èna ìro pou pisteÔw ìtiapeqjanìmaste ìloi ma, tìte mporoÔme na upojèsoume ìti s = ∞. Jètoume

U = {z ∈ H∗ : Im(z) > 1/r}, me r na e�nai o arijmì apì to l mma 3.27. An
σ ∈ Γ \ Γ∞ kai z ∈ U , èqoume, k�nonta xan� qr sh tou �diou l mmato ìti
Im(σ(z)) < 1/r. De�xame ètsi ìti gia ta stoiqe�a pou den stajeropoioÔn to
∞, ja up�rqei geitoni� U∞ tètoia ¸ste σ(U) ∩ U = ∅, dhlad  thn �rnhsh thprìtash pou e�qame na apode�xoume! ♦



3.3 O Topologikìs Q¸ros H∗/Γ · 61Pìrisma 3.29. DÔo stajer� shme�a enì sunìlou U , e�nai Γ-isodÔnama mìnoan e�nai kai Γs-isodÔnama. Gi autì ton lìgo to U/Γs mpore� na tautiste� me ènauposÔnolo tou H∗/Γ.L mma 3.30. Gia k�je cusp tou Γ kai gia k�je sumpag  uposÔnolo K tou H,up�rqei m�a geitoni� U tou s, ètsi ¸ste U ∩ γ(K) = ∅ ∀ γ ∈ Γ.Apìdeixh: Upojètoume xan� ìti s = ∞. MporoÔme na broÔme dÔo jetikoÔarijmoÔ A,B tètoiou ¸ste A < Im(z) < B, gia k�je z ∈ K. Pa�rnonta ènanarijmì r ìpw sto l mma 3.27, kai jètoume
U = {z ∈ H∗ : Im(z) > Max.(B, 1/Ar2)}.T¸ra èstw z ∈ K. Apì to l mma 3.27, an σ ∈ Γ \ Γ∞, tìte Im(σ(z)) < 1/Ar2.An σ ∈ Γ∞, tìte apì thn ex�swsh 3.7, ja èqoume Im(σ(z)) = Im(z) < B. 'Etsigia k�je γ ∈ Γ, up�rqei geitoni� U tou s, pou na èqei thn zhtoÔmenh idiìthta. ♦A doÔme t¸ra thn topolog�a phl�ko tou H∗/Γ. 'Ena X e�nai anoiktì tou

H∗/Γ ann:
{X ⊂ H∗/Γ : π−1(X) e�nai anoiktì tou H∗},me π : H∗ → H∗/Γ, na e�nai h fusik  probol . An p�roume m�a U , tou l mmato3.28, tìte mporoÔme na taut�soume to π(U) me to U/Γs, h opo�a ja apotele� ètsim�a geitoni� tou π(s).Je¸rhma 3.31. O q¸ro phl�ko H∗/Γ me thn parap�nw topolog�a e�nai èna

Hausdorff topologikì q¸ro.Apìdeixh: O q¸ro H/Γ e�nai Hausdorff apì thn prìtash 3.13. Kaj¸ o
H∗/Γ e�nai o H/Γ me thn ènwsh twn kl�sewn isodunam�a twn cusps, gia dÔoshme�a s, t ∈ H∗/Γ, diakr�noume ti ex  peript¸sei: E�te s, t ∈ H opìte kaiden èqoume t�pota na de�xoume kaj¸ mpor¸ na br¸ xène perioqè twn eikìnwntou ston H/Γ, e�te t ∈ H kai s ∈ {cusps} kai apì l mma 3.30 mpor¸ na br¸geitoni� U tou s me π(U) geitoni� tou π(s) kai γ(V ) geitoni� tou π(t) me γ(V ) ⊂
γ(K) apì thn topik  sump�geia tou H/Gamma, gia k�poio γ ∈ Γ, ètsi ¸ste
π(U) ∩ γ(V ) = ∅. 'Etsi mènei na exet�soume thn tr�th per�ptwsh ìpou s, t nae�nai cusps, pou den e�nai Γ-isodÔnama. Qwr� bl�bh th genikìthta upojètoumeìti t = ∞ kai pa�rnoume to Γ∞ kai ènan genn tora tou, ± [

1 h
0 1

], ìpw kaiprohgoumènw. Or�zoume ta parak�tw sÔnola:
L = {z ∈ C : Im(z) = u},
K = {z ∈ L : 0 ≤ Re(z) ≤ |h|},
V = {z ∈ H∗ : Im(z) > u},me u ∈ R+. Kaj¸ o K e�nai sumpag , apì to l mma 3.30, mporoÔme na broÔmegeitoni� U tou s me K ∩ ΓU = ∅. MporoÔme na upojèsoume ìti to sÔnorotou U e�nai èna efaptìmeno kÔklo ston pragmatikì �xona. Ja de�xoume ìti

V ∩ ΓU = ∅. 'Estw pw ìqi, tìte γ(U) ∩ U 6= ∅ gia k�poio γ ∈ Γ. Kaj¸
g(∞) 6= s, to sÔnoro tou γ(U) ja e�nai èna kÔklo efaptìmeno ston R. 'Etsian γ(U) ∩ V 6= ∅⇒ γ(U) ∩L 6= ∅. 'Etsi to γ(U) tèmnei k�poie metaforè tou
K apì èna stoiqe�o tou Γ∞, dhlad  up�rqei èna δ ∈ Γ∞ ètsi ¸ste γ(U)∩δ(K) 6=
∅⇒ δ−1γ(U) ∩K 6= ∅, pr�gma �topo apì thn upìjesh pou k�name. ♦



62 · Fuchsian Om�des Pr¸tou E�dousPrìtash 3.32. O q¸ro phl�ko H∗/Γ e�nai èna topik� sumpag  topologikìq¸ro.Apìdeixh: Arke� na de�xoume ìti an s e�nai èna cusp tou Γ kai π : H∗ → H∗/Γna e�nai h fusik  probol , tìte to π(s) èqei m�a sumpag  geitoni�. Upìjetoumeìti s = ∞. Apì to l mma 3.28, up�rqei m�a geitoni� tou, V = {z ∈ H∗ :
Im(z) ≥ c}, me c ∈ R+ tètoia ¸ste V/Γ∞ na mpore� na tautiste� me to π(V ).An [

1 h
0 1

] e�nai èna genn tora tou Γ∞ modulo(±1), tìte to π(V ) sump�pteime thn eikìna tou {z ∈ V : z = ∞   0 ≤ Re(z) ≤ |h|}, mèsw th π. 'Omw tosÔnolo autì e�nai sumpagè kai kaj¸ h π e�nai suneq  sun�rthsh kai to π(V )e�nai sumpagè. ♦Prìtash 3.33. An Γ, Γ′ e�nai dÔo commensurable diakritè upoom�de th
SL2(R), tìte o H∗/Γ e�nai sumpag  ann o H∗/Γ′ e�nai sumpag 22.3.4 H Modular Om�da SL2(Z)Se aut n thn par�grafo ja doÔme m�a efarmog  th parap�nw paragr�fou,melet¸nta thn modular om�da SL2(Z), pou e�nai m�a diakrit  upoom�da th
SL2(R). Gia arq  ja broÔme ta cusps kai ta elleiptik� stajer� th shme�a.Pr¸ta a dikaiolog soume ton t�tlo th paragr�fou:Orismì 3.34. H modular om�da e�nai h PSL2(Z), dhlad  h diakrit  upoom�datwn Möbius metasqhmatism¸n z 7→ az+b

cz+d , me stoiqe�a apì to Z ètsi ¸ste ad−cb =
1. K�poioi suggrafe� or�zoun thn modular om�da na e�nai h PSL2(Z) (blèpe[16℄), en¸ k�poioi �lloi (blèpe [12℄) thn megalÔterh om�da SL2(Z). Epikrate� osumbolismì SL2(Z) me to skeptikì ìti oi om�de e�nai oi �die modulo±1.Ja de�xoume ìti ta cusps th Γ = SL2(Z) e�nai akrib¸ ta shme�a tou Q ∪
{∞} = P1(Q).Pr�gmati: To∞ e�nai stajerì shme�o, tou parabolikoÔ stoiqe�ou [

1 1
0 1

]

∈

Γ. An to [

a b
c d

] e�nai èna parabolikì stoiqe�o tou Γ, tìte èqei èna mìnostajerì shme�o, èstw s. An to s e�nai peperasmèno, dhlad  s 6=∞, me as+b
cs+d = s,tìte ja ikanopoie� thn ex�swsh:

cs2 + (d− a)s− b = 0, me c 6= 0.Kaj¸ h diakr�nousa th parap�nw ex�swsh prèpei na mhden�zetai, dhlad  prèpeito s ∈ Q. Ant�strofa, gia p, q ∈ Q, me p, q ∈ Z kai (p, q) = 1, br�skoumeakèraiou t, u ètsi ¸ste pt− qu = 1. Tìte σ =

[

p u
q t

]

∈ Γ kai σ(∞) = p/q.Kaj¸ h eikìna enì cusp, mèsw opoioud pote stoiqe�ou th Γ e�nai cusp, k�jeshme�o tou Q∪{∞} e�nai cusp tou Γ. Ep�sh de�xame ìti k�je cusp e�nai isodÔnamome èna cusp sto ∞. 'Etsi:
H∗/Γ = H/Γ ∪ {∞}, me H∗ = H ∪ P1(Q),22gia thn apìdeixh blèpe [12℄, prìtash 1.31, sel�da 13.



3.4 H Modular Om�da SL2(Z) · 63  isodÔnama o H∗/Γ apotele� thn sumpagopo�hsh tou enì shme�ou tou H/Γ,kaj¸ de�xame ìti o H∗/Γ e�nai èna Hausdorff kai topik� sumpag  q¸ro.Sthn sunèqeia ja diakìyoume thn fusiologik  ro  th paragr�fou, gia nadoÔme sunoptik� thn ènnoia tou R-module, pou ja apodeiqte� èna qrhsimo erga-le�o gia thn sunèqeia.Ta module ep� enì daktul�ou e�nai m�a gen�keush twn abelian¸n om�dwn, oiopo�e e�nai module ep� tou Z.Orismì 3.35. 'Estw R daktÔlio. 'Ena (aristerì) R-module, apotele�tai apìm�a prosjetik  abelian  om�da M , maz� me m�a pr�xh pollaplasiasmoÔ k�jestoiqe�ou th M me k�je stoiqe�o tou R (apì arister�) R × M → M, pouapeikon�zei k�je (r, a) 7→ ra, ètsi ¸ste gia k�je a, b ∈ M kai gia k�je r, s ∈ Rna isqÔei:(i) (ra) ∈M ,(ii) r(a+ b) = ra+ rb,(iii) (r + s)a = ra+ sa,(iv) (rs)a = r(sa),(v) (an o R e�nai daktÔlio me mon�da, tìte idRa = a, gia k�je a ∈M .)Tìte o M lègetai èna aristerì (monadoeidè) R-module. An ston daktÔlio memon�da R k�je mh mhdenikì stoiqe�o tou èqei ant�strofo (e�nai dhlad  daktÔliodia�resh), tìte to monadoeidè R-module onom�zetai (aristerì) dianusmatikìq¸ro.An o daktÔlio e�nai metajetikì ja mil�me mono gia R-modules. A epistrè-youme sto pneÔma th paragr�fou:Sthn sunèqeia ja broÔme ta elleiptik� stajer� shme�a th SL2(Z). 'Estw
σ na e�nai èna elleiptikì stoiqe�o tou SL2(Z). Tìte |tr(σ)| < 2 kai prèpeina e�nai èna akèraio arijmì, dhlad  tr(σ) = ±1   0. To qarakthristikìpolu¸numo tou σ ja e�nai ètsi to x2 ± x + 1   x2 + 1 ant�stoiqa. Gnwr�zontaìti ta elleiptik� stoiqe�a èqoun peperasmènh t�xh, arke� na broÔme èna m ∈ Nme σm = 1. Ja prèpei oi idiotimè (ìpw kai o p�naka σ) na ikanopoioÔn tomonikì x2 + 1 = 0, pou e�nai an�gwgo ston Z[x] kai sunep¸ ston Q[x]. 'Omw
x2 +1 = g4(x) = (x− i)(x+ i), me g4 na e�nai to tètarto kuklotomikì polu¸numoep� tou Q, dhlad  g4(x) = (x−ζ1)(x−ζ2)(x−ζ3)(x−ζ4) me ζn = 1, n = 1, . . . , 4na e�nai oi tètarte r�ze th mon�da. 'Etsi σ4 = 1. Ep�sh x2 +x+1 = g3(x) =
(x−(−1/2+

√
3i/2))(x−(−1/2−

√
3i/2)), me g3(x) na e�nai to tr�to kuklotomikìpolu¸numo ep� tou Q. 'Ara σ3 = 1. Tèlo x2 − x+ 1 = g6(x) me g6(x) na e�naito èkto kuklotomikì polu¸numo kai σ6 = 1. 'Etsi m = 3, 4, 6   n me n | m.ParathroÔme ìti an m = 2, tìte to ζ ja prèpei na ikanopoioÔse to g2(x) = x+1pr�gma �topo apì thn upìjesh ma kai sunep¸ m 6= 2 ⇒ σ 6= ±1. Se k�jeper�ptwsh oi idiotimè ζ (ìpw kai o p�naka σ) ja prèpei na e�nai r�ze m�adeutèrou bajmoÔ ex�swsh, ètsi ¸ste [Q(ζ) : Q] ≤ 223.23h epèktash aut  onom�zetai kuklotomik . E�nai to splitting field tou n-ostoÔ kuklotomikoÔpoluwnÔmou gn(x) kai o bajmì th pou isoÔtai me ton bajmì tou el�qistou poluwnÔmou e�nai

2 = ϕ(3) = ϕ(6) = ϕ(4), me ϕ na e�nai h sun�rthsh tou Euler, blèpe [7℄, sel�de 297-300.



64 · Fuchsian Om�des Pr¸tou E�dousParathroÔme ìti an σ6 = 1, tìte σ3 = ±1. An σ3 = −1 ⇒ (−σ)3 = 1.'Etsi gia ton kajorismì ton elleiptik¸n stoiqe�wn (  stajer¸n shme�wn), arke�na perioristoÔme sti peript¸sei σ4 = 1 kai σ3 = 1.Per�ptwsh Pr¸th: σ4 = 1. 'Estw Z2 na dhl¸nei to Z-module ìlwn twnsthl¸n dianusm�twn [

a
b

]

= [a, b]T , me a, b ∈ Z. Ta stoiqe�a tou Z[σ] droÔnston Z2 me aristerì pollaplasiasmì. Pa�rnoume dhlad  to Z2 san èna Z[σ]-
module. Kaj¸ to Z[σ] e�nai isìmorfo me ton Z[i] (oi akèraioi tou Gauss24),mes¸ th σ2 7→ −1, to Z[σ] e�nai m�a perioq  kÔriwn idewd¸n25. To module Z2ep� tou Z[σ] e�nai torsion free26, kaj¸ an Z[σ] ∋ (a + bσ) · x = 0 ⇒ (a + bσ) ·
(a − bσ) · x = 0 ⇒ (a2 − b2σ2) · x = 0

σ2=−1⇒ Z ∋ (a2 + b2) · x = 0 ⇔ x = 0an a + bσ 6= 0. 'Etsi to Z2 prèpei na e�nai èna eleÔjero27 Z[σ]-module me t�xh(rank) �sh me thn mon�da. Dhlad  Z2 = Z[σ] · u, gia k�poio u ∈ Z2.Jètoume v = σu ⇒ σv = −u. H {u, v} apotele� m�a b�sh tou Z2 ep� tou Z.'Eqoume ìti
σ · [u v] = [σu σv] = [v − u] = [u v]

[

0 −1
1 0

]

, me det[u v] = ±128.An det[u v] = 1 tìte to σ prèpei na e�nai suzugè me to [

0 −1
1 0

] sthn SL2(Z).An det[u v] = −1, tìte σ = τ

[

0 1
−1 0

]

τ−1, me τ = [u v]. Gi autì k�jeelleiptikì stoiqe�o σ ∈ SL2(Z) t�xh 4 e�nai suzugè me to ± [

0 −1
1 0

] sthn
SL2(Z). 'Etsi k�je elleiptikì stajerì shme�o me t�xh �sh me dÔo prèpei na e�naiisodÔnamo me to stajerì shme�o tou [

0 −1
1 0

], pou e�nai to i. Ep�sh apì thnprìtash 3.24 o [

0 −1
1 0

] den e�nai suzug  me ton [

0 1
−1 0

].Per�ptwsh deÔterh: σ3 = 1. Ja èqoume ìti Z[σ] ∼= Z[exp(2πi/3)], pou e�naiperioq  kÔriwn idewd¸n. 'Omoia ja èqoume xan� ìti Z2 = Z[σ]u, gia k�poio u.Jètoume v = σu. Tìte:
σ · [u v] = [σu σv] = [v − u− v] = [u v]

[

0 −1
1 −1

]

, me det[u v] = ±1.24o daktÔlio Z[i] e�nai oi akèraioi tou Gauss, èqoume ìti Z[i] = {α + βi : α, β ∈ Z}.M�lista kaj¸ o Z[i] e�nai akèraia perioq , tìte efodiasmèno me thn ϕ : Z[i] \ {0} → N, metÔpo (α+ βi) 7→ |α+ β|2, o Z[i] e�nai m�a eukle�deia perioq  (dhlad  eukle�deio daktÔlio kaiakèraia perioq ), blèpe [7℄, sel�da 139.25k�je eukle�deio daktÔlio e�nai perioq  kur�wn idewd¸n me mon�da, blèpe [7℄, je¸rhma 3.9sel�da 139.26genik� an A èna aristerì R-module me R akèraia perioq , tìte gia k�je a ∈ A jètw
Oa = {r ∈ R : ra = 0}, to opo�o, e�nai èna ide¸de gia ton R. An At = {a ∈ A : Oa 6= ∅},tìte ja lème ìti o to A e�nai torsion free an At = ∅.27dhlad  na gr�fetai san to euj  ginìmeno apì ant�grafa tou Z[σ], dhlad  Z2 = Z[σ] ⊕
· · · ⊕ Z[σ]. Gia ton austhrì orismì blèpe [7℄, je¸rhma 2.1, sel�da 181. Sthn sugkekrimmènhper�ptwsh, kaj¸ to Z[σ] e�nai perioq  kÔriwn idewd¸n, ta peperasmèna parag¸mena modulesep� perioqè kÔriwn idewd¸n sump�ptoun me ti peperasmène parag¸mene abelianè om�de kaih Z2 e�nai m�a apì autè. K�nonta qr sh tou jewr mato 6.5 tou [7℄, sel�da 221, ja èqoumeìti to Z2 e�nai eleÔjero epi tou Z[σ]. Tèlo kaj¸ Z[σ] = Z ⊕ Zσ e�nai fanerì oti o arijmìtwn antigr�fwn Z[σ] pou qrhsimopoioÔme gia na p�roume to Z2, ja isoÔtai me thn mon�da.28kaj¸ to [u v] e�nai antistrèyimo stoiqe�o tou SL2(Z), ja prèpei h or�zousa tou na an keisti mon�de tou Z, ìtan U(Z) = {±1}.



3.4 H Modular Om�da SL2(Z) · 65Pr�gmati to σv = σ2u = −σu− σv ⇔ σv = −v − (u− v) = u. 'Etsi k�je to σe�nai suzugè me to τ =

[

0 −1
1 −1

]   to τ2 =

[

−1 1
−1 0

] sthn SL2(Z). Sunep¸k�je elleiptikì stajerì shme�o t�xh 3 e�nai isodÔnamo me to shme�o exp(2πi/3),pou e�nai to stajerì shme�o tou τ2   ja e�nai isodÔnamo me to exp(2πi/6), poue�nai to stajerì shme�o tou τ . Tèlo apì thn prìtash 3.24, to τ den e�naisuzugè me to τ2 sthn SL2(Z).Orismì 3.36. Gia k�je diakrit  upom�da Γ th SL2(R), onom�zoume jemeli¸-dh perioq  (fundamental domain) tou H/Γ (  pio apl� tou Γ) an:(i) o F e�nai èna sunektikì anoiktì uposÔnolo tou H,(ii) opoiad pote dÔo shme�a tou F den e�nai Γ-isodÔnama,(iii) k�je shme�o tou H e�nai Γ-isodÔnamo me èna shme�o pou an kei sthn klei-stìthta tou F .K�je jemel�wdh perioq  perièqei akrib¸ ènan antiprìswpo apì thn troqi�gia k�je z ∈ H. Mpore� na deiqte� ìti uparqei m�a jemeli¸dh perioq  gia k�je
Γ kai ìti (m�a) jemeli¸dh perioq  tou Γ = SL2(Z)29 e�nai h

F = {z ∈ H : |z| > 1, |Re(z)| < 1/2}.To F e�na fragmèno apì ti orizìntie grammè Re(z) = 1/2, Re(z) = −1/2 kaiapì ton kÔklo |z| = 1. Aut  h perioq  e�nai èna uperbolikì tr�gwno (to �jroismatwn gwni¸n e�nai mikrìtero tou π) me korufè ti (−1+i
√

3)/2 = exp(2πi/3) = ρkai (1+i
√

3)/2 = exp(2πi/6) = −ρ̄ me ti gwn�e pou sqhmat�zoun me ti pleurèna e�nai �se me π/3. Tèlo èqei m�a tr�th koruf , sto ∞ me thn gwn�a pousqhmat�zei me ti ant�stoiqe pleurè na e�nai mhdèn. M�lista an af soume k�jestoiqe�o th modular om�da na dr�sei p�nw sto F tìte ja katafèroume naepikalÔyoume ton H me ènan eidikì trìpo, pou onom�zetai tessellation30tou H,me tètoia uperbolik� tr�gwna. Autì e�nai o lìgo pou k�poioi suggrafe�31diaforopoioÔn thn tr�th idiìthta ston orismì pou d¸same gai thn jemeli¸dhperioq , ìti ja prèpei dhlad  na isqÔoun ta (i), (ii) kai H = ∪γF̄ . Tèlo sek�je èna apì aut� ta tr�gwna ja prèpei h m�a tou koruf  e�te na e�nai to∞ e�tena an kei ston pragmatikì �xona Im(z) = 0. O lìgo e�nai fanerì, ìtan k�jemetasqhmatismì pou antistoiqe� se ènan apì tou genn tore th SL2(Z), japrèpei e�te na stajeropoie� to ∞ (σ) e�te na to apeikon�zei sto mhdèn (τ , blèpethn akìloujh prìtash).Prìtash 3.37. H modular om�da SL2(Z) genn�tai apì ta stoiqe�a:
τ =

[

0 −1
1 0

] kai σ =

[

1 1
0 1

]

.29h apodeixh e�nai teqnik  kai bas�zetai sti d�afore peript¸sei tou cσ gia èna σ ∈ SL2(Z),blèpe [14℄, je¸rhma 2.12, sel�da 26,   ston [12℄ sel�da 16.30proèrqetai apì ton latinikì ìro tessella pou èqei ti r�ze tou sto ellhnikì tèssera,{tetr�gwno}. 'Ena tiling enì topologikoÔ q¸rou S e�nai m�a sullog  B apì anoikt� tou Stètoia ¸ste na e�nai xèna metaxÔ tou kai h kleistìthta th ènwsh tou na isoÔtai me ton S.31blèpe [14℄.



66 · Fuchsian Om�des Pr¸tou E�dousApìdeixh: 'Estw T na e�nai h upoom�da th SL2(Z) pou genn�tai apì ta σ, τ .Tìte −I2×2 = τ2 ∈ T . ParathroÔme ìti k�je stoiqe�o tou SL2(Z) th morf 
[

∗ ∗
0 ∗

] perièqetai sthn T kai an [

a b
c d

]

∈ T , tìte kai to [

−c −d
a b

]

=

τ ·
[

a b
c d

]

∈ T . 'Estw ìti 〈T 〉 6= SL2(Z). Pa�rnw to stoiqe�o [

a b
c d

]

∈
SL2(Z) \ T ¸ste to Min(|a|, |c|) na e�nai to mikrìtero dunatì. Qwr� bl�bh thgenikìthta, upojètoume ìti |a| ≥ |c| > 0. Pa�rnoume q, r ∈ Z, tètoiou ¸ste
a = cq + r kai 0 ≤ r < |c|. Tìte ja èqoume ìti σ−q

[

a b
c d

]

=

[

r ∗
c ∗

]

/∈ Tkai r = Min(r, |c|) < |c| = Min(|a|, |c|), pr�gma �topo apì thn upìjesh ma. ♦ParathroÔme ìti h dr�sh twn gennhtìrwn ston H d�netai apì tou parak�twmetasqhmatismoÔ:
τ(z) = −1

z
kai σ(z) = 1 + z, me z ∈ H.'Opou, o metasqhmatismì σ e�nai m�a metafor� pro ta dexi� kata m�a mon�da,en¸ o σ e�nai m�a an�klash kat� m ko tou tìxou tou kÔklou |z| = 1. Ep�sh tastoiqe�a τ · σ =

[

0 −1
1 1

] kai τ èqoun peperasmènh t�xh me
τ2 =

[

0 −1
1 0

]2

= I2×2 kai (τ · σ)3 =

[

0 −1
1 1

]3

= I2×2, modulo(±I2×2),me sunèpeia h SL2(Z) na perièqei peperasmène upoom�de t�xh 2 kai 3 ant�-stoiqa. Oi parap�nw diapist¸sei odhgoÔn sto ex  pìrisma:Pìrisma 3.38. Gia k�je z ∈ F̄ kai Γz = {γ ∈ SL2(Z) : γz = z}, ja èqw
Γz =















{I2×2, τ}, gia z = i,
{I2×2, τσ, (τσ)2}, gia z = ρ = exp(2πi/3),
{I2×2, στ, (στ)

2}, gia z = −ρ̄ = exp(2πi/6),
{I2×2}, diaforetik�.Parat rhsh 3.39. Ta cusps, ìpw kai ta stajer� elleiptik� shme�a th mo-

dular om�da an koun sto sÔnoro th jemeli¸dh th perioq  F .3.5 To Phl�ko H∗/Γ san m�a Epif�neia RiemannAn h Γ, sumbol�zei m�a diakrit  upoom�da th SL2(R), ja d¸soume m�a migadik dom  ston H∗/Γ, ètsi ¸ste na g�nei m�a epif�neia Riemann, basizìmenoi sthnmèqri t¸ra pore�a ma se autì to kef�laio. 'Estw ϕ : H∗ → H∗/Γ, na e�nai hfusik  probol . Gia k�je u ∈ H∗, jètoume
Γu = {γ ∈ Γ : γ(u) = u}.An to u ∈ H⇒ ϕ(u) ∈ H/Γ, qrhsimopoioÔme thn prìtash 3.13, en¸ an to u e�nai

cusp, to l mma 3.28. P�nta mporoÔme na broÔme m�a anoikt  geitoni� U ⊂ H∗tou u tètoia ¸ste:
Γu = {γ ∈ Γ : γ(U) ∩ U 6= ∅}.
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Re( )zSq ma 3.2: M�a jemeli¸dh perioq  gia thn modular om�da kai k�poie dr�seitwn stoiqe�wn th SL2(Z) sthn F .Tìte, apì to pìrisma 3.29 mporoÔme na emfuteÔsoume to U/Γu ston H∗/Γ ¸stena prokÔyei m�a fusik  1-1 apeikìnish U/Γu → H∗/Γ, me U/Γu na e�nai m�aanoikt  geitoni� tou ϕ(u) ston q¸ro H∗/Γ.An to u den e�nai elleiptikì stajerì shme�o, oÔte cusp, tìte h Γu ja periè-qei mìno to 1 (kai pijan¸ to -1) ètsi ¸ste h apeikìnish ϕ : U → U/Γu nae�nai èna omoiomorfismì. Epilègoume gia suntagmenik  perioq  tou H∗/Γ thn
(U/Γu, ϕ

−1).Upojètoume ìti to u e�nai èna elleiptikì stajerì shme�o, sumbol�zoume me Γ̄uthn om�da metasqhmatism¸n Γu · {±1}/{±1}32. 'Estw λ na e�nai o analutikìisomorfismì tou H me ton anoiktì migadikì monadia�o d�sko D me u 7→ 0. AutìprokÔptei w ex : apì thn metabatik  dr�sh th SL2(R) ston H (to u ∈ H sanelleiptikì stajerì shme�o) ja up�rqei èna α, tètoio ¸ste α(u) = i. Pa�rnontamet� thn apeikìnish λ(w) = α(w)−i
α(w)+i ja èqoume ton zhtoÔmeno isomorfismì me

λ(u) = 0. Apì thn prìtash 3.18, ja prèpei h Γ̄u na èqei t�xh n gia k�poio
n ∈ N. Sunep¸ prokÔptei to parak�tw metajetikì di�gramma:

u
λ7−→ 0

Γu ↓ ↓ Aut(D/{0})
u

λ7−→ 0H om�da λΓ̄uλ
−1 ja e�nai m�a om�da apì analutikoÔ automorfismoÔ tou miga-dikoÔ kÔklou, pou ja e�nai m�a peperasmènh kuklik  kai ja apotele�tai apì toumetasqhmatismoÔ33 :

w 7→ ζkw, k = 0, 1 . . . , n− 1, me ζ = exp(2πi/n) kai n = |Γ̄u|.32apì to deÔtero je¸rhma isomorfism¸n, parathroÔme ìti Γu · {±I2×2}/{±I2×2} ∼=
Γu/(Γu ∩ {±I2×2}), me Γu,±I2×2 na e�nai upoom�de th Γ me thn deÔterh na e�nai kano-nik  upoom�da th. Gr�foume thn Γ̄u, giat� apì thn prìtash 3.22, mpore� to −I2×2 na mhnan kei sthn Γu.33autì e�nai èna apotèlesma tou l mmato tou Schwarz (blèpe ston [15℄ gia thn apìdeixh,je¸rhma 13, sel�da 135) pou lèei pw an m�a sun�rthsh f pou e�nai analutik  gia |z| < 1 kaiikanopoie� ti sunj ke |f(z)| ≤ 1, f(0) = 0 tìte ja isqÔei |f(z)| ≤ |z|. An epiprosjètw



68 · Fuchsian Om�des Pr¸tou E�dousMporoÔme me autìn ton trìpo na or�soume apeikìnish p : U/Γu → C me p(ϕ(z)) =
λn(z). O p ja e�nai èna topikì omoiomorfismì. 'Etsi pa�rnoume gia suntetag-menik  perioq  thn (U/Γu, p).An to u einai cusp, ja e�nai isodÔnamo me to ∞, dhlad  up�rqei ρ ∈ SL2(R),tètoio ¸ste ρ(u) =∞. Tìte ja èqoume:

u
ρ7−→ ∞

Γu ↓ ↓ Γ∞

u
ρ7−→ ∞me sunèpeia:

ρΓuρ
−1 = {±

[

1 h
0 1

]m

: m ∈ Z, h ∈ R+}.Or�zoume p : U/Γu → C ètsi ¸ste p|U/Γu
(U/Γu) na e�nai omoiomorfikì me ènaanoiktì tou C, me tÔpo p(ϕ(z)) = exp(2πiρ(z)/h) kai epilègoume gia suntatag-menik  perioq  (U/Γu, p). ♦De�xame ìti o H∗/SL2(Z) = H/SL2(Z) ∪ {∞} e�nai sumpag . Apì thnprìtash 3.33, ja èqoume ìti o H∗/Γ′ e�nai sumpag  ann h Γ′ e�nai m�a diakrit upoom�da tou SL2(R), h opo�a e�nai commensurable me thn SL2(Z).Orismì 3.40. M�a Fuschian om�da pr¸tou e�dou kale�tai m�a diakrit  upoo-m�da Γ tou SL2(R) (  tou PSL2(R)), tètoia ¸ste o H∗/Γ na e�nai sumpag .An aut n thn om�da thn efodi�soume me thn migadik  dom  pou anafèrjhkesthn arq  th paragr�fou, tìte o H∗/Γ g�netai m�a sumpag  epif�neia Rie-

mann. 'Omw apì to deÔtero kef�laio e�dame ìti aut  h epif�neia Riemann jaantiproswpeÔei kai m�a algebrik  kampÔlh.Orismì 3.41. Gia k�je N ∈ N jètoume:
Γ(N) = {γ ∈ SL2(Z) : γ ≡ 1 mod (N)}

= {
[

a b
c d

]

∈ SL2(Z) : a ≡ d ≡ 1, b ≡ c ≡ 0 mod (N)}.Tìte h Γ(N) e�nai m�a kanonik  upoom�da th SL2(Z) kai onom�zetai h principal
congruence upoom�da th, me t�xh (level) N .Me ton nèo ma orismì ja anafèroume apì ed¸ kai sto ex  thn SL2(Z) san
Γ(1). Ep�sh jètoume:

Y (1) = H/Γ(1), kai X(1) = H∗/Γ(1).H X(1) e�nai h algebrik  kampÔlh pou antistoiqe� sthn sumpag  ep�f�neia Rie-
mann H∗/Γ(1). Aut  onom�zetai modular kampÔlh. ParathroÔme ìti X(1) \
Y (1) = {∞} kaj¸ e�dame, ìti ìla ta cusps sthn Γ(1) e�nai isodÔnama me toup�rqei èna z0 6= 0 tètoio ¸ste na isqÔei h isìthta, tìte ja èqoume ìti f(z) = cz gia m�astajer� c me |c| = 1. Oi pro�pojèsei isqÔoun gia tou analutikoÔ automorfismoÔ tou Dpou stajeropoioÔn to mhdèn. 'Etsi ja apeikon�zoun k�je w se èna cw me |c| = 1. ParathroÔmet¸ra ìti an g ∈ λΓ̄wλ−1 tìte g(w) = cw me c ∈ C. 'Omw kai g ◦ g(w) = w = c2w ìpw kaih n-forè sÔnjesh me ton eautì tou ma d�nei g ◦ g ◦ · · · ◦ g(w) = cnw = w. 'Etsi ja prèpei
cn = 1, |c| = 1 me n na e�nai o mikrìtero tètoio akèraio, kaj¸ e�nai h t�xh th om�da Γw.'Etsi o c e�nai m�a prwtarqik  n-ost  r�za th mon�da.



3.5 To Phl�ko H∗/Γ san m�a Epif�neia Riemann · 69�peiro. E�dame ep�sh ìti ìla ta cusps kai ta elleiptik� stajer� shme�a th
Γ(1) an koun sto sÔnoro kai sunep¸ sthn kleistìthta th jemeli¸dou perio-q  F . Apì ton orismì th teleuta�a kajèna apì aut� e�nai Γ(1)-isodÔnamo mek�poio z ∈ H en¸ sto F den up�rqoun Γ(1)-isodÔnama stoiqe�a. 'Etsi ta cuspskai ta elleiptik� stajer� shme�a th Γ(1) pou an koun sto sÔnoro ja prèpeina e�nai isodÔnama me k�poia cusps kai elleiptik� stajer� shme�a ant�stoiqa (heikìna tou, mèsw k�poiou γ ∈ Γ ja prèpei na e�nai stajerì shme�o) pou kaiaut� ja prèpei na an koun sto ∂F . Ston topologikì q¸ro Y (1) ìmw, prèpeina taut�soume autè ti kl�sei isodunam�a. Ja prèpei dhlad  na taut�soumeta dÔo tìxa tou kÔklou akt�na |z| = 1 ìpw kai ti dÔo orizìntie akmè touuperbolikoÔ trig¸nou ma. Autì pou ja prokÔyei ja e�nai o Y (1) kai prosjè-tonta èna shme�o (èna cusp gia thn akr�beia), to {∞} pa�rnoume ton sumpag 
X(1), pou ìpw fa�netai apì to sq ma 3.3, ja e�nai omoiomorfikì me thn sfa�ratou Riemann. Me autìn ton trìpo petÔqame m�a ìmorfh gewmetrik  kataskeu tou X(1).
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Sq ma 3.3: H gewmetr�a tou Y (1) kai tou X(1).E�dame p¸ o q¸ro phl�ko X(1) mpore� na apokt sei dom  epif�neia Rie-
mann. Gnwr�zoume, apì to deÔtero kef�laio, pw oi merìmorfe sunart seip�nw se aut n thn epif�neia, pou e�nai oi merìmorfe p�nw apì thn sfa�ra tou
Riemann e�nai to s¸ma rht¸n sunart sewn tou C.Orismì 3.42. 'Estw k ∈ Z kai f(τ) m�a sun�rthsh ston H. Ja lème ìtih f e�nai m�a weakly modular sun�rthsh b�rou 2k (ston Γ(1)) an isqÔoun oiakìlouje dÔo sunj ke:(i) f ∈M(H),(ii) f(γτ) = (cτ + d)2kf(τ) gia k�je γ =

[

a b
c d

]

∈ Γ(1) kai τ ∈ H.Kaj¸ o Γ(1) genn�tai apì tou p�nake τ =

[

0 −1
1 0

] kai σ =

[

1 1
0 1

],m�a f ∈ M(H), ja e�nai weakly modular me b�ro 2k an ikanopoie� ti dÔoisìthte:
f(τ + 1) = f(τ), kai f(− 1

τ
) = τ2kf(τ).



70 · Fuchsian Om�des Pr¸tou E�dousApì thn pr¸th pa�rnoume ìti h f e�nai periodik  me per�odo �sh me thn mon�da kaisunep¸ mporoÔme na thn ekfr�soume san sun�rthsh twn cos kai sin, dhlad sunart sei tou:
q = exp(2πiτ),kaj¸ to τ trèqei ston H, to q ja trèqei d�sko me {trÔpa}. Autì èqei wsunèpeia h f na e�nai merìmorfh ston d�sko me {trÔpa} {q ∈ C : 0 < q < 1}.Sunep¸ ja mporoÔme na thn ekfr�soume me m�a seir� Fourier:

f̃(τ) =
∞
∑

n=−∞

an exp(2πinτ).Jètonta q = exp(2πiτ), ja lème ìti h f e�nai:
• merìmorfh sto ∞ an f̃ =

∑∞
n=−n0

anq
n gia k�poio n0 ∈ Z,

• analutik  sto ∞ an f̃ =
∑∞

n=0 anq
n.An h f e�nai merìmorfh sto ∞, me f̃ = a−n0
q−n0 + · · · , me a−n0

6= 0 tìte h t�xhth f sto ∞, ja e�nai h t�xh tou f̃ sto q = 0, pou e�nai �sh me −n0 (ìtan to
τ → i∞34, tìte to q → 0). Ep�sh an h f e�nai analutik  sto ∞, tìte or�zoumena e�nai f(∞) = f̃(0) = a0.Orismì 3.43. M�a sun�rthsh f onom�zetai modular sun�rthsh ann ikanopoie�ti akìlouje idiìthte:(i) f ∈M(H),(ii) gia k�je p�naka γ ∈ Γ(1) kai τ ∈ H, isqÔei f(γτ) = f(τ), dhlad  h f e�nai

Γ(1)-anallo�wth,(iii) H seir� Laurent èqei morf :
f̃(τ) =

∞
∑

n=−m

an exp(2iπnτ).  isodÔnama an e�nai m�a weakly modular sun�rthsh mhdenikoÔ b�rou, pou e�naimerìmorfh sto ∞.Parat rhsh 3.44. ParathroÔme ìti to phl�ko dÔo weakly modular sunart se-wn, pou e�nai merìmorfe sto ∞ me �dio b�ro, d�noun m�a modular sun�rthsh.Kaj¸ h f e�nai Γ(1)-anallo�wth mporoÔme na thn jewr soume san sun�rth-sh ston Y (1). To ìti e�nai merìmorfh sto∞, dhlad  sto cusp th Γ(1), shma�neiìti exakolouje� na e�nai merìmorfh akìma kai an thn jewr soume san m�a su-n�rthsh tou X(1). Dhlad  h f e�nai merìmorfh se ìlo ton anoiktì migadikìd�sko.Orismì 3.45. M�a weakly modular sun�rthsh pou e�nai pantoÔ analutik  (dh-lad  ston H kai analutik  sto ∞), onom�zetai modular form. An isqÔei ep�shìti f(∞) = 0, tìte h f onom�zetai cusp form.34mèqri to tèlo kai akolouj¸nta ton sumbolismì sthn bibliograf�a, ja sumbol�zoume to
∞ me i∞. O lìgo e�nai ìti {prosegg�zoume} to ∞ apì ton �xona Im(z).



3.6 Uniformization Elleiptik¸n kampÔlwn · 71Par�deigma: Oi seirè tou Eisenstein:An Λ e�nai èna latttice, tìte oi seirè tou Eisenstein èqoun thn morf :
G2k(Λ) =

∑

ω∈Λ

ω 6=0

1

ω2k
,pou sugkle�noun apìluta gia k�je k ≥ 235. Gia τ ∈ H, ja èqoume:

G2k(τ) = G2k(Λτ ) =
∑

m,n∈Z

(m,n) 6=0

1

(mτ + n)2k
.ParathroÔme ìti G2k(cΛ) = c−2kG2k(Λ) gia k�je c ∈ C∗. Ep�sh

Λγτ = Z
aτ + b

cτ + d
+ Z =

1

cτ + d
(Z(aτ + b) + Z(cτ + d)) =

1

cτ + d
Λτ .'Etsi

G2k(γτ) = G2k(Λγτ )

= G2k((cτ + d)−1Λτ )

= (cτ + d)2kG2k(Λτ ) = (cτ + d)2kG2k(τ).Sumperasmatik� oi seirè tou Eisenstein e�nai èna par�deigma weakly modularsunart sewn b�rou 2k. Mpore� na apodeiqje� ìti èinai analutikè sto ∞ me
G2k(∞) = 2ζ(s)36, ìpou ζ na e�nai h z ta Riemann sun�rthsh kai �ra e�nai èna
modular form.3.6 Uniformization Elleiptik¸n kampÔlwnOrismì 3.46. Or�zoume thn modular anallo�wto j(τ), τ ∈ H na e�nai h su-n�rthsh

j(τ) = 1728
g3
2(τ)

∆(τ)
.Dhlad  h j(τ) e�nai h j-anallo�wto pou antistoiqe� sthn elleiptik  kampÔlh mediakr�nousa ∆:

EΛτ
: y2 = 4x3 − g2(τ)x − g3(τ)kai h EΛτ

dèqetai parametrikopo�hsh k�nonta qr sh th ℘ sun�rthsh tou
Weierstrass37

C/Λτ → EΛτ
(C),

z 7→
(

℘(z; Λτ), ℘′(z; Λτ)
)

.DÔo elleiptikè kampÔle E,E′ e�nai isìmorfe an isqÔei j(E) = j(E′).Ta parap�nw e�nai klasik� jèmata th jewr�a twn elleiptik¸n kampÔlwn kaimporoÔn na brejoÔn se opoiod pote sqetikì bibl�o gia par�deigma ston [16℄,kef�laio VI, prìtash 3.6, sel�da 158.35blèpe [16℄, je¸rhma 3.1, sel�da 153.36blèpe [17℄, prìtash 3.4.2 sel�da 25.37ax�zei na parathr soume ìti h sun�rthsh tou Weierstrass e�nai h lÔsh th diaforik ex�swsh ℘′(z)2 = 4℘(z)3 − g2℘(z)− g3 kai sunep¸ èqei  dh morf  elleiptik  kampÔlh ep�tou C.



72 · Fuchsian Om�des Pr¸tou E�dousJe¸rhma 3.47. H sun�rthsh j(τ) e�nai m�a modular sun�rthsh kai ep�gei ènan(analutikì) isomorfismì:
X(1)

∼=−→ P1(C). (3.10)Apìdeixh: ParathroÔme ìti ta ∆(τ) kai g2(τ)3 = 263353G4(τ)
3, e�nai modu-

lar forms b�rou 12 kai sunep¸ to phl�ko tou e�nai modular sun�rthsh, opìtee�nai stoiqe�o tou s¸mato meromìrfwn sunart sewn th epif�neia Riemann
X(1).'Ara h sun�rthsh j ep�gei èna peperasmènwn fÔllwn migadikì analutikìk�lumma:

j : X(1)→ P1(C).Tèlo parathroÔme ìti g2(i∞) = 120ζ(4) 6= 0 (blèpe [17℄ sel�da 26) kai ∆(i∞)
= 0, kai afoÔ h ∆ èqei b�ro 12 autì ma d�nei ìti h t�xh th ∆ sto ∞ isoÔtaime thn mon�da. Dhlad  h j èqei aplì pìlo sto cusp ∞ ∈ X(1) kai kanèna �llopìlo sto X(1), sunep¸ prìkeitai gia monìfullh migadik  analutik  sun�rthshdhlad  gia isomorfismì epifanei¸n Riemann. ♦Pìrisma 3.48. K�je modular sun�rthsh f ∈ M(X(1)), e�nai rht  sun�rth-sh th j. An epiplèon h f e�nai analutik  sun�rthsh sto H, tìte h f e�naipolu¸numo tou j.Apìdeixh: H sun�rthsh f e�nai merìmorfh sun�rthsh stoM(X(1)), sunep¸h f ◦ j−1 e�nai merìmorfh sun�rthsh tou P1(C) dhlad  e�nai rht  sun�rthsh,dhlad :

f ◦ j−1(t) = P (t), gia k�poio P (t) ∈ C(t).Antikajist¸nta t = j(x) me x ∈ X(1) èqoume ìti f(x) = P (j(x)).Gia to deÔtero komm�ti th apìdeixh gnwr�zoume ìti f = P (j) gia k�poiarht  sun�rthsh P (t) ∈ C(t). A upojèsoume ìti to P den e�nai polu¸numo. Tìteup�rqei èna t0 ∈ C, ¸ste P (t0) = ∞ (ja prèpei gia autì to t0 na mhden�zetaito polu¸numo-paronomast  tou P (t)). Apì ton isomorfismo (3.10) èqoume ìtiup�rqei τ0 ∈ H ¸ste j(τ0) = t0. Tìte ìmw f(τ0) = P (j(τ0)) =∞, pou e�nai seant�jesh me thn upìjesh ìti h f e�nai analutik  sun�rthsh sto H, kai sunep¸to P e�nai polu¸numo. ♦Pìrisma 3.49 (Uniformization je¸rhma gia elleiptikè kampÔle).A jewr soume m�a elleiptik  kampÔlh p�nw apì to C:
E : y2 = x3 +Ax +Bme ∆ = 4A3 − 27B2 6= 038, me A,B ∈ C. Tìte up�rqei monadikì lattice Λ ⊂ C¸ste

g2(Λ) = 60G4(Λ) = −4A kai g3(Λ) = 140G6(Λ) = −4B.H sun�rthsh
C/Λ→ E : y2 = x3 +Ax+B,

z 7→
(

℘(z; Λ),
1

2
℘′(z; Λ)

)e�nai migadikì analutikì isomorfismì. E�nai m�a analutik  apeikìnish metaxÔepifanei¸n Riemann.38edw pa�rnoume mh idiìmorfe kampÔle.



3.6 Uniformization Elleiptik¸n kampÔlwn · 73Apìdeixh: K�nonta qr sh tou jewr mato 3.47 mporoÔme na broÔme τ ∈ H,¸ste
j(τ) = 1728

4A3

4A3 − 27B2
.Sthn sunèqeia upolog�zoume ìti

g2(Λ) = −4A kai g3(Λ) = −B,dhlad  br kame èna lattice pou na apeikon�zetai sthn elleiptik  kampÔlh E. ♦Bg�lame ètsi to sumpèrasma ìti h kl�sh twn elleiptik¸n kampÔlwn pouanafèrame ston orismì 3.46, perièqei ìle ti kl�sei elleiptik¸n kampÔlwn ep�tou C.E�nai gnwstì ìti dÔo elleiptikè kampÔle C/Λ1,C/Λ2 e�nai isìmorfe (a-ntistoiqoÔn sthn �dia j-anallo�wto) an kai mìno an ta ant�stoiqa lattices Λi =
〈1, τi〉 e�nai �dia (omìjeta39), dhlad  ìtan up�rqei metasqhmatismì a ∈ PGL2(Z)
= SL2(Z) pou na stèlnei to èna lattice sto �llo40. To gegonì autì ja mporoÔ-se na d¸sei m�a deÔterh apìdeixh giat� o q¸ro H/Γ e�nai o q¸ro twn kl�sewnisodunam�a elleiptik¸n kampÔlwn.

Sq ma 3.4: Mia akolouj�a apì elleiptikè kampÔle pou sugkl�noun sthn 3.11.To shme�o sto �peiro to opo�o topojet same gia na sumpagopoi soume tophl�ko H/SL2(Z) den antistoiqe� se elleiptik  kampÔlh, pr�gmati mporoÔme naupolog�soume ìti gia j0 6= 0, 1728 h elleiptik  kampÔlh me ex�swsh
y2 + xy = x3 − 36

j0 − 1728
x− 1

j0 − 172839up�rqei c ∈ C∗ ètsi ¸ste Λ1 = cΛ2.40pr�gmati an τ1, τ2 ∈ H, tìte Λτ1 e�nai omìjeto me to Λτ2 , ann up�rqei γ =

[

a b
c d

]

∈

SL2(Z) tètoio ¸ste τ2 = aτ1+b
cτ1+d

⇒ τ2 = γ(τ1).



74 · Fuchsian Om�des Pr¸tou E�dousèqei j-anallo�wto �sh me j0. 'Ara gia j = ∞ odhgoÔmaste sthn id�omorfh ka-mpÔlh me tÔpo
y2 + xy = x3, (3.11)Pr�gmati, den e�nai dunatìn na èqoume sumpagopo�hsh tou q¸rou twn ellei-ptik¸n kampÔlwn qwr� na apofÔgoume na sumperil�boume ston q¸ro autì kaiidiìmorfe kampÔle. Gia par�deigma h akolouj�a elleiptik¸n kampÔlwn

y2 + xy = x3 + a,sugkl�nei sthn kampÔlh (3.11), (blèpe sq ma 3.4).
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Möbius, 25, 52elleiptikì, 52loxodromikì, 52parabolikì, 52uperbolikì, 52migadikì �nw hmiep�pedo, 53om�da
Fuchsian, pr¸tou e�dou, 68
Galois, 15kleist , 17metasqhmatism¸n, 46topologik , 46omomorfismì kaluptik¸n q¸rwn, 7p�nakaloxodromikì, 52parabolikì, 52uperbolikì, 52pìlo, 21pollaplìthta shme�ou, 20polu¸numodiaqwr�simo, 15q�rth, 21q¸ro
semilocally apl� sunektikì, 13omogen , 9topik� apl� sunektikì, 13sÔnoloalgebrik� anex�rthto, 39algebrik� exarthmèno, 39diakritì, 25s¸makleistì, 17stajerì, 15shme�odiakl�dwsh, 28stajerì shme�o
cusp, 56elleiptikì, 56stajeropoiht , 9, 48summetrik  geitoni�, 48sumpagopo�hshtou enì shme�ou, 23sun�rthsh
modular, 70
weakly modular, 69

℘ tou Weierstrass, 71amfiolìmorfh, 22analutik , 19merìmorfh, 25sunart seistoiqei¸dei summetrikè, 38suntetagmenik  perioq , 21t�xhelleiptikoÔ stajeroÔ shme�ou,57shme�ou, 20tìpo, 22topologikì q¸rotopik� sumpag , 28uperbatik  b�sh, 40



Bibliograf�a
[1] William Fulton, Algebraic Topology A First Course, Graduate Texts in

Mathematics, Springer, (1995).[2℄ Karanikolìpoulo Swt rh, Eisagwg  Sthn Algebrik  Topolog�a, Ptu-qiak  Ergas�a, Panepist mio Aiga�ou, Tm ma Majhmatik¸n, (2003).
[3] Michio Kuga, Galois’ Dream: Group Theory and Differential Equations,
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