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�����������

� �������� �

� 	�����  ! "��#�$! " % #&!�& #'%"( �)

5$5 6��
�� ��
1��� ���( �
� ���	�� ����&���(� $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ 57

5$5$5 ���	�� ����&���(� ��
 ������� �
8�� $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ 57

5$5$! 2�
�� ��
 ��&� ������� �
8�� $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ 59

5$5$7 :������ �
8�� �&���
��� ���	(� $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ 5 

5$5$4 6��3���� Coxeter $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ 5#

5$5$9 ���&&��(�� ���	(� Coxeter $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ 5;

5$5$ �����&&�)��3
�'� ���	�� $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ !"

5$5$# �33
�
�'� ���	�� $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ !5

5$! �����)��� ������
�'	(� ��
 ���	�� Coxeter $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ !7

5$!$5 �����)��� ������
�'	(� $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ !7

5$!$! ���&���
� �����)��� ������
�'	(� $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ !4

5$!$7 ��� ��&'����� �� ��
���< Catalan $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ ! 

5$7 �� �<��&�)�� ������ ∆(Φ) $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ !=

5$7$5 �����&��
�� ����&')��� $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ !;

5$7$! ��&<��� ��
 �����&��
�� �
��	
� $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ 7"

5$7$7 ��
��,� �� ∆(Φ) $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ 75

5$7$4 �� ∆(Φ) ��
 ��&�)(�
�'� ���	
�
�'��
� $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ 74

5$4 �� 	
�����<����� 	
�������
� $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ 7#

5$4$5 � �<�	����� NC(n) $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ 7#

5$4$! 6��
�,� ��
��,� �� ���	'���� NC(W ) $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ 4"

5$4$7 m>%�
���'� �� 	
������<����� 	
�������
� $ $ $ $ $ $ $ 47

� �&�*�+�� ' #�,!-! " % *��&�$!%"+� &*��% %�+#�%� .�

!$5 %
��)()� ��
 ����&'���� $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ 4#

!$! ��������
�� $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ 4;

!$7 ����
���
�� ����&'���� $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ 95

!$4 ���3&�
(�
�,�� $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ 94

9



 �����������	

!$9 � )��
�,� ��
��,� �� ∆m(Φ) $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ 9=

) ��'%"� "��%� " % * � '��� ' &*���*%*+�$! /0

7$5 %
��)()� ��
 ����&'���� $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $  9

7$! ��������
�� $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ #"

7$7 �&���	�� 
	�(	��0 ���
�1'� ��
 ��&������
 $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ #4

7$4 �&')�� ����
8�� ��
 �33
�
�� ���	� $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ =!

7$9 �
 ��
���� �+�(� $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ =#

7$ � 
�,�� F = H $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ ;7

7$# �
 �&��
�'� ���
����
� $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ ;9

7$= ���������
� $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ ;#

. ���&�+� #&�*�����'$! #�,!-! ���

4$5 %
��)()� $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ 5"5

4$! ��������
�� $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ 5"7

4$7 ��,	�
+� �� ��
����� �&����� $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ 5"#

4$4 EL>%�
)��3� ��
 3�������� �&���	�� �� NCm(γ) $ $ $ $ $ $ $ $ 55"

4$9 ��,	�
+� �� 
�,��� F = M $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ 559
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 ���	�� ����&���(� ��3���8���
 �� ��&&'� ���
�1'� (� ������
���$ :��>

�����
 ��1�� ��&&'� ��, 
� 
	
,��� ��� �� �����<� �� �����))
��<� ��

	
�3����� �,����0 1���
����
���� �&)���
�'�0 )�(���
�'� � ���	���
�'�

�1�
�'�$ � �&&�&���	���� ��� ���&���8�
 �� ��(��� (� ���	(� ����&���(�

	������ ��� ��������
�'� ��1'�$ �&��
�� ��))������ ���( �� ���	��

����&���(� ����
 ��� (� Bourbaki ?!!@ ��
 Humphreys ?47@$ �
, ��,�3�>

� �<))����� ����
 ��, (� Björner ��
 Brenti ?!"@ � ����� �����))�8�
 
�

���	�� ����&���(� ��, ���	���
�� ����
�$

:���,� �� ����<��� 	
��
��� ����
 � ��&'� �
�� �&���(� ���	�>

��
��� ��
��
�'�(� � ����� ���8���
 )
� ���� ��������'�� ���)��
�� ���	�

����&���(�$ A��(� ����<��
 ��� ������0 � ��
������� ��� ���1��8���
 ��

���,������ ����
���
�'� �1'��
�0 �
 ������ �� ��
��'��� ���
����
� �����'>

���� ���+�)���$ :����� ��������� )
� �� �������( ���1'
�� ����
 � )�)��,�

,
 ��
 �
 ���� ��'� �&���
� ����
���<��
 ��, �� �	
� ���,��0 �� ����� ��

�������� ��'�(� ������($ 2�(��<�� '�� ���)()� �<���� �
8�� Φ �+�(�

n �� �����
1� ���	� ����&���(� W. � )��
����'��� ��
��,� Catalan ���8��


(�

N(m)(Φ) =
n∏

i=1

ei +mh+ 1
ei + 1

,

,��� e1, . . . , en ����
 �
 ���'��0 h � ��
��,� Coxeter ��
 m '��� �� ����
�,�

��'��
��$ A��� Φ = An−1 ��
 m = 1 ,� � N(m)(Φ) = 1
n+1

(
2n
n

)
����
 )�(�,

(� � �&��
�,� n>��,� ��
��,� Catalan. A��(� ��������
 ��
 �� ��� �&��
��<�

'�
 ��
 �
 )��
����'��
 ��
���� Catalan '1��� �&���� ���	���
��� ������
��

��
 ��,�3�� ���'��B�� �� ��&&'� 	
�3���
�'� ���
�1'�0 ,�(� �� �����)���

������
�'	(�0 �&)����� ������ ��
 	��'� Garside ���	(� braid. ��� � ��&'�

(� �������( ��
��
�'�(� ����<��
 ������ � �����������	 
�����	 ��
��	

#



= 
���	�	�� � ���������

Catalan � ������ ���8��
 (�

N(m)
+ (Φ) =

n∏
i=1

ei +mh− 1
ei + 1

��
 ����
 ���� �� �� (n− 1)>��, �&��
�, ��
��, Catalan 1
n

(
2(n−1)

n−1

)
,�� m = 1

��
 Φ = An−1.

���� 	,����� �� ����&�B� �� 	
��
��� �� ���
)��B���� �����
�� 
� �>

&���
� (� �
�� ���	���
��� ��
��
�'�(� ��� ��&����$ :� ,&�� 
� ���
�>

���
� ��(��<�� '�� ���)()� �<���� �
8�� Φ �+�(� n �� �����
1� ���	�

����&���(� W ��
 '��� �� ����
�, ��'��
� m. :����(� � �+'&
+� �� ��&'��

���� (� ��
��
�'�(� '1�
 (� �+��$ ��1
�� ����
 )�(�� � �����(�� ,���

Φ = An−1 .	�&�	� ,�� � W ����
 � ������
�� ���	� Sn/ ��
 m = 1. :��

���'1�
� ���8��
 � )�������� )
� ���� ���	� ����&���(�W ��
 m = 1, � �����

�� )'��
 ����
 �� ��
��'��$ � ����
'�( )�������� )
� Φ = An−1 � Bn ��


m ≥ 1 ����
 �����(� ����&'B
�� ��, 
� �����
1�� ���
����
� )
� m = 1, ��

������� �� �� �����(�� W = Dn. �'&��0 � ��
��,� )
� ���� W ��
 m ≥ 1

���
�� ��
 ��&
 ���
��,��� 	
�������$


 ' ��!�% * � '��� ' &*���*%*+�$!1 �� m>��, ���&���
�

�����)�� ������
�'	(� Am(Φ) ��&������ ��, ��� ������
�	� ?!0 70 90  @0

Postnikov ?99@0 Postnikov ��
 Stanley ?9#@0 Stanley ? ;@ ��
 Yoshinaga ?#9@$ ��

Am(Φ) ����&���
 ��, � �<��&� (� ������
�'	(� �� Rn ��� ���
)��3���


��, 
� �+
����
� (α, x) = k, ,��� α ∈ Φ, 0 ≤ k ≤ m ��
 (x, y) ����
 �

��(��
�, )
�,���� (� x, y ∈ Rn. �
 ������1�� ���
�1'� �� Am(Φ) ����
 ��'�

��� 
������
�<� �� ��
�,�� (α, x) > 0 )
� ���� α ∈ Φ+. A��� � �<����

�
8�� Φ ����
 �����&&�)��3
�, ,� � �&���� (� ������1(� ���
�1�� ����


��� �� N(m)(Φ) ��� � �&���� ���� ��� ����
 3��)�'��� ����
 ��� �� N(m)
+ (Φ).

�
 ���
�1'� ��'� ����
 �� '�� ���� '�� ��
��
1�� �� ����
�� �&���	�� 
	�(	��

�� ���
��� 	
��+�� �� Φ+ ����� ������ ��
 �� 
� ��1
'� 	����� �� W ��

��&��� L(Φ∨)/(mh+1)L(Φ∨) .�&$ ����)��3� 5$5$ )
� �� ��
��, �� L(Φ∨)/$

� ��
��
1�� ��� 	
����� ����
�� 3��
�'� ��
�
�'� ���( �� �<��&� ���

�
 ������ ��&��<���� �� ��
��, N(m)(Φ). �
 ��
���� ��� ����<���� ��, ����

�� ��&'����� �����8���
 ��
���� Narayana ��
 �����&�8���
 �� Nark(Φ,m).

:�� �����(�� ,��� m = 1 �
 ������1�� ���
�1'� �� A1(Φ) ����
 �� '��

���� '�� ��
��
1�� �� ��
�&���	�� �� ���
��� 	
��+�� �� Φ+. �� �&���� (�

��
�&���	(� ���� ��
	'1��
 ��
 �&&�� ���	���
�'� ���������0 ,�(� 3�����


�� ���� �� Shi ? !0  7@ )
� �33
�
�'� ���	�� ��
 �����)��� ������
�'	(�

����� ������ ��
 �� ����� (� Cellini ��
 Papi ?!=@ )
� ����&)����� Borel (�

��&�� �&)����� Lie.

�&�*�+�� ' #�,!-!1 �� �<��&�)�� ������ ∆(Φ) �
��1�� ��, ��>



;

� Fomin ��
 Zelevinsky �� �&���
� �� ��&'�� ��� ���( �� �&)����� ���>

��� ��
 Y >������� ?4"0 7=@$ �� ∆(Φ) ����
 �)�, �����&��
�, �<��&�)�� 	
>

�����(� n−1 ��
 ���
����3
�, �� �� (n−1)>	
���� �3����$ A��� � Φ ����


�����&&�)��3
�,0 � ∆(Φ) ����
 
�,���3� �� � �����
��, �<��&�)�� ��,� n>

	
����� ��&�,��� � ����� �����8��
W >��&<��� ����'��(�$ �� m>��,

)��
����'�� �<��&�)�� ������ ∆m(Φ) �
��1�� ��, ��� Fomin ��
 Reading

��'�(� ��� ��, � ��&'� ����
(� �
	
��� ���
����(� ��� ����<�� 	
��
��$

���,&� ��� � �<��&�)�� ∆m(Φ) 	�� 	
����� 
� �������( )�(���
�'� 
	
,�>

�� �� ∆(Φ), '1�
 ��&&'� �&&�� �
 ������ ���
��<� ��	
�3'����� �� ����
'�(

��&'� ��$ �� ∆m(Φ) '1�
 '�� 3��
�, ����<��&�)�� � ����� �����&�8��
 ��

∆m
+ (Φ) ��
 �����8��
 ��
�, )��
����'�� �<��&�)�� ������$

�� �<��&� (� �	��� �� ∆m(Φ) ����
�����
 ��, �� ��
��, Catalan. �
,

��)����
�'��0 � �&���� (� �	��� �� ∆m(Φ) ����� ��
 ���� �� ∆m
+ (Φ)

����
 ��� �� N(m)(Φ) ��
 N(m)
+ (Φ) �����
1�$ %�����0 � k>��� �����)�'��

�� h>	
��<����� �� ∆m(Φ) �������
 �� �� ��
��, Narayana Narn−k(Φ,m)

,�� m = 1 ��
 )
� 
� �&��
�'� ���	�� ,�� m ≥ 1.

�( �% #' &��2��!�� �% ���3#�%�1 � �<�	����� (� �� 	
������<>

���(� 	
�������(� NC(n) �
��1�� ��, �� Kreweras ?4#@ ��
 ����
 '�� �&��
�,

��
������� �� ���	���
�� �� ��&&'� ��������
�'� 
	
,���$ ����&��>

�
 ��, � �<��&� (� 	
�������(� π �� ���,&�� {1, . . . , n} '�
�� ��� ��

a < b < c < d ��
 � a, c ������� �� '�� �'��� B �� π ��� � b, d �� '��

�'��� B′ �� π ,� B = B′. ��,�3��0 �
 Brady ��
 Watt ?! @ ��
 Bessis

?54@0 1���
����
���� 	��'� Garside �� ���	�� braid, )��������� �� ��
��,

�� Kreweras �
��)���� � ���
�� 	
��+� NC(W ) (� �� 	
������<���(� 	
>

�������(� )
� ���� ���	� ����&���(� W. ���	�
��<��
 ,
 � NC(W ) ����


���	�̈
�,�0 	
�����
��'��� �<�	����� ��
 ,
 � NC(An−1) ����
 
�,���3� ��

� NC(n). ��),���0 � Armstrong �� 	
	����
�� �� 	
��
�� ?5@ ��'��
��

�� ��
��, NC(W ) �� �� �
��)()� �� '���
�� (� m>��
����� �� 	
����>

��<���(� 	
�������(� NCm(W ) �� �,�� ��� NC1(W ) = NC(W ). � ���
��

	
��+� NCm(W ) ����
 ��
�<�	����� �� �&�1
�� ��
1��� ��
 '1�
 �&����
���

N(m)(Φ). %�����0 � �&���� ��
1��(� �� NCm(W ) �+�(� k �������
 �� ��

�����)�'�� hk �� h>	
��<����� (h0, h1, . . . , hn) �� ∆m(Φ).

� 	��� �� 	
��
��� '1�
 (� �+��$ :� ���� ��3�&�
� �����&���������

�����
�� ��
���<� ��
 ���
�'� 
	
,��� (� ���)��
��� ���	(� ����&���(�0

)
� 	
���,&���� �� ���)����$ :� ���'1�
� ���8���� ���&�
�� � ��� ���
��

���	���
�� ��
������� ���0 	�&�	� � ���&���
� �����)��� ������
�'	(�0

� �<��&�)�� ������ ��
 �� ���
�� 	
��+� (� �� 	
������<���(� 	
�������(�

��
 ���3'����� ����
� ��, � �	� )�(�� ����&'���� � ����� ���'&����



5" 
���	�	�� � ���������

��� �+'&
+� �� 	
��
���$ �� ��,���� ��3�&�
� ���
'1��� �'� ����&'���� �

����� '1��� �	� 	����
����� ��� '1��� ����&���� ���� 	���������$

�� 	�<��� ��3�&�
� ��
��
1�� �� ����� ?#7@$ 2�(��<�� �<���� �
8��

Φ ��� ��
��
1�� �
� ���	�� An−1 � Bn$ ���8���� '�� �����&��
�, �<��&�)>

�� ∆m(Φ) �� 1���� ��&�)(�
��� ���	
�
�'��(� )
� ���� '�
� ���	� ��


3��
�, ��
��, m. 6
� m = 10 � ∆m(Φ) ����
 
�,���3� �� � �<��&�)�� ���>

��� ∆(Φ). ����
���<�� 
� �&���'� �� ∆m(Φ) ��
 	��1����� ,
 �
 �����)>

�'��� �� h>	
��<����� �� ∆m(Φ) ��������� �� ��� )��
����'���� ��
���<�

Narayana$ %�����0 ���	�
��<���� ,
 )
� ���� m ≥ 1 � �<��&�)�� ∆m(Φ) ����


���3&�
��
�� ��
 ����'�(� Cohen-Macaulay. :� '&�� ���< �� ��3�&����

	������ � )��
�, ��
��, �� ∆m(Φ) )
� ���� ���	� ����&���(�0 ,�(� 	,����

��, ��� Fomin ��
 Reading. ���,&� ��� � ��
��,� ��,� 	�� ����
 �'��� (�

����&����(� �� ?#7@0 � ���3��� �� �� '&�� �� ��3�&���� ���< ���3(���

�� �� 1���
�� ��
�� �� �+'&
+�� �� ��
��
�'���$

�� ��� ��3�&�
� ��
��
1�� �� ����� ?5!@0 � ����� '1�
 )��3�� �� �����>

)���� �� � *���� ������
�	�$ A%�( Φ '�� ���)()� �����&&�)��3
�,

�<���� �
8�� �+�(� n �� �����
1� ���	� Weyl W ��
 �&')�� ����
8��

L(Φ∨). 2�(��<�� '�� �� ����
�, ��'��
� m ��
 � �����
1� ���&���
�

�����)�� ������
�'	(� Am(Φ)$ %���
 )�(�, ,
 � �&���� N(m)
+ (Φ) (�

3��)�'�(� ������1(� ���
�1�� �� Am(Φ) ����
 ��� �� � �&���� (� �	���

�� ��
��< ����&')���� ������ ∆m
+ (Φ)$ ���8���� ��� ��
�
�� �� �<��&�

(� 3��)�'�(� ������1(� ���
�1�� �� Am(Φ) ��
 �
��8���� ,
 � �����
1�

��&'����� �� ��
���< N(m)
+ (Φ) �������
 �� � h>	
������ �� ∆m

+ (Φ). C�>

�&�)�8���� 
� ��&��<���
� ��'� )
� � �&��
�� ������� �
8�� ��
 )
� ,&�

� ������� �
8�� ,�� m = 1 ��
 ���&���<���� �� �������( �
����� )
�

��'� 
� ���
����
�$ ������� ����
�� ���	���
�'� ��������� )
� ���<� ���

��
���<� 1���
����
���� �&���	�� 
	�(	�� �� Φ0 ��1
'� 	����� �� W ��

��&��� L(Φ∨)/(mh−1)L(Φ∨) ��
 ������ �� �&')���� ����
8�� �'�� �� ����
�

���,�&���0 ��A ���&�)�� �� 
� �����
1�� ��&��<���
� �� ��
���< N(m)(Φ)

)
� 
� ������1�� ���
�1'� �� Am(Φ) ? @$ %�����0 ���	�
��<���� ��� �
����� ��

Chapoton ?!;0 %
�����  $5@ � ����� ���1��8�
 ��� ��&'����� (� �&����� ��

∆m(Φ) �� ��� ��
�
�� ���( �� ���
�1'� �� �����)���� Am(Φ). �'&��0

��� �
	
�� �����(�� m = 1 	������ ��� 	�̈
�� �������� (� �������( ��
����

1���
����
���� 3�&�� �� ���
��� 	
��+�� (� �
8�� �� Φ$

�� '��� ��
 �&����� ��3�&�
� ��
��
1�� �� ����� ?#4@$ A%�( '��

��������'�� �<���� �
8�� Φ �� �����
1� ���	� ����&���(� W ��
 m '���

�� ����
�,� ��'��
��$ 2�(��<�� � )��
����'�� �<��&�)�� ������ ∆m(Φ)

��
 � ���
��� 	
���)�'�� �<��&� (� m>��
����� �� 	
������<���(� 	
>
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�������(� NCm(W ). ������� '�� �'� 1������
��, (� �&����� �� ∆m(Φ)

1���
����
���� �� 	
������<����� 	
�������
� �� NCm(W )0 )��
��<���� ��>

���
1� 1������
��, (� Brady ��
 Watt ?!#@ )
� �� �����(��m = 1. *���
>

����
���� � �������( ���'&����0 ���	�
��<���� ��� �
����� (� Chapoton

��
 Armstrong0 � ����� ���1��8�
 ��� ��&'����� (� �&����� �� ∆m(Φ) ��

� �������� Möbius �� NCm(W )$

��&�
������0 �� ���&� �� ��1��
���( ����� �� ��
�&'���� *����

������
�	� )
� �� �������� ����	�)��� ��
 ���
�� ������� �� �� ,&� �

��	
� �� �����)����� ��� ����� ��
 ��� 	
,��(�� �� �&
��< ��
�'��� ��

	
��
���$ ���,&� ��� �� +������� �� 	
��
��� 	�� ��1� ����� �+�
���(�� ��

���	�� ����&���(� ��
 ���	���
��0 ��(�� ��)�&� <1� ��� �&
�� ��1� ��

����
��� �� ����3��( �� ��,� �� ��������
�, �&�	� (� ������
���$

� ��
��,� �� ∆m(Φ) �� 1���� ��&�)(�
��� ���	
�
�'��(� �� ��3�&�
�

! 	,���� ��, �� Victor Reiner ��� �����(�� ,��� Φ = An−1 ��
 �� *��>

�� ������
��� ,�� Φ = Bn. %�1��
�� ��
 ��� 	<� ��� ��� ��'	�
+�� ��

��&'� (� ����&�)��(� ∆m(Φ) ��
 �� ��	�1,���� ���1'
�� ��� �� ���

)��
����'���� ��
���<� Narayana. %�����0 �� ���&� �� ��1��
���( �� Sergey

Fomin )
� 
� ���	��+�
� ��
 �� ��������� ��0 �� Drew Armstrong ��� 	
'>

���� � ���
�1,���� �� 	
��
��� �� �� ��&< ��1
�, ��	
�0 ���(� ������ ��


�� Victor Reiner )
� � 	�	��'�� �� ������ 5$5$ �	
�
'�(� ��1��
�� ��

���� ���3
&� )
� �� �����
� �� �� � ��,)����� �1�	����� EucliDraw �� �

����� ')
��� � ���
��,��� ��, � �1����$ ��� �� 	
����
� �� ���,����>

� �� ����<��� 	
��
��� .��<�
�� !""7>D�'���
�� !"" / ����� ��,��3�� ��

�	�<���� ���
��� C����3
��$



5! 
���	�	�� � ���������



�������� 	

����� ����	����� ���
����������� �����������
������� �� ������

��� ������ �	
���� ���� �	�� 
�����

��������

����� ������ �	�
����	 
�� ��������� ����	

������� �� '��� ���&��	
� 1��� V ����
 ��� )����
�� ���
�,�
�� � ����� �'&>

��
 '�� 	
������ α ∈ V �� �����, �� ��
 �3���
 �����, ���� ������ ��

������
�'	�� Hα, ,��� Hα ����
 � ���������	� ����)��
� �� α. :����&�8����

��� '�
� ����&��� �� rα ��
 '1���� �� <��

rα(λ) = λ− 2(λ, α)
(α, α)

α,

,��� λ ∈ V ��
 ( , ) ����
 � ��(��
�, )
�,���� ��� V$ ���� ����&���

����
 ����)��
� ���
�,�
��0 	�&�	� )����
�� ���
�,�
�� ��� 	
����� � �����$

�����8���� ���������� ���� �������� ���� ��������'�� ������	� ��

���	�� (� ����)(��(� ���
������(� O(V) �� 1���� V � ����� ����)��
 ��,

����
� �<��&� ����&���(�$ %� )'��
0 �����&�8���� 
� ���	�� ����&���(� ��

W.

:�� ����<�� 	
��
�� �� ���
��
��<�� �� ��������'��� ���	�� ����&���(�

�� ���)��
��< ���&��	
�� 1���� Rn$ ��'� �
 ���	�� ��&������� ��
 �+>


��������� ��1
�� ��, �� Coxeter ?77@ ��� ��������
� �� �� ��&����
 
�

���	�� ������
�� �����
��� ��&�,�(�$ �
� ���	� ����&���(� &')��
 ����

��� �� 	�� ����
 	���,� �� ��3����� (� ���< )
�,���� ���
���'�(� '�
(�

���	(�$ �
 ��������'��� .���)��
�'�/ ���)()�� ���	�� ����&���(� ����
 �


�+��- An, Bn = Cn, Dn .�&��
�'�/0 I2(m) .	
�	�
�'�/0 E6, E7, E80 F4 ��
 H3, H4$
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���	�	�� �� ���	��� 	�	
��	���� 
	� �����	���
��

� ���	����� ���� ��3�&���� )������� �����&�8�
 �� 	
����� �� 1����

��� ����� 	�� � ���	�$

A%�( ��� ��������'�� ���	� ����&���(� W ��� Rn$ C���1�
 '��� 	
>

�3���
�,� �,��� �� �� ����� �����<�� �� �������������� �
� '�
� ���	�

�'�( �� '���
�� �� �������� �
8��$ � )��
�� 
	'� ����
 �� ��
����������

���� �����	� ����&���� H �� ���	�� W �� '�� 8�<)�� ��
�'(� 	
������(�

���'(� �� H $ �+
(��
��0 ���8���� '�� ������ ����� Φ (� '�� ��������'��

�<��&� 	
������(� �� Rn �� 
� �+�� 
	
,���-

(i) Φ ∩ Rα = {α,−α} )
� ���� α ∈ Φ0

(ii) rαΦ = Φ )
� ���� α ∈ Φ$

���8���� �� ���	� W ��� ��
��
1�� �� �<���� �
8�� Φ (� �� ���	�

����&���(� �� )�������� rα ,��� α ∈ Φ$ A��(� �� 	�<�� ��'�(� ������(0 ��

���� ��������'�� ���	� ����&���(� �����<�� �� ��
��
1������ ����
� �<��>

�� �
8�� �&&� ��
 ��
��,3(�0 ���� �<���� �
8�� ����)�
 ����
� ��������'��

���	� ����&���(�$ 6
� �� � 	��+���� 1��
�8,���� �� ������( ��,���$

���' #, �1�1 ?470 ��,��� 5$!@ ����� t ∈ O(Rn) �� α ∈ Rn �� ��������

�������� ���� trαt
−1 = rtα� ���������� � w ∈W ���� rwα ∈ W � �� �����

� rα ∈W �

����1��0 �� ���� ��������'�� ���	� ����&���(� W �����<�� �� ��
�>

�
1������ '�� �<���� �
8�� Φ (� �+��$ ���� ����&��� rα ∈ W ���8�
 '��

���������	� ����&���� Hα ��
 ��� ������ Lα ����� �� ��,$ ��, �� ��,���

5$5 ������������� ,
 � W ����'�
 � �<��&� (� Lα ,��� rα ����&��� ��

W, �� �,�� ��� w(Lα) = Lwα. �,�� �
 ������� Lα ������8���
 ��, �� W,

�&&� ,1
 ��
 � 	
��<���� α. A%�
0 �� ��
&'+���� � 8�<)� (� ����	
��(� ��
>

�'(� 	
������(� ��� ��������
 ���( �� ��'� 
� ������� ,� 
������
�<��


�
 �������� (i) ��
 (ii). :���
������ ,
 � ��
&�)� (� �������( 	
������(�

	�� ����
 ����	
�� ��
 ������ 	�� ����
 �������� ��� �� ����
 ����	
���$

A%�( ��� '�� �<���� �
8�� Φ ��
 W = 〈rα : α ∈ Φ〉. 2� 	��+���� ,
 �

W ����
 �
� ��������'�� ���	� ����&���(�$ ���)��
0 '�( Φ = {α1, . . . , αN}
��
 �� �����&������ �� Perm(Φ) �� ���	� ����'��(� (� ��
1��(� �� Φ$

�,�0 &,)( �� 
	
,��� (ii) (� ������(� �
8��0 � ���
�,�
��

φ : W → Perm(Φ)

w �→ (w(α1), . . . , w(αN )),

����
 ��&� ��
��'��� ������3
��,� ���	(� ��
 ��&
�� �������3
���� 	
,
 �

������� ����
 ��
��'���$ %���'�(�0 � W ����
 ��������'��$
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����� ����
� 
�� ���� ��������� ����	

2�(��<�� '�� �<���� �
8�� Φ ��
 '�� ���������	� H �� H ∩ Φ = {0}. ��
H 1(��8�
 � Φ �� 	<� +'�� �<��&� Φ+ ��
 Φ− ��
 �3�< )
� ���� ��8� α ∈ Φ


�1<�
 −α ∈ Φ, '1���� Φ+ = −Φ−. ���8���� � Φ+ ��
 Φ− (� � 
����� ��


������� �����
1� �<���� �� Φ. %�����0 �����8���� '�� ����<��&� Π ��

Φ ��� ������ ��- (i) � Π ����
 ���� �� 	
������
��< 1���� ��� ����)���

� ��
1��� �� Φ ���( �� R ��
 (ii) ���� α ∈ Φ ����
 )����
�,� ���	����,�

�� ��,������ ����&��'� ��
1��(� �� Π$ ������ �� 	��+�
 ������ ,
 ��

� Π ����
 ��&, �<���� ����
�� �������� �
8�� Φ ,� ����1�
 ����	
�,

��
�, �<���� Φ+ )
� � Φ �� Π ⊆ Φ+. ������3�0 ���� ��
�, �<����

Φ+ ���
'1�
 ����	
�, ��&, �<���� Π. :�� ���)��
�,��0 '�� ��&, �<����

Π ���8�
 ����	
�� �� ���	� W. :� ��,���� ������� �&'����� ��� ��� ���	�

����&���(� ������ �� �����
��� ��, ����&���
� rα ,��� α ∈ Π$

Φ+

Φ− H

:1��� 5$5- A%�� �<���� �
8�� ��� ��
��
1�� ��� ���	� ����&���(� ��
�����
��< �+�)����$ �� ���������	� H 	
�1(��8�
 � �<���� �
8�� �� Φ+

��
 Φ− ��
 �
 ��&'� ��8�� ����
 ��'� �� �,��
�� 1����$

��-�,� �1�1 ?470 2������ 5$;@ ����� Π �� ��� ������ ����� ��� �����

��� �! ��� Φ� ���� � ��!���� � ���� ��������W � �� ����"����	 �� ������

S := {rα : α ∈ Π} �� �������� �� ��	 � ����	

(rαrβ)m(α,β) = 1,

���� α, β ∈ Π �� m(α, β) �!�� � ��#� ��� rαrβ ���� W �

���� ���	� ��� ������
���
 ,�(� �������( �����8��
 ���	� Coxeter

��
 � 8�<)�� (W,S) �����8��
 �<���� Coxeter$ �� ��
 �
 ���	�� Coxeter

���'��B�� ��, �� �+
�,���� (� ��������'�(� ���	(� ����&���(� �� ���>

&��	
� 1���0 � ��
��,� ��� ����
 ��&< �
� )��
�,�$ ������ �� ����
 ���
��� ��


�� ������
����
 )�(���
�� ��� ���	�� ����&���(� �� %��&�
	�(� 1��(�$
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��	���� 
	� �����	���
��

A%�( '�� �<���� �
8�� Φ �� �<��&� ��&�� �
8�� Π = {σ1, . . . , σn}. 6
�
���� J ⊆ [n] �����&�8���� �� WJ �� ������	� �� W ��� ����)��
 ��, 
�

����&���
� rσi , i ∈ J. %<��&� 3�����
 ,
 W∅ = {1} ��
 W[n] = W. �
 ���	��

��� ��������� �� �� �������( �,�� �����8���
 ��$�����	 ��������	 ��

W. A%�( ΠJ := {σi ∈ Π : i ∈ J} ��
 ΦJ � ��� �� )����
��� ����� (�

	
������(� �� ΠJ �� � Φ. ���	�
��<��
 ,
 � ΦJ ����
 �<���� �
8�� ��

��&, �<���� ΠJ ��
 �����
1� ���	� ����&���(� WJ .�&$ ?470 ����)��3��

5$5"@/$

����� ��������� ����	 
�����
�	 ����	

%���
 ���3��'� ,
 �� ���� ���	� ����&���(� W ��
��
1�<� ���
��,��� ��,

'�� ������� �
8��$ :� ���� �� ����)��3� ���3'����� ����
� �������

�
8�� � ����� ��
��
1�<� �
� �&��
�'� ���	�� ��
 � ����� 1���
����
�<��


��1�,���$ :����&�8���� �� ε1, ε2, . . . , εn �� ������ ���������
�� ���� ��

Rn$

• An(n ≥ 1) : �� �<���� �
8�� ���� �� ���	�� ����&���
 ��, � n(n+1)

	
��<����

εi − εj , 1 ≤ i 
= j ≤ n+ 1

��
 �
 ��&'� ��8�� ����
 �


σ1 = ε1 − ε2, σ2 = ε2 − ε3, . . . , σn = εn − εn+1.

� ����&��� ��� ��
��
1�� �� σi 	�� ��� Rn+1 ��
����'���� 
� ����>

�)�'��� i ��
 i + 1. %���'�(� � ���	� ����&���(� An ����
 
�,���3� �� ��

���	� ����'��(� Sn+1 ��
 ������� '1�
 (n+ 1)! ��
1���$

• Bn(n ≥ 2) : �� �<���� �
8�� ���� �� ���	�� ����&���
 ��, � 2n2

	
��<����

±εi (1 ≤ i ≤ n) ��
 ± εi ± εj (i < j)

��
 �
 ��&'� ��8�� ����
 �


σ1 = ε1 − ε2, σ2 = ε2 − ε3, . . . , σn−1 = εn−1 − εn, σn = εn.

� ���	� Bn '1�
 2nn! ��
1���$

• Cn(n ≥ 2) : �� �<���� �
8�� �� Cn ����
 	�̈
�, �� ��, �� Bn ��
 �


���	�� ����&���(� Bn ��
 Cn ���8���
$ A%��� ��, ��� &,)��� ���0 ��
�>

�'��� 3��'�0 ��&���� ��� � 	<� ������� 1(�
�� ����
 ,
 � ���� ��
>

��
1�� ��� ���	� ������
�� �� n>	
����� �<��� ��� � 	�<��� �� ����

n>	
����� ����(�< ��&�,���$ �� �<���� �
8�� �� ���	�� Cn ����&��>

�
 ��, � 2n2 	
��<����

±2εi (1 ≤ i ≤ n) ��
 ± εi ± εj (i < j)



���� ����
�	 ��������	 ��	�� ���� ���	��� 	�	
��	���� 5#

��
 �
 ��&'� ��8�� Π ����
 �


σ1 = ε1 − ε2, σ2 = ε2 − ε3, . . . , σn−1 = εn−1 − εn, σn = 2εn.

• Dn(n ≥ 4) : �� �<���� �
8�� �� Dn ����&���
 ��, � 2n(n − 1)

	
��<����

±εi ± εj (1 ≤ i < j ≤ n)

��
 �
 ��&'� ��8�� ����
 �


σ1 = ε1 − ε2, σ2 = ε2 − ε3, . . . , σn−1 = εn−1 − εn, σn = εn−1 + εn.

� ���	� ����&���(� Dn '1�
 2n−1n! ��
1���$

σ1σ1

σ2

σ2

A2 B2

:1��� 5$!- �� ������� �
8�� (� ���	(� A2 ��
 B2$ �� ���� ��
��
1��
��� ���	� ����&���(� �� 
���&�<��� �
)���� ��
 � 	�<��� �� ���� ��
���)����$

����� ��������� Coxeter

�� 2������ 5$5 ��� 	���
 '��� �<��&� �,�� �� �������������� ��� ���	� Cox-

eter ��������8���� '�� )��3��� ��� ��
��
1�� �� ���� (� �+��- ���8����


� ����3'� �� )��3����� �� 
� ��&'� ��8�� �� Π ��
 ���	'���� ���� 8�<)��

α 
= β ∈ Π �� ��� ����0 �� ����� ��
)��3���� �� m(α, β)0 �� m(α, β) ≥ 3$ ��

m(α, β) = 2 ,� �
 ����3'� α 
= β 	�� ���	'���
 �� ���� ��
 ��������8����

,
 m(α, α) = 1. E'�� ,
 '�� �<���� Coxeter ����
 ���)()� �� � ����>

�
1� )��3��� Coxeter ����
 �����
�,$ ��������� ,
 �� m(α, β) = 2 ,�

rαrβ = rβrα � 
��	<���� α ⊥ β$

�� ��,���� ������� 	��1��
 ,
 �
 ��������'��� ���	�� Coxeter ���8���


�� 
� ��������'��� ���	�� ����&���(�$ %���'�(�0 ,&�� �
 ���)()�� �������>

�'��� ���	�� Coxeter 1(��8���
 �
� ���)����� An (n ≥ 1)0 Bn (n ≥ 2)0

Dn (n ≥ 4)0 E6, E7, E8, F4, H3, H4 ��
 I2(m) (m ≥ 2)$ ���
��,���� &��>

��'��
�� ����1��� �� ?47@$



5= 
���	�	�� �� ���	��� 	�	
��	���� 
	� �����	���
��

��-�,� �1�1 %�
� ���������� ���� Coxeter �!�� ������&� �� �!

���������� ���� ��������� �'��	 �� ������	 ����������	 �����	 Coxeter

�!�� ���	 ��� ���!�� � ��&"�� &!����� ��� ( "� )�*�

An

Bn

Dn

E6

E7

E8

F4

H3

H4

I2(m)

4

4

9

9

m

:1��� 5$7- 6��3���� Coxeter (� ���)�)(� ���	(� ����&���(�$ 2�(��<��
,
 �
 ���'� 1(��� �����(�� ��
)��3���
 �� 7$

:�� ���'1�
� �'&���� �� 	�<�� ��� �
 ���	�� ����&���(� 	��<� ���

���)��
�, 1��� Rn. �
, ��)����
�'��0 ����
 3��
�, �� ����(���<�� �� ����

���)()� ���	� ����&���(� ����
 ���	� ������
�� ����
�� ����< ��&�,���0

	�&�	� ����� ����� ��������'��� � �&���� �����(�$ ���3����0 �� '�� '>

�
� ��&<��� ����1�
 �� ��'��
 �� '1�
 ����
�� ��	��� ��������$ ��, 	���


� ������ )
� �� ��,&���� ��
��,$ %������ �������� �����8��
 ���� ���,

��&<��� �� ������ � ���	� ������
�� .	�&�	� � ���	� 
�����
�� �� 1����

��� �3����� � ��&<��� ���&&��(�/ 	�� �����
�� �
� ��)
�
�'� �&���	��

�� ���3��- ����3� ⊆ ���� ⊆ !>	
����� �&���� ⊆ · · · ⊆ '	��$ ��� ����


	<���&� �� 	
��
������� ,
 � ���	� ������
�� ��,� �����
��< ��&�,��� ��>

��
 ��������'�� ���	� ����&���(�$ �� ������3� ,�(� 	�� 
�1<�
 �����$

��, �� ��,	�
+� �� 2�(������ 5$! ����<��
 ,
 ��� ��������'�� ���	�

����&���(� ����
 ���	� ������
�� ��,� �����
��< ��&�,��� �� ��
 �,��� �� �



���� ����
�	 ��������	 ��	�� ���� ���	��� 	�	
��	���� 5;

�����
1� )��3��� Coxeter 	�� '1�
 	
��&�	���
�$ %���'�(�0 �
 ���	�� An, Bn

.��
 Cn/0 F4, H3, H4 ��
 I2(m) ����
 ���	�� ������
�� �����
��� ��&�,�(�$

�
, ��)����
��'��0 �
 ���	�� An, Bn ��
 Cn ����
 �
 ���	�� ������
�� ��

�����
��< �����&,���0 �� �<��� ��
 �� ����(�< ��&<���� �����
1� 	
>

�����(� n$ � ���	� H3 ����
 ���	� ������
�� �� �����
��< 	(	���'	���$ �

���	� F4 ����
 � ���	� ������
�� ��,� ���	
����� ��&�,��� ��� �����8�>

�
 !4>cell0 � ����� '1�
 !4 ����3'� ��
 !4 ����	�
�'� '	���$ �'&��0 ����1���

	<� ��&<��� (� ����(� � ���	� ������
�� ����
 � H4$ �� '�� ��� ��� '1�


 "" ����3'� ��
 5!" 	(	����	�
�'� '	��� ��� � �&&� '1�
 5!" ����3'� ��
  ""

����	�
�'� '	���$ �'&��0 � I2(m) ����
 � ���	� ������
�� ��,� �����
��< m>

)����$ A��(� �&'����� ��, �� �������( ���&���0 � �,�� �����
�� ��&<���

	
�����(� ��)�&<���� �� 4 ����
 � ���,�&���0 � ����(� ��&<��� ��
 �


�<��
$

����� �	���� ��� ����	 Coxeter

A%�( ���)()� �<���� �
8�� Φ �+�(� n �� �����
1� ���	� ����&���(� W

��
 S � �<��&� (� ����&���(� (� ���� 
� ��&'� ��8�� �� Φ$ ���� )
�,����

,&(� (� ����&���(� �� S �����8��
 ���� �!� Coxeter �� W. �� ��
1���

Coxeter 	�� ����
 ����	
�� 	
,
 � ���	�W 	�� ����
 �� )'��
 ��
�����
��0 ���,>

&� ��� '1��� ��&&'� ��
�'� 
	
,���$ ����1�� ���
�	���� 	<� ����
 ��8�)�

?470 ��,��� 7$5 @ ��
 ����'�(� '1��� �� �	
� �+� h, �� ����� �����8���� ��

�
�� Coxeter. �� � γ ����
 ��
1��� Coxeter �� W 0 ����1�
 '��� 	�	
�����

��,1(��� �� Rn � ������ �����'��
 ���&&��(�� ��, �� 	���� �� γ$ �
,

��)����
��'��0 � 	���� �� γ ��� ��,1(�� ��, ����
 ���3� ��� )(��� 2π
h $

%���'�(�0 � ��8� ζ �� ����	�� �+�(� h ����
 
	
�
�� �� γ �3�< ����
 
	
�
��

�� ���3�� ��� 2π
h $ %�
�&'��0 ,&�� �
 
	
�
�'� �� γ ����
 	�����
� �� ζ$

��'� �
 	�����
� �����8���
 ��
���	 ��	 W ��
 �����&�8���
 �� e1, . . . , en$

E,)( ��8�)��� (� ��
1��(� Coxeter, �
 ��
���� Coxeter ��
 �
 ���'�� ����


���+����
 �� ��
&�)�� �� γ$ :�� ��,���� ��,��� �����'���� ��
��'��

��
1��� )
� 
� ���	�� Coxeter � ����� �� 1���
����
������ �����
&���'��$

���' #, �1�1

(i) ?470 ��,��� 7$5=@ +� ��� ��� h = 2N
n � ���� N �!�� �� ��"
�	 ��� 
������

������ h � ��
��	 Coxeter �� n � ��#� ��	 W �

(ii) ?470 2������ 7$5;@ |W | =
∏n

i=1(ei + 1)�



!" 
���	�	�� �� ���	��� 	�	
��	���� 
	� �����	���
��

���	� |W | N h ���'��

An, n ≥ 1 (n+ 1)! n(n+1)
2 n+ 1 1, 2, . . . , n

Bn, n ≥ 2 2nn! n2 2n 1, 3, . . . , 2n− 1
Dn, n ≥ 4 2n−1n! n2 − n 2(n− 1) 1, 3, . . . , 2n− 3, n− 1
E6 27345 36 12 1, 4, 5, 7, 8, 11
E7 2103457 63 18 1, 5, 7, 9, 11, 13, 17
E8 21435527 120 30 1, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29
F4 1152 24 12 1, 5, 7, 11
H3 120 15 10 1, 5, 9
H4 14400 60 30 1, 11, 19, 29
I2(m),m ≥ 3 2m m m 1,m− 1

������� 5$5- ���
�'� ���&&��(�� (� ���	(� Coxeter

����! "��������#����
$� ������

��� ���	� ����&���(� ��� Rn &')��
 ����������&��" �� �3���
 ���&&��(�

����
� �&')�� L �� Rn0 	�&�	� �� wL = L )
� ���� w ∈ W $ ���	�
��<��
 ,


�� � W ����
 �����&&�)��3
�� ,� ���� ��
)��3� m(α, β) �� 	
�)�������

Coxeter ��'��
 �� ����
 ��� �� 2, 3, 4 � 6 ?470 ��,��� !$=@$ :������0 �
 ���	��H3

��
 H4 ����� ��
 ,&�� �
 	
�	�
�'� ��,� ��, ��'� �+�(� !040 0= ��
 5! 	�� ����


�����&&�)��3
�'�$ :� :1��� 5$9 3�����
 � ����+� (� ���)�)(� ���	(�

����&���(� �� �����&&�)��3
�'� ��
 ���	�� ������
�� �����
��� ��&�,�(�$

C���1�
 '��� 	
�3���
�,� �,��� �� �������� ��� �����&&�)��3
�� ���	�

�'�( �� �������� �
8�� ��$ �
, ��)����
��'��0 &'�� ,
 '�� �<���� �
8��

����
 �����&&�)��3
�, ��

2(α, β)
(β, β)

∈ Z )
� ���� α, β ∈ Φ.

��� ���	� ����&���(� ��� ���8��
 ��, � �����&&�)��3
�, �<���� �
8�� Φ

�����8��
 ���	� Weyl$ ���	�
��<��
 ,
 �
 �����&&�)��3
�'� ���	�� ��
 �


���	�� Weyl ���8���
$

������( �����'���� ����
� ��, � �&')��� � ����� �����'���� ������

��( ��, �� 	���� ���� �����&&�)��3
��� ���	�� W $

• �� ����� ����� L(Φ), ����&���
 ��, ,&��� ��� ��'��
��� )����
��<�

���	�����<� (� ��
1��(� �� Φ$

• �� ����� �������� L(Φ∨)- 6
� ���� ��8� α ∈ Φ ���8���� �� ����>

�
1� ����!� (� α∨ = 2α
(α,α) ��
 �����&�8���� �� Φ∨ � �<��&� ,&(� (�

����
8��$ �� Φ∨ ����
 ������ �����&&�)��3
�, �<���� �
8�� �� �����
1�

���	� ����&���(� 
�,���3� �� ���� �� Φ$ �� �&')�� ����
8�� ����&���


��, ,&��� ��� ��'��
��� )����
��<� ���	�����<� (� ��
1��(� �� Φ∨$



���� ����
�	 ��������	 ��	�� ���� ���	��� 	�	
��	���� !5

An

Bn = Cn
(n ≥ 3)

F4

I2(3) = A2

I2(4) = B2

I2(6) = G2

Dn

(n ≥ 4)

E6

E7

E8

I2(m)
(m 
= 3, 4, 6)

H3

H4

������������	
��
�����

���������

�����
��� ���������

:1��� 5$4- �
 ��������'��� ���)()�� ���	�� Coxeter

• �� ����� $���,

L̂(Φ∨) := {λ ∈ Rn| (λ, α∨) ∈ Z )
� ���� α ∈ Φ}.

• �� ����� ���$���,

L̂(Φ) := {λ ∈ Rn| (λ, α) ∈ Z )
� ���� α ∈ Φ}.

��1<�
 ,
 L(Φ) ⊆ L̂(Φ) ��
 L(Φ∨) ⊆ L̂(Φ∨)$

����% ����	�
$� ������

:�� ����)��3� ��� �� �������� ����
�� ���	�� Coxeter ��� �����8���


�33
�
�'� ���	�� ����&���(� ��
 �
 ������0 ,�(� �� 	�<��0 �1��8���
 �� 
�

�����&&�)��3
�'�$ �
, ��)����
��'��0 ��� &&����" ������ ��� Rn ����


��� ����&��� (� ���� '�� ���������	� �� Rn � ����� 	�� 	
'�1��
 �����
�(�

��, �� ��1� (� �+,�(�$ ���8���� �� &&����" ���� Aff(Rn) (� � ��
���<

)
�,���� �� )��
��� )����
��� ���	�� GL(Rn) ��
 �� ���	�� (� ���
������(�

���3���� ��� ��
1��� �� Rn. �� � W ����
 �����&&�)��3
�� ���	� �+�(�

n0 )
� ���� ��8� α ∈ Φ ��
 k ∈ Z ���8���� � ���������	�

Hα,k := {λ ∈ Rn| (λ, α) = k}.



!! 
���	�	�� �� ���	��� 	�	
��	���� 
	� �����	���
��

��������� ,
 Hα,k = H−α,−k ��
 ������ ,
 � Hα,k ����
 ���3��� ��� k
2α

∨

�� ������
�'	�� Hα,0$ ���8���� �� ����&��� (� ���� � ���������	� Hα,k (�

�+��-

rα,k(λ) := λ− ((λ, α) − k)α∨. .5$5/

���)��
0 � ���
�,�
�� rα,k 	
����� �����, � Hα,k ��
 �'&��
 � 0 �� kα∨$

�� �����&������ �� H � �<��&� (� ������
�'	(� Hα,k �� α ∈ Φ, k ∈ Z ��

	�<�� ,
 � ��
1��� �� H ��������
 ��( ��, �� 	���� �� W �����

��
 ��
��'�(� ���
������(� ���3���� �� Aff(Rn)$ ��, 3�����
 ��, ��

������( ��,���

���' #, �1)1 ?470 ��,��� 4$5@

(i) �� w ∈W ���� wHα,k = Hwα,k �� wrα,kw
−1 = rwα,k�

(ii) ����� λ ∈ Rn �� (λ, α) ∈ Z ��� ��
� α ∈ Φ� ���� t(λ)Hα,k = Hα,k+(λ,α)

�� t(λ)rα,kt(−λ) = rα,k+(λ,α)�

���8���� �� &&����" ���� Weyl Wα (� �� ������	� �� Aff(Rn) ���

����)��
 ��, 
� ����&���
� rα,k0 ,��� α ∈ Φ ��
 k ∈ Z$ ���	�
��<��
 ,
 �

���	� Wα ����
 � ��
���< )
�,���� �� W �� �� ���	� ���3���� ��� ��
�>

�
1�� �� �&')�� L(Φ∨).

�&��&�������� ���� �� ����)��3� �� ��
��'�� )��
�� ��
1��� )
� �

��� � ���	� Wα 	�� �� �<��&� ������
�'	(� H$ 2�(��<�� � �<��&� A (�

�����
��� ���
�(��� �� Rn \ ⋃
H∈HH $ ���� '�
� ���
���� �����8��



��!���	�

Hα1,0

Hα2,0
Hα̃,1

A◦

:1��� 5$9- �� �<��&� (� ������
�'	(� H ��
 � ����&
�	�� ��&������� )
�
Φ = A2



���� �	�	��	��	�	 ������������� 
	� ���	��� COXETER !7

:�� �����(�� ,��� � �����&&�)��3
�, �<���� Φ ����
 ���)()� +�1(��>

8���� � ��&������

A◦ = {λ ∈ Rn| 0 < (λ, α) < 1 )
� ���� α ∈ Φ+},

�� ����� �����8���� 
��������� �3�< � Φ ����
 ���)()� ��
 �����&&�>

)��3
�,0 ����1�
 ����	
�� ��8� α̃ ��� �����8��
 ��������"0 �� �� 
	
,�� ,


)
� ���� α ∈ Φ+ � 	
�3��� α̃−α ����
 �� ����
�,� )����
�,� ���	����,� ��&��

�
8��$ ���	�
��<��
 ,


A◦ = {λ ∈ Rn| 0 < (λ, α) )
� ���� α ∈ Π, (λ, α̃) < 1}.

�3�< � ��
1��� �� Π ����
 )����
��� ���+����0 ������������� ,
 � A◦
����
 ���,�&��� 	
�����(� n$ �����8���� ��! �	 ��,� ��&������� A ����

���������	� ��� �������8�
 �� A. �� ��1� �� A◦ ����
 � ���������	� Hα,0 ��

α ∈ Π ��
 � ���������	� Hα̃,1. :����&�8���� �� Sα � �<��&� (� ����&���(�

(� ���� ��� � ���������	�0 	�&�	� Sα = {rα,0 : α ∈ Π} ∪ {rα̃,1}$

���' #, �1.1 ?470 ��,��� 4$7@ - ���� Wα ���
���� ������ A ���


��!���� ���$���� �� ������� �� ��	 �������	 ��� Sα.

��, �� �������( ��,��� ������������� ,
 ���� ��&������� ������ ��

)��3�� (� wA◦ )
� ����
� w ∈ Wα. %���'�(�0 ��1�� �� wA◦ ����
 ���� ��>

�������	� wH ,��� � H ����
 ��1�� �� A◦.

:
� ��,����� ����)��3��� ���< �� ��3�&���� �����'���� ��
��'�� �>

�
1��� )
� �����)��� ������
�'	(�0 ����&')��� ������ ��
 �� 	
����>

��<����� 	
�������
� ���� ���	�� Coxeter.

��� ��	���	 ������������ �����	�����

�� �� 
����� Coxeter

����� &�����#���� ��������$�	

A%�� �����)�� ������
�'	(� A ��� Rn ����
 '�� �<��&� �33
�
��� ������
�'	>

(� �� Rn$ � ������� �� A ����
 � 	
����� �� 1���� Rn ��
 � ��#� rk(A)

����
 � 	
����� �� 1���� ��� ����)��
 ��, � 	
��<���� ���,��� �� ��>

�������	� �� A$ E'�� ,
 � A ����
 �������	 �� rk(A) = dim(A)$ ��� ����� "

�� A ����
 �
� �����
�� ���
���� �� ����&������� X (� ������
�'	(�

X = Rn \
⋃

H∈A
H.
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	� �����	���
��

�
� ���
�1� &')��
 &������ �� ����
 3��)�'�� ����<��&� �� Rn$ �� �����)>

�� ������
�'	(� A &')��
 �������� ��
⋂

H∈A 
= ∅$
�� ������	 ���������� ������ ����� �� A ����
 � �<��&� LA = {∩F :

F ⊆ A}, 	
���)�'�� ��
��,3(� (� ���� �� �)�&�
��,$ �� LA '1�
 ����	
�,

�&�1
�� ��
1��� � 0̂ = Rn$ ��  ����������� ��������� �� A ���8��
 (�

χ(A, q) =
∑

x∈LA

µ(x)qdim(x),

,��� µ ����
 � �������� Möbius �� LA, ��

µ(x) =

{
1, �� x = 0̂
−∑

y<x µ(y), �&&
��$

�� 1������
�
�, ��&������ ��� 	���
 ��&< 1���
��� �&���3����� )
� '>

�� ��������'�� �����)�� ������
�'	(� A0 ,�(� 3�����
 ��
 �� ������(

������� �� Zaslavsky$

��-�,� �1)1 ?# @ �� ��"
�	 ��� ����� �� ���	 ���!�	 � ������!��� ��� A
�� ��!���� ���  ��� Rn �!�� !�� �� (−1)nχ(A,−1)� �� �� A �!�� �������	

���� �� ��"
�	 ��� &������� ����� �� �!�� !�� �� (−1)nχ(A, 1)�

����� "�����	��� ������#���� ��������$�	

:� ���� �� 	
��
�� �� ��1�&���<�� �� �����)��� ������
�'	(� ��� �1�A>


8���
 �� ������� �
8��$ �
, ��)����
�'��0 ��(��<�� '�� ��������'��

�����&&�)��3
�, �<���� �
8�� Φ �+�(� n �� �����
1� ���	� ����&���(�

W $ 6
� ���� �� ����
�, ��'��
� m ���8���� � m����� %������� ������

������������ Am(Φ) (� � �<��&� (� ������
��	(� Hα,k ��� ���8���
 ��, 
�

�+
����
�

(α, x) = k,

)
� α ∈ Φ ��
 k = 0, . . . ,m$ :�� �����(�� m = 0 � A0(Φ) �����8��


������ Coxeter ��
 �����&�8��
 �� AΦ, ��� ��� �����(��m = 1 � A1(Φ)

�����8��
 ������ Catalan �� Φ$

� ���	�W 	�� �� Φ. %�����0 	�� ��&� �����
�� �� �<��&� (� ���
�1��

��AΦ0 �
 ������ �����8���
 ����$ �����8���� 
��������	 ��� �� AΦ ��

���
�1� ��� ���8��
 ��, 
� ��
�,��� (σi, x) > 0 )
� 1 ≤ i ≤ n0 ,��� σi ����


�
 ��&'� ��8�� �� Φ$ A%�� ����<��&� �� Rn �����8��
 ���!� � �� ���
'1��


�� ����&
�	�� 	��� �� AΦ$ �'&��0 �����&�8���� �� ÃΦ � Coxeter &&�����

������ ������������0 � ����� ����&���
 ��, � ���������	� Hα,k �� α ∈ Φ

��
 k ∈ Z ��
 �� Wα �� &&����" ���� Weyl �� )�������� 
� ����&���
� ��

���������	� �� ÃΦ$
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:�� �����(�� ,��� � �<���� �
8�� Φ ����
 ���)()� ��
 �����&&�>

)��3
�,0 � 1������
�
�, ��&������ �� m>���< ���&������ �����)����

������
�'	(� Am(Φ) '1�
 ���&�)
��� ��, �� ������
�	�$

��-�,� �1.1 ?90 2������ 5$!@ .�� ��
� ������ �� ����������&���

������ ����� �� ����� m � ����

χ(Am(Φ), q) =
n∏

i=1

(q −mh− ei),

���� n �!�� � ��#� �� e1, . . . , en �� ��
���	 ��� Φ�

:��	��8���� � 2�(����� 5$7 ��
 5$40 &��������� ��,B
� ,
 |W | =∏n
i=1(ei + 1) ��
 ,
 �
 ���
�1'� �� AΦ ����
 
���&����� �� � ��
1��� ��

W ������������� � ������($

���%#� �1�1 ?90 �,�
��� 5$7@

(i) �� ��"
�	 ��� ���!� �� ����� �� ��� m������ %����!�� ��������	

������������ �!�� !�� ��

N(m)(Φ) =
n∏

i=1

ei +mh+ 1
ei + 1

. .5$!/

(ii) �� ��"
�	 ��� &������� ���!� �� ����� �� ��� m������ %����!��

��������	 ������������ �!�� !�� ��

N(m)
+ (Φ) =

n∏
i=1

ei +mh− 1
ei + 1

. .5$7/

:�� �����(�� m = 1 � �'��� (i) �� �������( ��(������ 
��	������ ��

� ����&'���� �� Shi ? 7@0 � ������ ���������� 
� ��
�&���	�� �� ���
���

	
���)�'��� ���,&�� (� �
8�� Φ+ ��
 '	�
+� ,
 ��'� ����
 �� '�� ���� '��

��
��
1�� �� 
� ������1�� ���
�1'� �� A1(Φ). %�����0 ��, � 2������ #$4$!

�� ?45@ ����
 )�(�, ,
 � )
�,���� .5$!/ ����
���� � �&���� (� ��1
�� ��

	����� ��W �� L(Φ∨)/(mh+1)L(Φ∨)0 ,��� L(Φ∨) ����
 � �&')�� ����
8��$

�� �&���� (� ������1(� ���
�1�� ��� �����(�� m = 1 ��
 Φ = An−1 ����


��� �� �� )�(�, ��
��, Catalan Cn = 1
n+1

(
2n
n

)
0 ��� � �&���� ���� ��� ����


3��)�'��� ����
 ��� �� �� ��
��, Catalan Cn−1$ � ��
��,� Catalan �������


��&< ��1�� ��
 ����
���� 	���	�� ���	���
��� ��
��
�'�(� .�&$ ?#50 ������

 $5;@/$ � ��
��,� N(m)(Φ) �����8��
 �����������	 ��
��	 Catalan (� ����

� 8�<)�� (Φ,m)$ %����� � ��
��,� N(m)
+ (Φ) �����8��
 �����������	 
�����	

��
��	 Catalan. :�� �����(�� m = 1 )��3���� N(Φ) ��
 N+(Φ) ��� )
�

N(1)(Φ) ��
 N(1)
+ (Φ) �����
1�$



! 
���	�	�� �� ���	��� 	�	
��	���� 
	� �����	���
��

:���
������ ,
 � ��
��,� �� m>���< ���&������ �����)���� ��>

����
�'	(� ����� ��
 � ��
��,� N(m)(Φ) '1��� �,��� ��
 ��� �����(�� ,��� �

Φ 	�� ����
 �����&&�)��3
�,$ �,� ,�(�0 )
� ����	�
)�� �
� 	
�	�
�'� ���	��

I2(5), I2(7) ��
 I2(8)0 � ��
��,� N(m)(Φ) 	�� ����
���� ����� � �&���� (�

������1(� ���
�1�� �� ��
���1�� �����)���� ������
�'	(� .�&$ ?7!@/$

����� ' � �
�$���	�( ��� ���)��* Catalan

:�� ���'1�
� �� ���3����<�� �� ��� ��&'����� �� ��
���< Catalan ���

������� ��
 ��&������ ��, �� ������
�	� ? @$ ��� � ��&'����� ����
>

���� ������1�� ���
�1'� �� m>���< ���&������ �����)���� ������
�'	(�

�<�3(�� �� ��� ��
�
�� � ����� �1��8��
 �� ��1� ��� �� ���3�� Hα,m.

���� ���<�� �� &����'��
�� �����'���� ��
��'�� �
��)()
�� )��
�� ��
1���$

A%�( '�� �����&&�)��3
�, �<���� �
8�� Φ �+�(� n �� ��
�, �<����

Φ+ ��
 �����
1� ���	� ����&���(�W. A��(� ���3'���� �������(0 � ���	�W

	�� �� �&')�� ����
8�� L(Φ∨) ����� ��
 ��� 	
,)�(�� ���< (mh+1)L(Φ∨)

��
 ����'�(� �� ��&��� ���

Tm = L(Φ∨)/(mh+ 1)L(Φ∨).

�� y ∈ Tm �����&�8���� �� Wy �� ��������
�� �� y (� ��,� �� 	����

�� W �� Tm$ �� �<��&� Wy ����
 ������	� �� W � ����� ����)��
 ��,

����&���
�$ �� �&�1
�� �&���� (� ����&���(� ��� ����
 ��������� )
� ��

����)��� �� Wy �����8��
 ��#� �� y ��
 �����&�8��
 �� rk(y)$ �����<��

�� )��B���� rk(y) ��
 ��� �����(�� ,��� � y ����
 ��� ��1
� 	����� �� W

�� Tm0 	
,
 ��
1��� �� �	
�� ��1
�� '1��� ��8�)��� ��������
�'�$

2�(��<�� � ���
�� 	
��+� �� Φ+ �� α ≤ β �� � 	
�3��� β − α ����
 ��

����
�,� )����
�,� ���	����,� ��
��� �
8��$ � 	
��+� ��� ����
 )�(�� (�

�����" ����#� ����� �� Φ+$ ���� ����<��&� �� Φ+ ����&�<���� ��, ���

	<� �� ��)����
�� ��
1��� �����8��
 ������!�� %�����0 �����8���� &!����

�� Φ+ '�� ����<��&� I ⊆ Φ+ '�
� ��� �� α ∈ I ��
 α ≤ β �� Φ+ ,�

β ∈ I$ ��� 3������� �&���	� I : Φ+ = I0 ⊇ I1 ⊇ I2 ⊇ · · · ⊇ Im 3�&�(� ��

Φ+ �����8��
 ���������" ���!� &!����� ������ m �� 
�1<�


(Ii + Ij) ∩ Φ+ ⊆ Ii+j .5$4/

)
� ���� i, j ,��� Ii = Im )
� ���� i ≥ m ��


(Ji + Jj) ∩ Φ+ ⊆ Ji+j .5$9/

)
� ���� i, j ≥ 1 �� i+ j ≤ m0 ,��� Ji = Φ+ \ Ii )
� 0 ≤ i ≤ m.

��� ��8� α ∈ Φ+ �����8��
 �� ������� �+�(� m (� ���� �� �&���	� I
�� α ∈ Im ��
 ��
�&'�� 	�� �����<�� �� )��B���� α = β + γ �� β ∈ Ii0 γ ∈ Ij ,
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,��� i, j ≥ 0 ��
 i+ j = m$ �����8���� ��! �	 ���� ���
�1�� R �� ���&������

�����)���� ������
�'	(� ���� ���������	� ��� �������8�
 �� R$ E'�� ,


'�� ���������	� Hα,m �� ��!��� �
� ���
�1� R ��, � ���
�, ��&������ A◦ ��


�1<�
 ,
 (α, x) > m )
� ���� x ∈ R$

��-�,� �101 ?90 2������ 5$!@ ����� Φ ������ ����������&��� ������

��#��	 n �� ��!���� � ���� Weyl W, m 
�����	 �����	 �� Om(Φ) �� ������

��� ��� ��� �����	 ��	 W ��� Tm. � �����
 �!�� !� �� ��
� �����

0 ≤ k ≤ n,

(i) �� ��"
�	 ��� ���!� �� ����� �� R ��� ��������	 ������������ Am(Φ)

�� ���!�	 � ��� k ��! � ��	 ���&"	 Hα,m ��� �� ��!���� ��� R �� �� 
��������


��!��� A◦�

(ii) �� ��"
�	 ��� ��� ��� y ∈ Om(Φ) �� rk(y) = k ��

(iii) �� ��"
�	 ��� ����������� ���!��� &!����� ��� Φ+ �"���	 m �� ���!�	

� ��� k �" �������	 �!��	 ��#��	 m�

���������� �� �������� ��"
�	 ��� ����������� ���!��� &!����� ��� Φ+

�"���	 m �!�� !�� ��
n∏

i=1

ei +mh+ 1
ei + 1

.

:�� �����(�� ,��� � Φ ����
 �&��
�, �<���� �
8�� �
 �������( ��
����

���&�)�8���
 ���&�
��0 ,�(� 3�����
 ������($

��-�,� �1/1 ? 0 ����)��3�� 9@ �� ��"
�	 ��� ��� ��� y ∈ Om(Φ) ��

rk(y) = n− k (0 ≤ k ≤ n) �!�� !�� ��,

1
n+ 1

(
n+ 1
k + 1

)(
m(n+ 1)

k

)
� Φ = An,

(
n

k

)(
mn

k

)
� Φ = Bn " Cn,

(
n

k

)(
mn−m

k

)
+

(
n− 2
k − 2

)(
mn−m+ 1

k

)
� Φ = Dn.

:�� �����(�� Φ = An ��
 m = 1 � ��
��,� �� �������( ��(������

����
 1
n+1

(
n+1
k+1

)(
n+1

k

)
��
 ����
 )�(�,� (� ��
��,� Narayana ?97@$ �����>

8����0 &�
�,�0 � �&���� (� ��
1��(� ��� ����
���<��
 �� 2������ 5$9

����������� ��
�� Narayana �+�(� n− k ��
 )��3���� Narn−k(Φ,m)$



!= 
���	�	�� �� ���	��� 	�	
��	���� 
	� �����	���
��

� ����%�� �1�1 :� :1��� 5$ �&'����� 
� ������1�� ���
�1'� �� ���>

&������ �����)���� ������
�'	(� A3(A2). ��, � 2������ 5$ 0 )
� k = 0, 1, 2

��������� ��� ��
���<� 1, 9, 12$ �� ���� � 2������ 5$9 ��
 �&')1���� ��
 �

�1���0 �&'����� ,
 ����1�
 5 ���
�1� .�,��
��/ �� 	<� �
1� �� ���3�� Hα,3 �

����� �� 	
�1(��8��� ��, � A◦0 ; ���
�1'� .����
��/ �� '�� �
1�� �� ���3��

Hα,3 � ����� 
� 	
�1(��8�
 ��, � A◦ ��
 '&�� 5! ���
�1'� .�����/ �� ���'��

'�
� ��1��$

A◦

Hα1,3

Hα2,3

Hα̃,3

:1��� 5$ - �
 ������1�� ���
�1'� �� ���&������ �����)���� )
� m = 3 ��

Φ = A2$

���� )��
����'���� ��
���<� Narayana �� ��� ����������� ��
 ������(

��
 ,�(� �� 	�<��0 ��
	'1���
 ��	
�3'������ ��������� ��
 ����
���<� ��
 �&&�

���	���
�� ��
�������$ �&��&�������� ���� �� ����)��3� �� ��� �
�����

�� ������
�	� )
� ��� ��
���<� Narayana, �� ������ � ������� �� 3���� ���

��,���� ����)��3� ��
 �� �������� �� �'��
 �� ��3�&�
� !$

�%" #3 �1�1 /��� �� �� Cohen-Macaulay ������������ �������� ���

������	 n ��� ���!�� �� h�������� (h0, h1, . . . , hn) ��������! ��� � ���

hi = Narn−i(Φ,m).

��� �
 �������� �� �!� ∆(Φ)

�� � ��&'� �� ��,&��� ��
�,��� (� ���	(� Lie, �
 Fomin ��
 Zelevinsky

�
��)�)�� �� '���
� �� �&)����� ������ ?7=@$ ��� ����$� ������ �+�(�

n ����
 '��� �����
�,� 	��<&
�� �3�	
���'��� �� ��� �
��)'��
� )����,�(�



���� �� ���������	 ������� ∆(Φ) !;

�
 �����
 �����8���
 ���$����	 ������� ��� �&)���� ������ ����
 �������>

�'��� <��� �� '1�
 ��������'��� �&����� ����&�'� ������$ �� �<��&� (�

����&��� ������ ����
 '�(�� ���� ��)����
�'��� �
��)'��
�� ���,&(� � ����>

� '1��� �&����
��� n ��
 �����8���
 ��"��� �
 �&)����� ������ ����&���

��, �� ��������
� ���
)��3��0 �� ������ �&)���
�, ��
 ���	���
�, �,��0

�� 	���� (� 	�̈
��� �����
��� ����(� 	���&�(� �����)�'�(� ����
(� �&>

)���
��� ��&&��&��(� ��� �1��8���
 �� ��
��&'� ���	��$ A%�� ��, � ���
��

����&'���� ��� ��(��� ������ ����
 ,
 �
 ��������'��� <��� �&)����� ���>

��� ����
 �� '�� ���� '�� ��
��
1�� �� � ��������'�� ������� �
8�� ?7;@$

6
� �� ��������
 ������ ��� �&)���� ������ ��������'��� <���0 1��
�8��


�� ��&����
 �� ���	���
�� �� 	���0 � ����� ���������
 �� ��������

������� �
, ��)����
�'��0 ��(��<�� '�� �����&&�)��3
�, �<���� �
8�� Φ

�+�(� n �� ��
�, �<���� Φ+, �<��&� ��&�� �
8�� Π ��
 �����
1� ���>

	� Weyl W. ���	�
��<��
 ,
 �
 )�������� �� �����
1�� Φ>�&)����� ���>

��� ����
 �� '�� ���� '�� ��
��
1�� �� � �<��&� (� � ���� 
������ �����

Φ≥−1 := Φ+ ∪ (−Π). %�����0 �
 �1'��
� ���+< (� )����,�(� ������8���


��, '�� �)�, �����&��
�, �<��&�)�� 	
�����(� n− 1, � �<��&�)�� ������

∆(Φ), �� ������ �
 '	��� ��
��
1�<� �� ����� �� �����
1�� �&)�����$

�� �<��&�)�� ∆(Φ) �+����
 ��, �� �����
1� �&)���� ������ �&&�0 ,�>

(� '	�
+�� �
 Fomin ��
 Zelevinsky0 ������ ������ �� ���
)��3�� ���	���
��

1(��� ���3��� ��� �����
1� �&)���� ������$ �
, ��)����
�'�� ����1�
 ���

������
�� 	
��&�� �1'�� �� �<��&� Φ≥−1 � ����� �����8��
 ���$�����

��
 � ����� ������8�
 �,� 	<� �1�	,� ��
�'� ��8�� ��������
 �� �	
� ������$

�� � ��&'� �� ����&')���� ������ �����&<3����� ��&&'� ��	
�3'������


	
,���0 )��
�'���
� ��
 ���1�
���� �� �&&� ���	���
�� ��
�������0 ,�(�

� ���&���
� �����)�� ������
�'	(� ��
 � �<�	���� (� �� 	
�����<���(�

	
�������(� NC(W )0 ��� ����� �� ���3����<�� ���&�
�� ������($ ��
� ���>

1(������� ��� ��
��, �� ∆(Φ) 1��
�8��
 �� �����&'����� ��
��'�� )��
��

��
1��� ���( �� �����&��
�� ����&')��� ��
 ��&<���$

����� '�	����
��
� �����$#����

A%�( E '�� ��������'�� �<��&�$ A%�� &������� ������������ ��������

���( �� �<��&� E ����
 ��� ��&&�)� ∆ ������,&(� �� E �� �� 
	
,�� ,


�� F ⊆ F ′ ∈ ∆ ,� ��
 F ∈ ∆$ �� �<��&� V = {v ∈ E : {v} ∈ ∆} ����
 �

������ ����&�� �� ∆$ ���� ��
1��� F �� ∆ �����8��
 ������$ � �������

�� �&����� F ����
 |F | − 10 ,��� |F | ����
 � �&����
���� �� F $ �
 ����	 ��

∆ ����
 �
 �&���'� �
 ������ 	�� ���
'1���
 )���
� �� ����� �&&� �&���� ��

∆. �� ∆ �����8��
 ��� �<��&�)�� 	
�����(� d �� ,&�� �
 '	��� �� '1���



7" 
���	�	�� �� ���	��� 	�	
��	���� 
	� �����	���
��

	
����� d$ ���8���� � �������� ����������� �� ∆ �� �<��&� ����3��

V ′ ⊆ V (� � �����&��
�, �<��&�)�� �� ������ �
 �&���'� ����
 �
 �&���'�

�� ∆ �
 ������ ���
'1���
 �� V ′$ � �����������" ������� 	<� �3����'�(�

�����&��
��� ����&�)��(� ∆ ��
 ∆′ ���( �� .+'�� ���+< ���/ �<��&� E

��
 E′ ��
���1(�0 �����&�8��
 �� ∆ ∗∆′ ��
 ����
 � �3����'�� �����&��
�,

�<��&�)�� ���( �� �<��&�E∪E′ �� �&���'� F∪F ′0 ,��� F ��
 F ′ ����
 �&���'�

�� ∆ ��
 ∆′ ��
���1(�$ � 	
����� �� ∆ ∗ ∆′ ����
 ��� �� � ����
��� (�

	
�����(� (� ∆ ��
 ∆′ ��
(�'�� ��� '��$

�����8���� k���������� ��� Rn � ���, �����&��� k + 1 �33
�
���

���+���(� 	
������(� �� Rn$ A%�� �<��&� �����&,�(� ∆ &')��


���������� ������������ �������� ��� (i) ���� �&���� �����&,��� �� ∆

�����
 ������ �� ∆ ��
 (ii) �� σ1, σ2 ∈ ∆ ,� � σ1 ∩ σ2 ����
 ��� ���, ���

��
�� �&���� (� σ1, σ2$ �� ���,�&��� �� ∆ &')���
 �&���'� �� ∆. � 	
��>

��� �� ∆ ���8��
 (� dim(∆) = max{dim(σ) : σ ∈ ∆}$ ���� )�(���
�,

�����&��
�, �<��&�)�� ∆ �� �<��&� ����3�� V ���8�
 '�� �3����'�� ����>

�&��
�, �<��&�)�� ∆′ �� �<��&� ����3�� V (� �+��- )
� F ⊆ ∆ '1���� ,


F ∈ ∆′ �� ��
 �,��� �� � F ����
 �<��&� ����3�� ����
�� �&����� �� ∆. ��

∆ &')��
 )�(���
�� �&������� �� ∆′$ ��
��,3(�0 '1�
 ���	�
1��� ,
 ����

�3����'�� �����&��
�, �<��&�)�� 	
�����(� d = dim(∆) '1�
 )�(���
��

�&������� ��
 ��&
�� ��� R2d+1. :� �+�� ,�� ���3��,���� �� ���&�)
�'�


	
,��� ��,� �3����'��� �����&��
��< ����&')���� �� �����<�� ��'� ��

)�(���
��� �&�������� ��$

����� &��*���� 
�� ��	����
��
� ��� ���

0������� ��� Rn �����8���� �� ���� ���� P = {∑n
i=1 λiαi : λi ≥

0 ��

∑
λi = 1} ��������'��� �&����� �����(� α1, . . . , αn ∈ Rn. � 	
�����

�� P ����
 � 	
����� �� �33
�
��� ����� {∑n
i=1 λiαi : λi ∈ R,

∑
λi = 1}

�� {α1, . . . , αn}. �
 �&���'� �� ��&�,��� ����
 �
 ��'� �� �� ������
�'>

	� H '�
� ��� � ��&<��� �� ���
'1��
 �� '��� ��, ��� 	<� �&�
��<�

��
1����� ��� ���8�
 � H. ��� �&���� �� P &')��
 ��"�� �� ��� ���
'>

1��
 )����(� �� P. � ��������	 ������� L(P ) �� P ����
 � ���
��� 	
>

���)�'�� �<��&� (� �&����� �� P �� � ���
�� 	
��+� �� �)�&�
���<$

%�����0 � �������� �������� C(∂P ) ��,� ��&�,��� ����
 � ���
��� 	
��>

�)�'�� �<��&� (� )����(� �&����� �� � 	
��+� �� �)�&�
���<$ ���3����

C(∂P ) = L(P ) \ P. �<� ��&<��� ����
 ����������	 ������� �� '1��� 
�,>

���3� �����
��� ����&')���$ A%�� ��&<��� 	
�����(� d �����8��
 �����

�������� �� ���� �&���� �� ����
 ���,�&��� 	�&�	�0 
��	<����0 ���� '	�� '1�


�� �&�1
�� ��
��, d ����3��$ %�����0 '�� ��&<��� 	
�����(� d �����8��
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��� �� ���� ����3� �� ���
'1��
 �� �&�1
�� �&���� d �	���$

�����8���� ���� '�� �� ���, �<��&� 	
������(� C ⊆ Rn '�
� ��� � C

���
'1�
 ���� )����
�, ���	����, �� �� ����
��<� ����&��'� ��
1��(� ��$

%
	
�,���0 ���� ����� ���
'1�
 � 0. 6
� �1,� ����<��&� Y ⊆ Rn ���8����

�� �����" 
"�� cone(Y ) �� Y (� �� ��� ,&(� (� ���(� ��� ���
'1���

� Y $ � ����� �����8��
 ������������	 �� ����
 �(�
�� ���� ����
�� ���,&��

)����
��� ���+���(� 	
������(�$ �����8���� ���!��� ��� Rn ��� �
��)'��
�

F = {C1, C2, . . . , CN}

�� ����� ���(� �� 
� ��,&����� 
	
,���-

(i) ���� �� ���� �&���� ��,� ����� �� F ����
 ������ ����� �� F .
(ii) � ��� ���� 	<� ���(� �� F ����
 �&���� ��
 (� 	<�$

�� �
��	
� F �����8��
 ��"��	 �� ∪F := C1 ∪ C2 ∪ · · · ∪ CN = Rn ��


������������ �� ,&�
 �
 ����
 �� ����
 �����&��
���$

� &,)�� )
� �� ����� ��&���� � �
��	
� ����
 ,
 ���	'���
 ��&< 3��
�� ��

� ��&<���$ A%�( P '�� ��&<��� ��� Rn '�
� ��� � 0 �� �������
 ��

��(��
�, �� P. ���8���� � ���!��� ������� �� P (� � �<��&� (� ���(�

�
 �����
 ����)���
 ��, 
� �(�
�'� ����� (� )����(� �&����� �� P, 	�&�	�

F(P ) := {cone(F ) : F ∈ L(P ) \ P}.

%<��&� �&'����� ,
 �� � ��&<��� P ��� Rn '1�
 	
����� n ,� � ����>

�
1� �
��	
� �&����� ����
 �&����$ %�����0 �� � P ����
 �����&��
�, ,� ��


� �
��	
� F(P ) ����
 �����&��
�,$ ���	�
��<��
 ,
 ����1��� �&��� �
��	
�

F � ����� 	�� ����
 �� ���3�� F(P ) )
� ���'�� ��&<��� P. 6
� ���
��,����

&����'��
�� �����'������ �� ��3�&�
� # �� ?##@$

0

:1��� 5$#- A%�� ��&<��� ��� R2 ��
 � �����
1� �
��	
� �&�����

����� �����+� ��� ∆(Φ)

���� ������ �� �'�� �� 	������ �� ��
��, �� ∆(Φ) ���
8,����
 �� ?4"0 ��>

3�&�
� 7@$ 2�(��<�� &�
�,� �<���� �
8�� Φ �� �����
1� ���	� ����&���(�



7! 
���	�	�� �� ���	��� 	�	
��	���� 
	� �����	���
��

W. �� � Φ 	�� ����
 �����&&�)��3
�, ,� 	�� ����1�
 � �����
1� �&)�>

��� ������0 ���,&� ��� � ��
��,� �� ∆(Φ) ���������
 ��
 �� ���� ��

�����(��$ ���	�
��<��
 ,
 ��
&�)� 	
�3���
��< �������� �
8�� �� W

	���
 
�,���3� �<��&�)��$ %���'�(� ��
��'��� 3��'�0 �� 	�� ��� ��	
�3'��
 �

��)����
�'�� ��
&�)� �� Φ, )��3���� ∆(W ).

����1��0 �� �������� � ∆(Φ) ��� �����(�� ,��� � Φ ����
 ���)()�

	
�����(� n. 2�(��<�� � �<��&� Φ+ ��
 Π (� ��
��� ��
 ��&�� �
8��

�����
1� ��
 	
�����8���� � Π �� 	<� �<��&� Π = Π+ ∪ Π−, '�
 ��� �


��8�� �� ���'�� ��, ��� �� ����
 ��� 	<� ������$ %���
 3����, �
 ����1�


��� '�
� 	
��'�
�� �� ������������ ,
 �
 ����3'� ,&(� (� 	
�)�����(�

Coxeter �� :1����� 5$5$4 �����<� �� 1(�
��<� �� 	<� �<��&� '�
� ���

�
 ����3'� �� ���� '�� ��� ��� �� ��� ���	'���
 �� ����
� ����$ A%�(

γ =
∏

α∈Π+

rα
∏

α∈Π−

rα

� ������	 ���� �!� Coxeter �� �1'�� �� � 	
��'�
�� Π+0 Π−, ,��� rα ����
 �

����&��� ��� ��
��
1�� �� ��8� α. 2�(��<�� � �<��&� Φ≥−1 = Φ+ ∪ (−Π)

(� �1�	,� ��
��� ��8�� ��
 ���8���� �� ���
�,�
�� R : Φ≥−1 → Φ≥−1 ��

R(α) =

{
γ−1(α) �� α 
∈ Π+ ∪ (−Π−)
−α �� α ∈ Π+ ∪ (−Π−).

.5$ /

�� ������( ������� ����<��
 ��, � ?4"0 ����)��3�� 7$5@$

��-�,� �1�1 /��� �� �! ������" ���������" �����"	 � ��� ��� Φ≥−1 �

���! ��������� �����,�� �� � ���! ��������! ��	 �#"	 ���
"��	,

(i) � α �� β �!�� ���$�� � �� ����� � � R(α) �� R(β) �!�� ���$���

(ii) �! ������" ��" �!� −α �!�� ���$�" �� �! 
����" �!� β � �� ���� �
�� ������� ��	 β �� �
����� ���� ����� ��� ���������$���� ��� α�

�� � �<���� �
8�� Φ 	�� ����
 ���)()� ,� ��(��<�� 
� ���)()��

���
����� ��0 '�( Φ1, . . . ,Φ�$ 2'���� Φ≥−1 =
⋃�

i=1(Φi)≥−1 ��
 ���8����

	<� ��8�� �� Φ≥−1 �� ����
 �����'� �� ��� ������� �� 	
�3���
�� ���
����

��� ������� ��� �	
� ���
���� ��
 ����
 �����'� �'�� �� ����$

	�%#��� �1�1 ?4"0 ��3�&�
� 5@ �� �������� ������ ∆(Φ) �!�� ��

&������� ������������ �������� �� ������ ����&�� �� ������ Φ≥−1 ��

������	 � �������� ��� Φ≥−1 ���������� �� �!��	 �� ��� ���$��	�

%���
 ���3��'� ,
 ��� �����(�� ,��� � Φ 	�� ����
 ���)()� ��
 '>

1�
 ���)()�� ���
����� Φ1, . . . ,Φ�, � ∆(Φ) ����
 � �����&��
�� �<�	���
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∆(Φ1) ∗ · · · ∗ ∆(Φ�). A��(� �� 	�<�� �� ������( �������0 � ∆(Φ) '1�
 ��>

	
�3'������ )�(���
�'� 
	
,���$ ���
�'� 
	
,��� �� ∆(Φ) 3������
 ��

������( �������$

��-�,� �141 ?4"0 2������ 5$=0 5$5"@

(i) �� �������� ∆(Φ) �!�� ��� ��������	 n − 1. +������ �� � ��"��

� ��� n ���� �!�

(ii) %�
� ��"��	 ������!�� �� �������	 ��#����� ��������

(iii) '� ������������! ����� �� ���!�� �������� �� � ��"�� �������� ��

��"��	 ������������ ���!����

�����8���� 
����� �������� ������ ��
 �����&�8���� �� ∆+(Φ) �

���),���� ����<��&�)�� �� ∆(Φ) ���( �� �<��&� (� ��
��� �
8�� Φ+$

�� ∆+(Φ) '1�
 ��	
�3'������ 
	
,��� ��
 )��
��<��
�0 ����
�� ��, 
� ������

��&���� �� ��,���� ��3�&�
�$ �� ������( ������� ����
 ���	����,� ����>

&����(� ��, � ?4"0 75@ ��
 ?!#@$

��-�,� �151 ����� ������ ������ ����� Φ ��#��	 n �� ��!���� � ����

�������� W.

(i) �� �������� ������ ∆(Φ) �� �� 
����� ��� ����	 ∆+(Φ) �!�� ������&

�� �&!� �� ����� ��!���� � ��������	 n− 1.

(ii) �'�� �� Φ �!�� ����������&���� �� ������������ ���!��� ��� � ���!����

�� � ��"�� ��� ∆(Φ) �!�� �� ���!��� ������� ���	 (n−1)��������� ���������

P (Φ) �� ���!� ��������� W >��&<��� ������
�
���<$

:� ����� ?75@ ���	�
��<��
 � 	�<��� �'��� �� �������( ��(������

��
 ��������8��
 � )�(���
�� �&������� �� ∆(Φ) )
� ,&�� 
� �����&&�>

)��3
�'� ���
����
�$ ���,&� ���0 �
 �������'� ��'� 	�� )��
��<���
 ,��

� Φ 	�� ����
 �����&&�)��3
�, ��
 � ��,�&��� ��, �����'��
 ��,�� ���
�,$

� ����%�� �1�1 2�(��<�� � �<���� �
8�� A2 �� Π = {α1, α2} ��
 Π+ =

{α1} ��
 Π− = {α2}. �� ����� ��� �����(�� ��� ����&�<��
 ��, � �<��&�

{−α1, α2}, {α2, α1 + α2}, {α1 +α2, α1}, {α1,−α2}, {−α2,−α1}. :� :1��� 5$=

3�����
 � �����
1� �<��&�)�� ������ ��
 � A2>��&<��� ������
�
���<$

�� ������( ������� ���	�
��<��
 ��� �����(�� ��, ��� Fomin ��


Zelevinsky$

��-�,� �1��1 ?4"0 2������ 5$;0 ��,��� 7$;@ .� ��
� ������ ������

����� Φ ��#��	 n � ���� ���



74 
���	�	�� �� ���	��� 	�	
��	���� 
	� �����	���
��

−α1

−α2 α2

α1 + α2α1

:1��� 5$=- �� A2>��&<��� ������
�
���< ��
 � �����
1� �
��	
� �&�����
��� �1����8��
 ��, � ����� �� ∆(A2)

(i) �� ��"
�	 ��� ����� ��� ����������	 ∆(Φ) �!�� !�� ��

N(Φ) =
n∏

i=1

ei + h+ 1
ei + 1

,

(ii) �� ��"
�	 ��� ����� ��� ����������	 ∆+(Φ) �!�� !�� ��

N+(Φ) =
n∏

i=1

ei + h− 1
ei + 1

,

���� ei �!�� �� ��
���	 �� h � ��
��	 Coxeter ��� Φ.

�
 ��
���� �� �������( ��(������ ����
 �
 ��
���� Catalan .�,�
��� 5$5/

)
� m = 1$ �� �������( ������� ����
 ������ ��������� )
� �� �����'��

���1'
�� �� ∆(Φ) �� �&&� ���	���
�� ��
������� ��� ����
���<��
 ��,

�� ��
��, Catalan.

����� ,� ∆(Φ) 
�� ����#	�
$� ��������$����

A��� � Φ ����
 �<���� �
8�� ����
�� �&��
��� ���	�� ����&���(� �����<��

�� ���
)��B���� � ∆(Φ) �� 1���� ��&�)(�
��� ���	
�
�'��(�$ � ���
)��3�

��� ������
�8��
 ���&�
�� �� ?4"0 ��3�&�
� 7$9@$ %	� �� ���3'����� 
�

���
����
� ,��� Φ = An ��
 Bn0 
� ������ �� )��
��<����� �� ��,���� ��>

3�&�
� �� 	
��
���$

• ∆(An) : A%�( α1, α2, . . . , αn �
 ��&'� ��8�� �� An �� �� ��
�� �� ��

����� ��'� ��3���8���
 �� 	
�)����� Coxeter $ �,� �
 ��
�'� ��8�� �� An

����
 �� ���3��

αij = αi + αi+1 + · · · + αj �� 1 ≤ i ≤ j ≤ n.

2�(��<�� '�� �����
�, ��&<)(�� P �� n + 3 ����3'� ��
 ���8���� 
� 	
�)>

(����� �� �� � �<��&� Φ≥−1 (� �1�	�� ��
��� �
8�� (� �+��$ ����8����
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� ����
�'� ��&'� ��8�� �� An �� 	
�	�1
�'� 	
�)(����� �� �
 ������ �1�>

���8��� �
� �	��(� ��1
�0 ,�(� 3�����
 �� :1��� 5$;$ :� ���'1�
�0

��
��
1�<�� �� ���� ��8� αij �� An �� ����	
�� 	
�)��
� � ����� '���



� −αi,−αi+1, . . . ,−αj ��
 �,��� ��'�$ �� ��,� �� �,�� ��������� ,&�

� ��
1��� �� Φ≥−1. ���	�
��<��
 ,
0 ��( ��, �� �������( �<
�� �
8��

��
 	
�)(��(�0 	<� ��8�� �� ����&')���� ������ ∆(An) ����
 �����'� ��

��
 �,��� �� �
 �����
1�� 	
�)��
�
 	�� '�����
 �� ��(��
�, �� P ?4"0

��,��� 7$54@$ %���'�(�0 �
 �&���'� �� ∆(An) ��
��
1�<� �
� ���	
�
�'>

��
� �� P ��, ��� 	<� �� ���,����� 	
�)(����� ��
 �
 '	��� ��
��
1�<� �
�

�
)(����
���
� �� P $

−α1

−α2

−α3

−α4

−α5

α2 + α3 + α4 + α5

:1��� 5$;- �
 ����
�'� ��8�� �� ����&')���� ∆(A5)

�� �����&��
�, �<��&�)�� ∆(An) ��� ���
)��B��� �������(0 �� ����3'�


� 	
�)(����� '��� (n + 3)>)���� ��
 �&���'� � �<��&� �� ���,���(� 	
�)>

(��(� �� P, ��&������ ��1
�� ��, ��� Milnor, Haiman ��
 Lee ?4=@$ �
 	<�

�&�����
 ���+���(� ��'	�
+�� ,
 � �������( �<��&�)�� ����
 
�,���3� ��

� �����
��, �<��&�)�� ��,� (n− 1)>	
����� ��&�,��� P (An)0 )�(��< (�

�������� ������������� � �������� ��� Stasheff$ � 	�<��� �������� �3��&��


��� Stasheff � ������ �
��)�)� '�� �����&��
�, �<��&�)�� 
�,���3� �� �

∆(An) (� ���
�, ��)�&��� )
� �� ��&'� (� homotopy associative H-spaces

?#!@$ �
, ��,�3��� )�(���
�'� �&���
���
� �� P (An) ����1��� �� �����

?4;0 9 @$ %�����0 � ��&<��� P (An) �������
 �� ?5=@ �� �&���
� �� ��(>

���� (� 
�(	�� ��&�,�(� ?5#@$

�� �&���� (� (k − 1)>	
���(� �&����� �� P (An) ����
 ��� ��
1

n+1

(
n+1
k+1

)(
n+k+2

k

)
. :� :1��� 5$5" 3�����
 ��� � �<��&�)�� (� ���	
�
�'>

��(� ��,� �����
��< �+�)���� ������ �� �&���
���� (� � �����
��, �<��&�)��

�� 7>	
����� ��&�,��� P (A3)$ �
 ����3'� �� P (A3) ��
��
1�<� �� ��>

�	
�
�'��
� �� �����
��< �+�)���� ��, ��� 	
�)��
� ��
 �
 �&���'� 	
�����(�

k − 1 ��
��
1�<� �� ���	
�
�'��
� ��, k 	
�)(�����$
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	� �����	���
��

:1��� 5$5"- �� 7>	
���� ��&<��� ������
�
���<

• ∆(Bn) : A%�( α1, α2, . . . , αn �
 ��&'� ��8�� �� Bn �� �� ��
�� �� ��

����� ��'� ��3���8���
 �� 	
�)����� Coxeter. ���� ��
�� ��8� �� Bn �����


�� ��� ��, 
� ������( ���)�����-

(i) αi + αi+1 + · · · + αn �� 1 ≤ i ≤ n,

(ii) αi + αi+1 + · · · + αj �� 1 ≤ i ≤ j < n,

(iii) αi + · · · + αj + 2(αj+1 + · · · + αn) �� 1 ≤ i ≤ j < n.

2�(��<�� '�� �����
�, ��&<)(�� P �� 2n + 2 ����3'� ��
 �����8���� B�

������� ���� 	
����� � ���� 8�<)�� 	
�)(��(� ������
��� (� ���� � �'���

�� P $ A��(� ��
 ��� �����(��An0 ���8���� 
� ����
�'� ��&'� ��8�� ��Bn

�� 	
�	�1
�'� B>	
�)(����� ,�(� �� :1��� 5$55$ :�� ���'1�
�0 ��
��
1�<��


� ��,&�
��� B>	
�)(����� �� ��
�'� ��8�� �� Bn (� �+��-

.�/ �� ��� B>	
�)��
�� δ ����
 	
������ .	
�3���
�� ��, �� −αn/ ,�

'���
 
� ����
�'� ��8�� −αi,−αi+1, . . . ,−αn )
� ����
� 1 ≤ i ≤ n$ ����8����

�� δ �� �� ��8� αi +αi+1 + · · ·+αn ��
 �� ��,� �� �,�� ��������� ,&�� 
�

��8�� <��� (i).

.�/ �� � 8�<)�� {δ, δ′} ����
 ��� B>	
�)��
�� ,� 	
�&')���� '�� ��,

� 	<� ������
�� �� �'��0 '�( � δ. �� � δ '���
 
� ����
�'� ��8��

−αi,−αi+1, . . . ,−αi (1 ≤ i ≤ j ≤ n) ,� ��
��
1�<�� �� {δ, δ′} �� ��8�

diαi + · · · + djαj 0 ,��� di ����
 � �&���� (� �����(� ���� �� δ �� � −αi$

:� ,&�� 
� ���
����
� ��(��<�� ,
 dn = 2$ �� ��,� �� �,�� ���������

,&�� 
� ��8�� <��� (ii) ��
 (iii)$

�� �� �������( �<
�� ��������� ,&� � ��
1��� �� Φ≥−1. ���	�
��<��


,
 	<� ��8�� �� ����&')���� ������ ∆(Bn) ����
 �����'� �� ��
 �,��� �� �


�����
1�� B>	
�)��
�
 	�� '�����
 �� ��(��
�, �� P ?4"0 ��,��� 7$59@$



���� ��� ��	��	��������� ��	��������� 7#

−α4

−α3

−α2

−α1

−α3

−α2

−α1

α2 + α3 + 2α4

α3 + α4

α1 + 2α2 + 2α3 + 2α4

:1��� 5$55- � ����������� �� ∆(B4) �� ��&�)(�
�'� ���	
�
�'��
�

�� �����&��
�, �<��&�)�� �� ����3'� 
� B>	
�)(����� ��
 �&���'� � �<��&�

����&�<���� ��, ��� 	<� �� ���,����� B>	
�)(����� ��,� �����
��� (2n+2)>

)���� ��&������ ��, �� Simion ? 9@$ ��� ��'	�
+� ,
 ��, � �<��&�)��

������ �� �&���
���� (� � �����
��, �<��&�)�� ��,� n>	
����� ��&�,���

P (Bn) � ����� ��,���� Bn��������� �������������$ �� �&���� (� (k −
1)>	
���(� �&����� �� P (Bn) ����
 ��� ��

(
n
k

)(
n+k

k

)
$ A��(� ���	�
��<��


�� ����� ?74@0 � Bn>��&<��� ������
�
���< ����
 
�,���3� �� '�� ��&<���

� ����� ��1� ��&����� ���+���(� �(����� ��
 ����
 )�(�, (� ���������

� �&&
�� �������� Bott-Taubes ?!7@$ :� :1��� 5$5! �&'����� � 7>	
����

���&,�	�� ��
 �� �1'�� �� �� B>���	
�
�'��
� �� �����
��< ���)����$

��" #$ ���	�
������ ����������

����� � �*	������ NC(n)

�� 5;#! � Kreweras ?4#@ �
��)�)� ��
 ��&'��� � ���
��� 	
���)�'�� �<��>

&� (� �� 	
������<���(� 	
�������(� NC(n). �
, ��)����
��'��0 � �>

�
1��� �� NC(n) ����
 	
�������
� π �� [n] = {1, 2, . . . , n} '�
�� ��� ��

1 ≤ a < b < c < d ≤ n ��
 � a, c ������� �� '�� �'��� B �� π ��� � b, d

������� �� '�� �'��� B′ �� π0 ,� B = B′. �� �&���� (� ��
1��(� ��

NC(n) ����
 ��� �� �� ��
��, Catalan Cn = 1
n+1

(
2n
n

)
��
 � �&���� (� ��
1��>

(� �+�(� k ����
 ��� �� �� ��
��, Narayana Narn(k) = 1
n

(
n
k

)(
n

k−1

)
$ �� ���
���

	
���)�'�� �<��&� NC(n) '1�
 ��&����� ������ ��
 ��3���8��
 3��
�&�)
��

�� ��&&�<� �&�	��� (� ������
��� ,�(� � ���	���
��0 	
���
� )�(����>



7= 
���	�	�� �� ���	��� 	�	
��	���� 
	� �����	���
��

:1��� 5$5!- �� 7>	
���� ���&,�	�� P (B3)$

�0 ��(��� �����������(�0 ��(��� ���	(�0 ��(��� �
�����(�0 ���	���
��

���&�)�� ��
 ������
�� �
�&�)��$ 6
� ���
��,���� &����'��
�� �����'������

�� ����� ��
��,����� ? 4@ ����� ��
 �� ?95@$

��
� ��������� �� )��
�,����� ��
���<� �� �������� &�)� �� NC(n)$

�����8���� �������� �� ���,&�� [n] � ��&&�)� �� ����� ���,&(�

B1, B2, . . . , Bk0 � ����� &'�� ����0 �� �� 
	
,�� ,
 ����
 ��� 	<� +'�� ��
 �

'�(�� ��� ����
 � �<��&� [n]$ 2�(��<�� � ���,&� Πn (� 	
�������(� ��

[n] �� � ���
�� 	
��+� �� �� ��&'������ �� �)�&�
���<$ ��&�	�0 �� π ��


π′ ����
 	<� 	
�������
� �� [n] ,� π ≤ π′ �� ��
 �,��� �� )
� ���� �'��� B

�� π ����1�
 �'��� B′ �� π′ �� B ⊆ B′. ���� 	
��'�
�� π ∈ Πn ������ ��

������������ �� �����	� 	
�������� ��� ��
���<� 1, 2, . . . , n �� '�� �<�>

&� �� 3��� ������ ���� �� ��&�)
�< ��
 �1����8���� �� ���� ���� (�

��
1��(� ��� ������� �� �	
� �'��� �� π. �� �<��&� NC(n) ����
 � ��>

��<��&� (� 	
�������(� �� Πn (� ����(� �
 ���'� ����� ��� �1����8���


�� ��,� �� �,�� 	�� '�����
$ :� :1��� 5$57 (a) �&'����� � 	
��'�
��

{{3}, {2, 5, 6}, {1, 4, 7, 8}} �� [8] ��
 �� (b) �� {{1, 3}, {2}, {4, 7, 8}, {5, 6}} �

����� ����
 �� 	
������<����$ :� :1��� 5$54 �&'����� �� �<�	���� (� ��

	
������<���(� 	
�������(� NC(4)$

A%�( (P,≤) '�� ���
��� 	
���)�'�� �<��&�$ �� x, y ∈ P &'�� ,
 �

y ��&<��
 � x �� x < y ��
 x < z ≤ y 
�1<�
 �,��� ,�� z = y. �����>

8���� ���!� ���� ����<��&� C �� P �� ������ � ��
1��� ����
 ��� 	<�

��)����
��$ �� ����� ���� �&���	�� ���8��
 (� |C| − 1. �� ,&�� �
 ��)
�
�'�

�&���	�� �� P '1��� � �	
� ����� n ,� &'�� ,
 � P ����
 ��$
�������



���� ��� ��	��	��������� ��	��������� 7;

�+�(� n − 1. :� ���� �� �����(�� ����1�
 ��� ����	
�� ��������� ��#��	

rk : P �→ {0, 1, . . . , n} �� �� 
	
,�� ,
 rk(x) = 0 �� � x ����
 �&�1
�
�,

��
1��� �� P ��
 rk(y) = rk(x) + 1 �� � y ��&<��
 � x. �� P �����8��


��������	 �� ���� 	<� ��
1��� �� '1��� �&�1
�� ��( 3��)�� ��
 �')
��

��( 3��)��$ �<� ���
��� 	
���)�'�� �<��&� P ��
 Q ����
 
�,���3� �� ��>

��1�
 ��� '�� ���� '�� ��
��
1�� φ : P → Q � ����� 	
����� �� 	
��+� ��


�� ������ � ������3� ���
�,�
�� ������ 	
����� �� 	
��+�0 	�&�	�

x � y �� P ⇔ φ(x) � φ(y) �� Q.

� ��̈��" �����" ����#� P ∗ �� P ����
 � ���
��� 	
���)�'�� �<��&� (P ∗,�)

�� x � y �� ��
 �,��� �� y � x �� P. �� ����1�
 
�����3
��,� ���+< (� P

��
 P ∗ ,� � P &')��
 �����̈���� ���	�
��<��
 ,
 � ���
��� 	
���)�'��

�<��&� NC(n) ����
 	
�����
��'��� ��
 ���	�̈
�,� �<�	�����$

1

2

3

4 5

6

7

8 1

2

3

4 5

6

7

8

(a) (b)

:1��� 5$57- �<� 	
�������
� �� [8] �� ���&
�� �����������$

���������� ,
 � �&����
���� ��
 �
 ��
���� �+�(� �� NC(n) ����
 �

��
��,� Catalan Cn ��
 �
 ��
���� Narayana Narn(k) �����
1� ��
 )�(��8����

� )�������� (� �������( ��
���� )
� ���� ���	� ����&���(�W, ����
 3��
�,

�� ����(���<�� �� ����1�
 )�������� �� ���	'���� (� �� 	
������<���(�

	
�������(� )
� ���� ���	� ����&���(�W. � )�������� ��� �� NC(n) )
� ����

���	� ����&���(� 	,���� ���+���� ��
 �1�	,� ����&&�&� ��, ��� Bessis ?54@

��
 Brady, Watt ?!40 ! @$ ���� ��
��'����� � �����
��'�� ������� ��,�

�������� Coxeter (W,S) ,��� S ����
 � �<��&� (� ��&�� ����&���(�0 ��

� (W,T ) ,��� T ����
 � �<��&� ,&(� (� ����&���(� �� W. �� �<��&� T

����
 '�� ��)�&<��� �<��&� )����,�(� ��
 	���
 ��� W ��� �'� 	��� ��, ��

����� �����'��� �'� ��	
�3'���� ����&'����$ 6
� W = Bn ��
 Dn 	,�����

���	���
�'� ���
)��3'� �� NC(W ) ��, �� Reiner ? "@ ��
 ��� ������
�	�

��
 Reiner ?55@ �����
1�$
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:1��� 5$54- � �<�	����� NC(4)

����� ��	�
+� �����+� ��� ��	�$���� NC(W )

:� ���� �� ����)��3� ���
)��3���� �� )�������� �� NC(n) )
� ���� ���	�

����&���(� W ,�(� 	,���� ��, ��� Bessis ?54@ ��
 Brady ��
 Watt ?! @$

A%�( W ��� ��������'�� ���	� ����&���(� �� �<��&� ����&���(� T $ ���>

8���� � ������ �"��	 lT (w) ��,� w ∈ W (� �� �
��,��� ��
��, k '�
��

��� � w �� ������ �� )��3�� (� )
�,���� k ����&���(� �� T $ �� w = t1 · · · tk
,��� ti ∈ T 0 1 ≤ i ≤ k ��
 k = lT (w) ,� � ����)��������� t1 · · · tk �� w

�����8��
 �� �����"� 2�(��<�� �� ���
�� 	
��+� � ��� W (� �+��-

u � v �� ��
 �,��� �� lT (u) + lT (u−1v) = lT (v), .5$#/

� 
��	<���� �� ����1�
 ��� �&�1
�
�� ����)��������� �� u � ����� ����
 ��>

��
 ��,���� ���� �&�1
�
��� ����)���������� �� v$ �� ���� � 	
��+� �

���	� W )����
 '�� 	
�����
��'�� ���
��� 	
���)�'�� �<��&�0 �� �&�1
��

��
1��� � ���
�, ��
1��� 1 �� ���	�� W ��
 �� �+� rk(w) = lT (w)$ ��
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(13) (24) (12) (23) (34) (14)

(132) (243) (13)(24)(123) (234)(134) (124) (12)(34) (14)(23)(143) (142)

(1243) (1234) (1432) (1423)(1342)

1

(1324)

:1��� 5$59- �� �&')�� NC(A3) (� 	������ �� Abs(A3)

��)
�
�� ��
1��� �� �������( 	
��+�� '1��� �+� n ��
 ������
&��������

,&� � ��
1��� Coxeter �� W $ ��������� ,
 �� � u, v ∈ W ����
 ��8�)�

,� lT (u) = lT (v)$ ���)��
0 �� u = t1 · · · tk �� ti ∈ T ����
 ��� �&�1
�
��

����)��������� ��
 v = wuw−1 ,� wtiw−1 ∈ T )
� ���� i ��
 ��� ���'��
� �

v = (wt1w−1)(wt2w−1) · · · (wtkw−1) ����
 ��
 ��� �&�1
�
�� ����)���������$

:�� ���'&���� '1���� ,
 u � v �� ��
 �,��� �� wuw−1 � wvw−1$ %���'�(�0

�� ��(������� u ∈ W ��
 	������� ��� W �� uWu−1 ,� � ���
�� 	
��+>

� ��� ���
)��B��� �������( �����'��
 ���&&��(�$ � ���
�� 	
��+� (� ��

	
������<���(� 	
�������(� NC(W ) ���8��
 (� � 	
����� [0̂, γ] ,��� � γ

����
 ���
�	���� ��
1��� Coxeter �� W. %��
	� ,&� � ��
1��� Coxeter ����


��8�)�0 � 
�����3
�,� <��� �� [0̂, γ] ����
 ���+����� �� ��
&�)�� �� γ.

���
�, ��
 �� ��
��'�� ���'&���� ����
 ,
 � ���
�� 	
��+� NC(W ) ����&��

�<�	����$

��
��'��� 3��'� ����
 �������� �� 3�����
 � ��
&�)� �� ��
1���� Coxeter

��,� )��3���� NCW (γ) ��� ,�� 	�� ����1�
 �����(�� �<)1���� ��&���
�<��

)��3���� �,�� NC(W ). :� :1��� 5$59 �&'����� � ��
1��� �� ���	�� A3

.� �&&
�� �� S4/ �� �� ���
�� 	
��+� �$ A%�� ��
1��� Coxeter ����
 � ���>

&
�� ������� (1234) ��
 � 	
����� [1, (1234)] ����
 
�,���3� �� �� �<�	����

(� �� 	
������<���(� 	
�������(� NC(4), ,�(� �&&(�� ������ ������ �� 	
>

��
����
 ��)�������� �� � :1��� 5$54$

:���B�8���� 
� ���
�'� 
	
,��� �� NC(W ) �� ������( �������$

��-�,� �1��1 �� ������	 ���������� ������ NC(W ) �!�� ��$
����

����	� �����̈���	 ��������	 �� ��#� rk(w) = lT (w). �� ��"
�	 ��� ���� �!��
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���	�	�� �� ���	��� 	�	
��	���� 
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��

��� NC(W ) �!�� !�� �� ��� ��!���� � ��
�� Catalan N(W ) =
∏n

i=1
ei+h+1

ei+1 ��

�� ��"
�	 ���� �!�� ��#��	 k �!�� !�� �� Nark(W ).

� )��
�,� ��
��,� �� NC(W ) '1�
 ��� )�(���
�� �������� � ����� �	�)���

��� �������( �3����'�� ��
��, (� �+��$ � ���
�� 	
��+� .5$#/ �� ���	��W

����
 ���
��
��,� ���W ���� ���
��� 	
��+�� �� ���	�� O(n) (� ����)(��(�

���
������(� �� Rn, � ����� �
��1�� �� ����� ?!9@$ �
, ��)����
�'��0 )
� ����

A ∈ O(n) ���8���� ��� )����
��<� ��,1(���� F(A) ��
 M(A) �� Rn0 ,���

F(A) = {x ∈ Rn : A(x) = x} ��
 M(A) = F(A)⊥ ��
 �����&�8���� �� l(A) ��

	
����� �� 1���� M(A). 6
� A,B ∈ O(n) ���8����

A � B ⇔ l(B) = l(A) + l(A−1B).

�� w ∈ W ,� ���	�
��<��
 ,
 � 	
����� l(w) �� M(w) ����
 ��� �� �

����� lT (w) ��� ������� �������( ��
 ������� � ���
�� 	
��+� � ��� W

�������
 �� ���� �� O(n)$

:1��� 5$5 - � �<�	����� (� �� 	
������<���(� 	
�������(� NC(B3)$

� �<�	����� (� �� 	
������<���(� 	
�������(� ��� ��
��
1�� ��� ���>

	� ����&���(� Bn ���
)��3��
 ���	���
�� (� �+��$ 2�(��<�� �� �<�	����

(� �� 	
�����<���(� 	
�������(� �� ���,&�� [2n] ��
 �� ����������� ��

,�(� �� :1��� 5$54$ A%��
� ��(��<�� �� ����<�	���� ���< ��� ����&��>
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�
 ��, 
� 	
�������
� (� ����(� � ����������� �� �����	� ����
 ����
���

������
��$ 6
� ����	�
)��0 �� :1��� 5$5 �&'����� �� �<�	���� NC(B3).

����� m-.�������$� �� ���������*��	�� ������ ����

:� 	
	����
�� �� 	
��
�� ?5@0 � Armstrong �
��)�)� � ���
��� 	
��>

�)�'�� �<��&� NCm(W ) (� m>��
����� �� 	
������<���(� 	
�������(�0

)��
��<���� �� �������� �� ���	'���� NC(W ). :�� ���� ���� �������

�� )�������� �� ���	'���� NC(n) )
� m ≥ 1, � ����� ����
 ��&< ��&� ,�(�

3�����
 ��
 ��, �� ������( ��
��,$

1

2

3 4

5

6

1

2

3 4

5

6 1

2

3 4

5

6 1

2

3 4

5

6 1

2

3 4

5

6 1

2

3 4

5

6 1

2

3 4

5

6

1

2

3 4

5

61

2

3 4

5

61

2

3 4

5

61

2

3 4

5

61

2

3 4

5

6

:1��� 5$5#- �� ���
��� 	
���)�'�� �<��&� NC2(3)$

	�%#��� �1�1 (��$��!����� �� NCm(n) �� �������� ����������� ���

NC(mn) �� ���!� ������!�� �� �� ������ ��� �����!���� ��� ���!�� ��
�

����	 � �� ��"
�	 ���� �!�� ������� �� m. (��$��!����� �� NCm(n) �� ��̈��"

�����" ����#� ��� NCm(n) ��� ���! �� ���������� �����" ����#� ��� m>

��
����� �� 	
�����<���(� 	
�������(�$

:� ����� ?79@ � Edelman �
��)�)� �� �������( ��
��,0 '	�
+� ,
 �

�&���� (� ��
1��(� �� NCm(n) ����
 ��� �� �� )��
����'�� ��
��, Cata-

lan N(m)(An−1) = 1
mn+1

(
(m+1)n

n

)
��
 ������ '	(�� <���� �
 �����
 ����
���<�


� �&���	�� �� NCm(n) (� ���� �� �+�$ �� NCm(n) ��&������ ��),���

��, � Stanley ?#"@ �� �&���
� (� parking ��
 quasisymmetric ��������(�$

6��
��� ,�(�0 ���� ��, �� ��,�3�� 	
��
�� �� Armstrong 	�� ��1�� )���


��������
�� )��������� �� NC(W ) )
� m ≥ 1. A��(� ���	�
��<��
 �� ?5@0 �

�<��&� NCm(n) ����
 � �
	
�� �����(�� )
�W = An ���� 	���� ��� )��
��<��


)
� ���� ���	� ����&���(� W.
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A��(� ��
 ��� �����(�� m = 10 � )��
�,� ��
��,� �� NCm(W ) ���
��

�� ��
&�)� ��,� ��)����
�'��� ��
1���� Coxeter γ. :�� ���'1�
� ������ ��

	
��
����
 ������ �
 � <��� 
�����3
���< �� NCm(W ) ����
 ���+�����

���� �� ��
&�)��$ 6
� ���� ���
��� 	
���)�'�� �<��&� (P,≤) �����&�8����

�� P k � �<��&� (� 	
���)�'�(� k>�	(� ��
1��(� �� P �� �� ���
�� 	
��+�

(x1, . . . , xk) ≤ (x′1, . . . , x′k) �� ��
 �,��� �� xi ≤ x′i )
� ���� 1 ≤ i ≤ k.

	�%#��� �1)1 ?50 ��
��,� 7$!$!@ ����� �! ���� �������� W �� γ ��

���� �!� Coxeter ��"	� �� ������ NCm(γ) ��� m����������� �" �����������

�� �����!���� ������!�� �� ����������	m����	 (w1, w2, . . . , wm) ∈ NC(γ)m

�� ��	 ���!�	 �� ���

(i) w = w1 · · ·wm � γ ��

(ii) lT (w) =
∑m

i=1 lT (wi).

�� �<��&� NCm(γ) �&�������� � ���
�� 	
��+� �� NC(γ), 	�&�	�

(u1, . . . , um) � (w1, . . . , wm) �� NCm(γ) �� ��
 �,��� ��

ui � wi )
� ���� 1 ≤ i ≤ m.

A%�� ����<��&� I ��,� 	
���)�'��� ���,&�� (P,≤) &')��
 
	��	�� �� x, y ∈ P 0

x ∈ I ��
 y ≤ x ,� y ∈ I. �� �<��&� NCm(γ) ����
 
	��	�� �� NC(γ)m

�� ��)
�
�� ��
1��� � (w1, w2, . . . , wm) ∈ NC(γ)m �� w1w2 · · ·wm = γ ��
∑m
i=1 lT (wi) = n ?50 E���� 7$4$7@$ %���'�(�0 � �<��&� NCm(γ) ����
 	
���>

��
��'�� ��

rk((w1, . . . , wm)) =
m∑

i=1

lT (wi).

��, � )����,� ,
 ,&� � ��
1��� Coxeter ����
 ��8�)� ������������� ,


� 
�����3
�,� <��� �� NCm(γ) ����
 ���+����� �� ��
&�)�� �� γ$ %���'�>

(�0 ,�� 	�� ��� ��	
�3'��
 � ��
&�)� �� γ )��3���� NCm(W ). �� NCm(W )

'1�
 ����	
�, �&�1
�� ��
1��� � (1,1, . . . ,1) ��
 ����
 ��
�<�	�����0 	�&�	�

���� 	<� ��
1��� �� '1��� ����	
�, �')
�� ��( 3��)�� ?50 E���� 7$4$4@$

:� :1��� 5$5= ���8���� �� ���	� A2 �� �� ���	� ����'��(� S3 ��
 �1�>

���8���� � ���
��� 	
���)�'�� �<��&� NC2(A2) ,�� γ = (123)$ ������ ��

	
��
����
 ������ ��)�������� �� � :1��� 5$5# ,
 NC2(A2) = NC2(3)$

��-�,� �1��1 ?5@ ����� Φ ������ ����� ��#��	 n �� ��!���� � ����

�������� W. �� ��"
�	 ��� ���� �!�� ��� NCm(W ) �!�� !�� �� N(m)(Φ)�

�� ��"
�	 ���� �!�� ��� NCm(W ) ��#��	 k ������ �� ��� ��
�� Narayana

Narn−k(Φ,m) �� ��
� ���� W ��� m = 1 �� �� ��	 ������	 ��� m ≥ 1.
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(id,id)

(id,(23)) (id,(12)) ((23),id) ((12),id) ((13),id)

(id,(123)) ((12),(23)) ((13),(12)) ((23),(13)) ((123),id)

(id,(13))

:1��� 5$5=- � ���
�� 	
��+� NC2(A2).

A��(� ����
 ������,����0 � NCm(Bn) ���
)��3��
 ���	���
�� (� � ��>

��<��&�)�� �� NC(2nm) ��� ����&���
 ��, ����
�� ������
�'� 	
�������
�

(� ����(� ���� �'��� '1�
 �&����
��� 	
�
��, �� � m. ��,�3��0 � Krat-

tenthaler '	(�� ��� ���	���
�� ���
)��3� �� NCm(Dn) ?4 0 ����)��3�� #@ �

����� )��
��<�
 ��� �� NC(Dn) (� ������
�	� ��
 Reiner ?55@$



4 
���	�	�� �� ���	��� 	�	
��	���� 
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��



�������� 


�
	�������� ��
����������
��� ����������� �
�
����	�����
� ������

��� %�����$ �� �
	�����	

A%�� ���� ������ )
� � ����&'���� ���< �� ��3�&���� ��� � ����� (�

Przytycki ��
 Sikora ?9;@0 �� ����� ����
���<��
 ����
�� ��	��� ��&�)(�
�'�

���	
�
�'��
�$ �
, ��)����
��'��0 ��(��<�� � �<��&� (� ��&�)(�
��� ���>

	
�
�'��(� ��,� ����< (mn + 2)>)���� P ��, �� 	
������<����� 	
�)(�����0

�� ��&<)(�� � ����� '1��� �&���� ����3�� ��� �� 2 modulo m$ �����8����

���< �� <��� 
� ���	
�
�'��
� m����������	$

��-�,� �1�1 ?9;0 �,�
��� !@ �� ��"
�	 ��� m����������� �����������

������������ ���	 (mn+ 2)������ �� i �����!��	 �!�� !�� ��

1
n

(
mn+ i+ 1

i

)(
n

i+ 1

)
, i = 0, . . . , n− 1.

2�(��<�� ��� � �3����'�� �����&��
�, �<��&�)�� ∆m(An−1) �� �&���'�


�m>��
���'� ���	
�
�'��
� ��,� (mn+2)>)���� P. �
, ���&�
��0 �
 ����3'�

�� ∆m(An−1) ����
 �
 	
�)��
�
 �
 ������ ���	
�
��<� � P �� '�� (mj + 2)>

)(�� ��
 '�� (m(n − j) + 2)>)(�� (1 ≤ j ≤ n − 1) ��
 �
 �&���'� ����
 �

�<��&� (� 	
�)(��(� �� �������( <��� �
 ������ 	�� '�����
 ��� 	<� ��

��(��
�, �� P. �
 '	��� �� ∆m(An−1) ����
 �
 ���	
�
�'��
� �� P �� (m+2)>

)(��$ A��� m = 1 � �����&��
�, �<��&�)�� ∆m(An−1) �������
 �� ��,

��� ���
)��3���� ��� ����)��3� 5$7$4$ �� 2������ !$5 ���&�)�8�
 � �&����

(� (i− 1)>	
���(� �&����� �� ∆m(An−1)$

4#



4=
���	�	���� ���������	�	�������
	� ��������
��������	��������

:� ���'1�
� ��������8���� ��
 ���&�)� )
� �� �����(�� Bn, ������>

����� �� )��
��<����� �� ���
)��3� �� ∆(Bn) �� ����)��3�� 5$7$4$ A%�


&�
�,�0 ���8���� � �����&��
�, �<��&�)�� ∆m(Bn) (� �+��- ��(��<�� '��

�����
�, (2mn + 2)>)(�� ��
 ��
)��3���� 
� ����3'� �� �� 1, 2, . . . ,mn + 10

1̄, 2̄, · · · ,mn+ 10 �� 3��� ������ ���� �� ��&�)
�<$ ��� B��������	 �� P

����
 ��� (i) ��� 	
������0 	�&�	� ��� 	
�)��
�� � ����� ���	'�
 	<� ��
��	
��

������ i ��
 ī )
� ����
� 1 ≤ i ≤ mn + 10 ��� (ii) '�� 8�<)�� �� 	
����>

��<���(� 	
�)(��(� ij0 īj̄ ,��� i, j ∈ {1, 2, · · · ,mn + 1, 1̄, 2̄, · · · ,mn+ 1} ����


	
�����
�'�� ��
 �� 	
�	�1
�� ���( �� �<���� �� P $ %������
 ,
 �� α = ī

)
� ����
�� ��
�, ��'��
� i0 ,� ᾱ = i$ ���8���� � ∆m(Bn) (� � ����>

�&��
�, �<��&�)�� �� ����3'� 
� B>	
�)(����� �
 ������ ���	
�
��<� � P ��

'�� 8�<)�� (mj + 2)>)��(� ��
 '�� ����
�� ������
�, (2m(n− j) + 2)>)(��

(1 ≤ j ≤ n) ��
 �&���'� � �<��&� (� B>	
�)(��(� �� �������( <��� �


������ 	�� '�����
 ��� 	<� �� ��(��
�, �� P. %���
 3����, ,
 )
� m = 1

� �������( �<��&�)�� ���8��
 �� ��, ��� ���
)��3���� ��� ����)��3�

5$7$4 )
� Φ = Bn$ :�� ����)��3� !$7 ���&�)�8���� � f >	
������ �� ∆m(Bn)

,�(� 3�����
 ������($

��-�,� �1�1 �� ��"
�	 ��� (i − 1)��������� ������� ��� ∆m(Bn) �!��

!�� �� (
mn+ i

i

)(
n

i

)
, i = 0, . . . , n.

�� 	�	��'�� � �������( ���&�)�8���� � h>	
������ �� ∆m(Φ) )
� Φ =

An−1, Bn ��
 	��1����� ,
 � i>��� �����)�'�� �� 
��<�
 �� �� ��
��,

Narayana Narr−i(Φ,m), ,��� r = n − 1 ��
 n �����
1�$ ��� ��)����
�'��

'1���� � ������($

���%#� �1�1 - i����" ����������� ��� h���������	 ��� ∆m(Φ) �!�� !��

��
1
n

(
n

i+ 1

)(
mn

i

)
i = 0, . . . , n− 1,

(
n

i

)(
mn

i

)
i = 0, . . . , n,

��� Φ = An−1 �� Bn ������! �	�

�
 �������( ��
���� ����
 ���
��� ���� ��� ��3���8���
 �� 2������ 5$ 

)
� 
� ���
����
� An−1 ��
 Bn$ :�� �����(�� ,��� W = Bn ��
 m = 1

� 2������ !$! ��
 � �,�
��� !$5 '1��� ���	�
1��� ��, �� R. Simion ? 90

����)��3�� 7$5@ �� 	
�3���
�� ����
���
�� �'��	�$ %����� ����
������ ,
0

,�(� ����������� ��, �� Simion ? 9@0 )
� m = 1 � i>��� �����)�'��



���� ���
	�	�
��
�	 4;

�� h>	
��<����� �� ∆m(Φ) �������
 �� � �&���� ��
1��(� �+�(� i ��

���	'���� (� �� 	
������<���(� 	
�������(� NC(W ) ,�� W = An−1 � Bn.

A��(� ��	��� ��
 ��� ����)��3� 5$7$40 � ����&')��� ∆(An−1) ��
 ∆(Bn)

�����<� �� �&���
���<� (� �����
��� ����&')��� ��&�,�(�$ ��� � 
	
,��

	�� 	
������
 ,�� m > 1 ��
 ��, ������ �� � 	
��
����
 ������0 ��������>

�� ,
 � h>	
������ �� ��'� 
� ���
����
� 	�� ����
 ������
�,$ ���,&� ���

'1���� � ������( ������� � ����� 	���
 ����
� )�(���
�� �&���3���� )
�

� ∆m(Φ).

��-�,� �1)1 �� ������������ �������� ∆m(Φ) �!�� ��&�������� ���

Φ = An−1, Bn �� m ≥ 1.

:�� ���&�)�� ���8���� � �&�������	 �
����� ���� �
��)'��
��

���&�)
��� 1��(� (� �� '�(�� ��� �� '�� ������$ ��� ��)����
�'��0 � p

����
 $���� ����!� ��,� ���&�)
��< 1���� X �� ����1�
 ��� ���
�� ����&�

)�
��
� �� p. �� � (Xi)i∈I ����
 �
��)'��
� ���&�)
��� 1��(� �� ���
�� �����>

� {pi} ,� � �3����
	'� ����
���
∨

i Xi (� Xi, i ∈ I ����
 � ��&��� �� +'���

'�(��� (� Xi ��( ��, �<
�� (� �����(� pi. ��&�	�∨
i

Xi :=
∐

i

Xi/{pi ∼ pj |i, j ∈ I}.

���%#� �1�1 �� ������������ �������� ∆m(Φ) � �� ��� ��������� ����

�&��������	 
��!����	 Narr(Φ,m) �� ��"
�	 �&���� ��������	 r − 1� ����

r �!�� � ��#� ��� Φ, �� Φ = An−1, Bn� ������! �	�

��������� ,
 )
� Φ = An−1 ��
 Bn � ∆m(Φ) ����
 �<��&�)�� flag, 	�&�	�

���� �&�1
�
�� �� �&���� '1�
 	<� ��
1��� .�&$ ?#"0 ����)��3�� ���$4@/$ %����>

�0 ��, � )�)��,� ,
 � ∆m(Φ) ����
 ���3&�
��
�� ������������� ,
 ����
 ��


Cohen-Macaulay$ %���'�(�0 � �<��&')��� ��� ��&���� ����
 ����	��)���

����&�)��(� � ����� ����
 Cohen-Macaulay ��
 flag. �� ��,&���� �,�
���

������
 �� �'��
 �� %
����� 5$5 �� ������
�	�$

���%#� �1)1 .�� ��	 �����	 �������� W = An, Bn �� m ≥ 1 �� ��
�

��! Nark(Φ,m) �������� �� h�������� ���	 ������������� ����������	 ���

������	 n.

��� ��
�	��	���

:� ��, � ��3�&�
� �
��)���� ���&�)�� ��
 ��
��'�� ��
1��� � ����� �� 1���
>

����
������ ��),���$

f6�% !2#� ' " % h6�% !2#� ' 1 2�(��<�� '�� ��������'�� ����>

�&��
�, �<��&�)�� ∆ 	
�����(� d − 1. ���8���� � f �������� f(∆) =



9"
���	�	���� ���������	�	�������
	� ��������
��������	��������

(f−1, f0, . . . , fd−1) �� ∆ (� � 	
������ �� ������ � �����)�'�� fi ����
 ���

�� � �&���� (� i>	
���(� �&����� �� ∆ � �&&
�� (� �&����� �� i + 1

����3'�$

�'�( �� f >	
��<����� ���8���� � h>	
������ h(∆) = (h0, h1, . . . , hd) ��

∆ ��, �� ������( <��

d∑
i=0

fi−1(x− 1)d−i =
d∑

i=0

hix
d−i.

���	<���� '1���� ,


hk =
k∑

i=0

(−1)k−i

(
d− i

d− k

)
fi−1 .!$5/

��


fk−1 =
k∑

i=0

hi

(
d− i

k − i

)
. .!$!/

%
	
�,���0 ��, �� .!$5/ '1���� ,


(−1)d−1hd = −1 + f0 − f1 + · · · + (−1)d−1fd−1, .!$7/

� ����� ����
 ��� �� �� �������  ����������" Euler �� ∆$ %�����0 � h>

	
������ '1�
 ��	
�3'������ 
	
,��� ��� �1��8���
 �� �� ���3&�
(�
�,��

��
 ��� 	���
 1���
��� �&���3�����0 ,�(� )
� ����	�
)�� � ������( �������$

��-�,� �1.1 7�8%#-#�%� Dehn-Sommerville9�� h�������� ��� �����

����� ����������	 ���	 ������������� (d− 1)��������� ��������� ��������!

��� � ���

hk = hd−k ��� ��
� k = 0, . . . , d.

�*�:��%$#%��',' " %  ! �&#%��',' " '� "��&:+�1 A%�( ∆

'�� �3����'�� �����&��
�, �<��&�)�� ���( �� �<��&� E$ � ����	 �� ∆

���( �� ��� ��
��<�
� ����3� v0 �����&�8��
 �� ∆ ∗ v ��
 ����
 � �����&��
�,

�<��&�)�� ���( �� �<��&� E ∪{v} �� '	��� F ∪{v}0 ,��� F ����
 '	�� �� ∆$

%�����0 ��������8���� ,
 � �����&��
�� �<�	��� ∆ ∗ ∆′ 	<� �����&��
���

����&�)��(� ∆,∆′ ���( �� �<��&� E,E′ ��
���1(�0 ����
 � �3����'��

�����&��
�, �<��&�)�� ���( �� �<��&� E ∪E′ �� '	��� F ∪ F ′ ,��� F ����


'	�� �� ∆ ��
 F ′ '	�� �� ∆′$ �'&��0 �� A ⊆ E ,� � ����&" �� A ��, �

∆ ����
 � �<��&� ∆ \ A := {B ∈ ∆ : A ∩ B = ∅} ��
 � ��������	 �� A ��

∆ ����
 � �<��&� ∆/A := {B ∈ ∆ : A ∩ B = ∅, A ∪ B ∈ ∆}$ ��������� ,


��'� �
 	<� ���+�
� ��
��������
$



���� 	�	�������
�	 	���������	�	 95

	�%#��� �1�1 ?!5@ ��� ������������ �������� ∆ ������ ���3&�
��
�� �

���� �� �! ������" ����#� F1, F2, . . . , Ft ��� ����� ��� ����� ���� �� ��
�

1 ≤ i < k ≤ t ���� ��� 1 ≤ j < k �� x ∈ Fk �� Fi ∩ Fk ⊆ Fj ∩ Fk = Fk \ {x}.

:
� 	
�'� ��� ���	��+�
� 	�� 1���
����
�<�� ��������� �� ��
��, ��

���3&�
(�
�,��� �&&� �� ������( �
, 
�1��� 
	
,��$

	�%#��� �1�1 ?5 0 9=@ ��� ������������ �������� ∆ ������ ���&<�
�� ���

����3'� � �!�� ��� �� �!�� �!�� ���� �!�� � �� �! ����&" v ����� ���� �

∆ \ v �� ∆/v � �!�� ��!��	 ������ ��� ����&�	�

:���
������ ,
 �� � ∆ ����
 �)�, 	
�����(� k ,� � ∆/v ����
 �)�,

	
�����(� k − 1$ �� � ∆ \ v ����
 �)�, ,� ��� dim(∆ \ v) = k0 ��� � ∆

����
 ����� ���( �� ∆ \ v ��
 �� ���� �� �����(�� � ∆ \ v = ∆/v '1�


	
����� k − 1$

:� ����� ?5 0 9=@ ���	�
��<��
 ,
 ���� �����&��
�, �<��&�)�� � �����

����
 ���&<�
�� ��� ����3'� ����
 ���3&�
��
��$ %���� �� 1���
����
������

�� ������( �<��&� ���'��
� �� ��
���< !$!$

(�� �1�1 ?40 E���� !$!@ ����� �� ������������ �������� ∆ ��������	

d �� v1, v2, . . . , vt �����������	 ����&�	 ���� ��

(i) �� ∆ \ {v1, . . . , vt} �!�� ������� ��� ����&�	 �� � �� ������� d ��
(ii) �� (∆/vi) \ {v1, . . . , vi−1} �!�� ������� ��� ����&�	 �� � �� �������

d− 1 �� ��
� 1 ≤ i ≤ t�

���� �� ∆ �!�� ������� ��� ����&�	�

*���
����
���� ���)()� �� �&���� (� ����3�� ��������� � ��,����

&����$

(�� �1�1 - �����������" ������� ��� �������� ��� ����&�	 ���������

����� ������������ �!�� ��!��	 ������� ��� ����&�	 ������������ ��������

��

��� &���'� 	��� �
	�����	

����1��0 ���	�
��<���� � 2������ !$! ��������� ��� ��3
���������� ��>


��
1��$ � ��
��
1�� ��� ����
 ���&�)� �� ���� �� 2�(������ 5 ��

?9;@$ :����&�8���� �� ∆m
Bn

[i] � �<��&� (� ���	
�
�'��(� �� ∆m(Bn) �� i

� �&���� B>	
�)(�����0 ,��� 0 ≤ i ≤ n$ :� �+�� ��(��<�� ,
 �
 ����3'�

���� (2mn+2)>)���� ��
)��3���
 �� ��� ��
���<� 1, 2, . . . , mn+1, 1̄, 2̄, . . . ,

mn+ 1 �� 3��� ������ ���� (� 	�
��� �� ��&�)
�<$



9!
���	�	���� ���������	�	�������
	� ��������
��������	��������

��-�,� �101 /��� �� �! �&������"���� ������� ! Φm,n �� �� ������

∆m
Bn

[i] ��� �������� �������� ��� ������� ���� ��� �����
��� {1 ≤ a1 ≤
a2 ≤ · · · ≤ ai ≤ mn+ 1} �� �� ������ ��� ����������� n����� (ε1, . . . , εn) ∈
{0, 1}n �� ���$�	 i �� ��"
�	 �����������	 εj !��	 �� )�

���%#� �1.1 �� ��"
�	 ��� (i−1)��������� ������� ��� ∆m(Bn) �!�� !��

�� (
mn+ i

i

) (
n
i

)
.

������#� ��� 1���"���	 2�*� 2�(��<�� '�� (2mn + 2)>)(�� P ��
 ���8����

� � ��� ����!� ���� 	
�)(���� (� �+��$ �� ��1
�, ������ ���� 	
��'���

����
 ��, �� ������ � ��
)��3� ����
 ��
�� ��� ���� �� 	
����
�� 	
�)��
��

����
 ��������&
��'�� '�
 ��� �
��<����
 ��� ����� �� �� �� �������(

��������&
��, �� '1���� � �'��� �� ��&�)���� �� ��
����$ �� � D ����


��� �� 	
����
�� B>	
�)��
�� ,� '1�
 	<� ����� �� ��1
�� ������ a ��
 ā

��
���1(�$ ���8���� ��1
�, ������ �� D ��, �� � ��
�� ��
)��3�$

6
� ������� �� )��3���� ∆n = ∆m(Bn) ��
 ∆n[i] = ∆m
Bn

[i]$ ��������>

8���� ��� ��3
���������� ��
��
1�� ���)()
�� (� ��,� � n$ �� n = 1 ,�

� ∆n ����&���
 ��, m + 1 	
��'����0 � 
��	<���� ��, m + 1 �����(�'���

����3'�$ �� &�
�,� i = 00 � ���
�,�
�� Φm,1 �'&��
 �� ��
��'�� 	
��'�
��

�� ���, �<��&�0 ��� �� i = 1 ,� ���� 	
������ akāk �� ∆n[1] ���
����8��


�� 8�<)�� ((ak), (ε1)) �� ε1 = 1$

6
� � ���)()
�, ���� ��(��<�� ,
 '1���� �	� ����������
 �� ��
��
1��

Φm,n : ∆n[i] −→ {1 ≤ a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ ai ≤ mn+ 1}

× {(ε1, ε2, . . . , εn) ∈ {0, 1}n- �� ���
��� i �����)�'��� εj ���� �� 5}

)
� ���� ��'��
� m ��
 0 ≤ i ≤ n$ 6
� �� �������� �� ���
�,�
�� Φm,n+1

��(��<�� D ∈ ∆n+1[i]$ �� 8��<���� ����
 ��
��'�� ,�� i = 0$ �� i ≥ 1

'�( 1 ≤ a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ ai ≤ m(n+ 1) + 1 � ��1
�� ������ (� B>	
�)(��(�

�� D ��
 I = {a1, . . . , ai, ā1, . . . , āi}$ 2�(��<�� � 	���� �� Z �� �<��&�

(� ����3�� �� P � ����� ���8��
 (� �+��$ �� a ����
 ��� ����3� �� P ��


k '��� ��
�,� ��'��
�� ,� � a + k ����
 � ����3� �� P � ����� �������


k ����3'� �'�� ��, �� a �� 3��� ������ ���� �� ��&�)
�<$ 2�(��<�� �

�&�1
�� aj '�
� ��� ����� ��, 
� ����3'� aj + 1, . . . , aj + m 	�� �����


�� �<��&� I$ 2'���� ε1 = 1 �� {aj(aj + m + 1)0 āj(āj + m + 1)} ����
 B>

	
�)��
�� ��D ��
 ε1 = 0 �&&
��$ A%�( ��� P ′ � (2mn+2)>)(�� �� ����3'�
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1, . . . ,aj ,aj +m+ 1, . . . ,m(n+ 1) + 1, 1̄, . . . , āj , āj +m+ 1, . . . , m(n+ 1) + 1

� ����� ���	
�
����
 ��, 
� ��,&�
��� i− ε1 B>	
�)(����� �� D ��
 '�( D′

� 	
��'�
�� �� P ′ � ����� ����&���
 ��, ��'� 
� B>	
�)(�����$ �������<��

,
 � ��1
�, ������ ���� B>	
�)(���� ����
 � �	
� ��� ��(������� � 	
��'�
��

D′ ��,� �� P ��� ��,� �� P ′$ %���'�(� � ��1
�� ������ (� B>	
�)(��(�

�� D′ �� P ′ ����
 I0 = (a1, . . . , ai) �� ε1 = 0 � I1 = (a1, . . . , aj−1, aj+1, . . . , ai)

�� ε1 = 1$ E,)( ���)()��0 ��
 �
� 	<� ���
����
� �����<�� �� ��
��
1������

�� D′ �'�( �� Φm,n ��� ���&����� Iε1 ��1
��� �����(� ��
 ��� ���&�����

(ε2, . . . , εn+1) �� i − ε1 � �&���� �����)�'��� εj ���� �� 1. ���8���� &�
�,�

(� Φm,n+1(D) � 8�<)�� ((a1, . . . , ai), (ε1, ε2, . . . , εn+1))$

6
� �� ���	��+���� ,
 � Φm,n+1 ����
 ��3
���������� ��������8���� ��

������3� ��0 ��(����� �� �����(�� n = 1 ��
��'��$ 6
� � ���)()
�,

���� ��(��<�� ,
 '1���� ����������
 �� ������3� Φ−1
m,n$ 6
� �� ��������

�� Φ−1
m,n+1 ��(��<�� ���&������ 1 ≤ a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ ai ≤ m(n + 1) + 1 ��


(ε1, . . . , εn+1) ∈ {0, 1}n+1 �� i �����)�'��� εj ���� �� 5$ 6
� i = 0 � ��	��
��

���&����� ���
����8��
 ��� ��
��'�� 	
��'�
��$ �� i ≥ 1 ��(��<�� � �<��&�

I = {a1, . . . , ai, ā1, . . . , āi}$ 2� �������� ��� 	
��'�
�� D ∈ ∆n+1[i] (� �+��$

��������� � �
��,��� aj '�
� ��� ����� ��, 
� ����3'� aj +1, . . . , aj +m

�� P �� ��� �����
 �� I$ �,� � {aj(aj +m + 1)0 āj(āj + m + 1)} ����
 ���

B>	
�)��
�� ��D �� ε1 = 1 ��
 	�� ����
 �� ε1 = 0$ A%�( P ′ � (2mn+2)>)(��

�� ����3'� 1, . . . , aj , aj +m+ 1, . . . , m(n+ 1) + 1, ā1, . . . , āj , āj +m+ 1, . . . ,

m(n+ 1) + 1$ 2�(��<�� � 8�<)�� ((a1, . . . , ai), (ε2, . . . , εn+1)) �� ε1 = 0 �

((a1, . . . , aj−1, aj+1, . . . , ai), (ε2, . . . , εn+1)) �� ε1 = 1 �� ���
��� i−ε1 � �&����

�����)�'��� εj ���� �� 5$ E,)( ���)()��0 ��
��
1�� �� P ′ �'�( �� Φ−1
m,n

��� ����	
�� 	
��'�
�� D′ �� i− ε1 � �&���� B>	
�)(�����$ %���'�(�0 ���8����

Φ−1
m,n+1((a1, . . . , ai), (ε1, . . . , εn+1)) �� ����
 � 	
��'�
�� ��� ����&���
 ��, ��

D′ ��8� �� �� B>	
�)��
� {aj(aj + m + 1)0 āj(āj + m + 1)} �� ε1 = 1 � �

	
��'�
�� D′ �� ��1
�, ��&<)(�� P �� ε1 = 0$ �3������ ��� ���)���� ��

	
��
����
 ,
 ,�(� ��� � ���
�,�
�� ����
 � ������3� �� Φm,n+1$

� ����%�� �1�1 :� :1��� !$5 '1���� '�� ! >)(�� ��m = 20 n = 6 ��
 i =

4 B>	
�)(�����$ � ���
�,�
�� �� 2�(������ !$7 ��
��
1�� � 	
��'�
�� ��

�1����� �� 8�<)�� (a1, a2, a3, a4) = (6, 11, 11, 12) ��
 (ε1, ε2, ε3, ε4, ε5, ε6) =

(1, 1, 0, 1, 0, 1)$

� � '(�,#, �1�1 �� ��"
�	 ��� ������������ ���∆m
Bn

[i] �� ���!�	 ����� ���

�������� �!�� !�� �� (
mn+ i

i

) (
n− 1
i− 1

)
.

���)��
0 ��, ����<��
 ��, � 2������ !$7 ��
 �� ��������� ,
 ��>
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	� ��������
��������	��������

�� 	
��'�
�� D �� i ��
1��� ���
'1�
 	
����� �� ��
 �,��� �� )
� � 8�<)��

((a1, . . . , ai), (ε1, . . . , εn)) � ����� ��
��
1�� �'�( �� Φm,n �� D '1���� ,


εn = 1$ �
�3���
��0 ����<��
 ��
 ��, � 2������ !$5$

1
2

3
4

5

6

7

8

9

10

11
12131

2
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4

5
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7

8

9

10
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_

_

_

_

_

_

_

_
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_

_

_

:1��� !$5-

������#� ��� 0��!����	 2�), �� ���'&���� '���
 ��, �� <�� .!$5/0 �

2�(����� !$5 ��
 !$! ��
 ��
1�
�	�
� ���&�)
���<�$

��, � �1'�� .!$7/ ������������� � ��,&����$

���%#� �101 .� ��	 ������	 �����	 �������� W = An−1, Bn� � ����

����  ����������" Euler ��� ∆m(Φ) �!�� !�� �� (−1)r−1Narr(Φ,m)� ���� r

�!�� � ��#� ��� W.

��" &�
(�
������	 	

:� ���� �� ����)��3� ���	�
��<���� � 2������ !$7 	��1����� ,
 � ∆m(Φ)

����
 ���&<�
�� ��� ����3'� ,�� Φ = An−1, Bn$

���' #, �1�1 �� ������������ �������� ∆m(An−1) �!�� ������� ���

����&�	�

������#�� 2� ���	��+���� ��
 
�1��,���$ 2�(��<�� '�� (mn+2)>)(�� P ��
 v

��� �� �����" 	
�)��
�0 	�&�	� ��� 	
�)��
� � ����� ���	
�
��� � P �� '�� (m+

2)>)(�� ��
 '�� (m(n− 1) + 2)>)(��$ 2�(��<�� 
� ����3'� a1, a2, . . . , am ��

(m+ 2)>)����0 �
 ������ 	�� ����
 ���� �� 	
�)(���� v, �� 3��� ������ ����

�� ��&�)
�< ,�(� �� :1��� !$!$ :����&�8���� �� ∆m
An−1

(k) � �<��&�)��

��� ��������� 	
�)��3���� ��, � ∆m(An−1) ,&�� 
� 	
�)(����� �� ���� �
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a1, . . . , ak ��
 �'���� ∆m
An−1

(0) = ∆m(An−1)$ 2� ���	��+���� ,
 � ∆m
An−1

(k)

����
 ���&<�
�� ��� ����3'� ��
 '1�
 	
����� n− 2 )
� ���� n ��
 k, 0 ≤ k ≤
m$ 6
� k = 0 ��, ��� 	���
 � 8��<���� ���'&����$

� 
�1��
��,� ��� ����
 �&���� )
� n = 1 	
,
 � ����	
�, ��
1��� ��

∆m(An−1) �� ���� �� �����(�� ����
 � ��
��'�� 	
��'�
��$ :� ���'1�
�

��,������ ,
 � ∆m
Al

(m−k) ����
 ���&<�
�� ��� ����3'� ��
 '1�
 	
����� l−1

)
� ���� 1 ≤ l ≤ n−1 ��
 0 ≤ k ≤ m ��
 ���	�
��<���� ,
 � ∆m
An

(m−k) ����

���&<�
�� ��� ����3'� ��
 '1�
 	
����� n− 1 )
� ���� k0 0 ≤ k ≤ m$ *���
>

����
�<�� ���)()� (� ���� k$ 6
� k = 0 � �����&��
�, �<��&�)�� ∆m
An

(m)

����
 
�,���3� �� �� ���� v ∗∆m
An−1

(0)0 � ������ ����
 ���&<�
��� ��� ����3'�

��
 '1�
 	
����� n−1 &,)( ���)()�� ��
 E������ !$!$ C���'���� �� ���'>

1�
� ,
 � ∆m
An

(m−k) ����
 ���&<�
�� ��� ����3'� ��
 '1�
 	
����� n−1. 6
�

�� 	��+���� � �	
� )
� � ∆m
An

(m−k−1)0 ��(��<�� 
� 	
�)(����� v1, . . . , vn ��

���� � am−k 	
���)�'��� �<�3(�� �� ��0 ��� � 3��� �� ��&�)
�<0 	
��+�

(� 	
�3���
��� ��, � am−k ���(� ���0 ,�(� �� :1��� !$!$ %3���,8����

� E���� !$5 �� ∆m
An

(m−k−1) ��
 � �<��&� 	
�)(��(� {v1, . . . , vn}$ ����>

1��0 �������<�� ,
 ∆m
An

(m − k − 1) \ {v1, . . . , vn} = ∆m
An

(m − k)0 � �����

����
 ���&<�
�� ��� ����3'� ��
 '1�
 	
����� n−1 &,)( ���)()��$ %���'�(�0

� ������� (i) �� E������ !$5 
������
���
$ :� ���'1�
� 
�1��
8,���� ,


� ∆i = ∆m
An

(m − k − 1)/vi \ {v1, . . . , vi−1} ����
 ���&<�
�� ��� ����3'� ��


'1�
 	
����� n − 2 )
� ���� i = 1, . . . , n$ �������<�� ,
 � �<��&�)�� ∆i

����<��
 ��, � ∆m
An
/vi 	
�)��3���� 
� 	
�)(����� v1, . . . , vi−1 ����� ������

��
 ,&�� 
� 	
�)(����� �� ���� ����
� ��, � a1, . . . , am−k−1$ %�����0 � 	
>

�)��
�� vi ���	
�
��� � (2m(n+ 1) + 2)>)(�� �� '�� (mi+ 2)>)(�� �� �����

������� � ������ a1, . . . , am−k ��
 �� '�� (m(n + 1 − i) + 2)>)(��$ %���'�>

(�0 	
�)��3���� 
� ������3��,����� 	
�)(����� ��, � ∆m
An
/vi 
��	������ ��

� �� 	
�)��B���� ,&�� 
� 	
�)(����� �� ���� ����
� ��, � a1, . . . , am−k ��

(mi+ 2)>)(��$ ��, ��, '���
 ,
 � �<���&)�� ∆i ����
 � �����&��
�� �<�>

	��� 	<� ����&�)��(� 
�,���3(� �� ∆m
Ai−1

(m− k) ��
 ∆m
An−i

(0) ��
���1(�$

��� ,�(� ����
 ���&<�
�� ��� ����3'� &,)( �� E������ !$! ��
 &,)( ���)>

()�� '1�
 � 	
����� ��� �'&����$ %���'�(�0 � ������� (ii) �� E������ !$5


������
���
 ��
 ��, �&��&�����
 �� ��,	�
+� ���$

���' #, �1�1 �� ������������ �������� ∆m(Bn) �!�� ������� ��� ���

��&�	�

������#�� A��(� ��
 ����)���'�(�0 �� ���	��+���� � �����
1� 
�1��,���

���'&����$ A%�( '�� (2mn + 2)>)(�� P ��
 v ��� �&�1
�
�� B>	
�)��
��0

	�&�	� ��� 	
�)��
�� � ����� ���	
�
��� � P �� '�� 8�<)�� (m+2)>)��(� ��
 '��
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���	�	���� ���������	�	�������
	� ��������
��������	��������

a

a

a

a

v

v

v

v

1

m-k-1

m-k

m

1

i

n

:1��� !$!-

����
�� ������
�, (2m(n−1)+2)>)(��$ A%�( a1, a2, . . . , am �
 ����3'� ��,�

�� (� 	<� (m+ 2)>)��(� �
 ������ 	�� ����
 ���� �� v0 	
���)�'��� �� 3���

������ ���� �� ��&�)
�<0 ,�(� �� :1��� !$7$ :����&�8���� �� ∆m
n (k) �

�<��&�)�� ��� ����<��
 �� 	
�)��B���� ��, � ∆m(Bn) ,&�� 
� B>	
�)(�����

�� ���� ����
� ��, � a1, . . . , ak ��
 �'���� ∆m
n (0) = ∆m(Bn)$ 2� ���	��+����

,
 � ∆m
n (k) ����
 ���&<�
�� ��� ����3'� ��
 '1�
 	
����� n − 10 )
� ����

n ��
 k �� 0 ≤ k ≤ m$ � 
�1��
��,� ����
 �&���� )
� n = 0 	
,
 � ����	
�,

��
1��� �� ∆m(Bn) �� ���� �� �����(�� ����
 � ��
��'�� 	
��'�
��$ :�

���'1�
� ����'���� ,
 � ∆m
l (m − k) ����
 ���&<�
�� ��� ����3'� ��
 '1�


	
����� l − 1 )
� ���� 1 ≤ l ≤ n ��
 0 ≤ k ≤ m ��
 ���	�
��<���� ,


� ∆m
n+1(m − k) '1�
 	
����� n ��
 ����
 ���&<�
�� ��� ����3'� )
� ����

0 ≤ k ≤ m$ *���
����
�<�� ���)()� (� ���� k. 6
� k = 00 � ∆m
n+1(m) ����



�,���3� �� �� ���� �� ∆m
n (0) ���( ��, � v ��
 ����'�(� ����
 ���&<�
��

��� ����3'� ��
 '1�
 	
����� n ��, ���)()� ��
 E���� !$!$ :� ���'1�
�

����'���� ,
 � ∆m
n+1(m− k) ����
 ���&<�
�� ��� ����3'� ��
 '1�
 	
�����

n ��
 ���	�
��<���� � �	
� )
� � ∆m
n+1(m − k − 1)$ A%�( v1, . . . , v2n+1 �


B>	
�)��
�
 �� ���� � ������ am−k 	
���)�'��� �<�3(�� �� �� 3��� ��

��&�)
�< (� ���� � �&&� ���� ���$ %3���,8���� � E���� !$5 �� �<��&�)��

∆m
n+1(m− k− 1) ��
 � �<��&� (� �������( 	
�)(��(�$ ����1��0 '1���� ,


∆m
n+1(m−k−1)\{v1, . . . , v2n+1} = ∆m

n+1(m−k) � ����� '1�
 	
����� n ��
 ����


���&<�
�� ��� ����3'� ��, ���)()�$ %���'�(�0 � ������� (i) �� E������

!$5 
������
���
$ :�� ���'1�
� 
�1��
8,���� ,
 � ∆i = ∆m
n+1(m− k− 1)/vi

\{v1, . . . , vi−1} '1�
 	
����� n − 1 ��
 ����
 ���&<�
�� ��� ����3'� )
� ����

1 ≤ i ≤ 2n+ 1$ �������<�� ,
 � �<��&�)�� ∆i ����<��
 ��, � ∆m
Bn+1

/vi

	
�)��3���� 
� B>	
�)(����� v1, . . . , vi−1 ����� ��
 ,&�� 
� B>	
�)(����� ��
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���� ����
� ��, � a1, . . . , am−k−1$ :����&�8���� �� S � �<��&� ���� (�

B>	
�)(��(�$ ���� 	
��������� ���
����
�$ ���� ����'���� ,
 i ≤ n + 1

.:1��� 7$57 (a)/$ :� ���� �� �����(�� � vi 1(��8�
 � (2m(n+1)+2)>)(��

�� '�� 8�<)�� (mi+ 2)>)��(� �� ����� ��������
 � ������ a1, . . . , am−k ��


'�� ����
�� ������
�, (2m(n+ 1− i) + 2)>)(��$ %���'�(�0 	
�)��3���� 
�

B>	
�)(����� �� ���,&�� S ��, � ∆m
Bn+1

/vi 
��	������ �� � �� 	
�)��B����

,&�� 
� B>	
�)(����� �� ���� ����
� ��, � a1, . . . , am−k �� (mi + 2)>)(��$

:������0 � ∆i ����
 � �����&��
�� �<�	��� (� ∆m
n+1−i(0) ��
 ∆m

Ai−1
(i− 1)$

�� ��� i > n+1 .:1��� 7$57 (b)/ ,� � vi 1(��8�
 � (2m(n+1)+2)>)(�� ��

'�� ����
�� ������
�, (2m(i−n−1)+2)>)(�� ��
 '�� 8�<)�� ((2n+2−i)m+2)>

)��(�$ :� ���� �� �����(�� � ������ a1, . . . , am−k ��������
 �� ����
��

������
�, ��&<)(��$ %���'�(�0 	
�)��3���� 
� B>	
�)(����� �� ���,&�� S
��, � ∆m

Bn+1
/vi 
��	������ �� � �� 	
�)��B���� ,&�� 
� B>	
�)(����� �� ����

����
� ��, � a1, . . . , am−k �� (2m(i−n−1)+2)>)(��$ A��� � �<��&�)�� ∆i

����
 � �����&��
�� �<�	��� (� ∆m
i−n−1(2(i−n−1)−1) ��
 ∆m

A2n+1−i
(0)$ ��


�
� 	<� �������( ���
����
�0 � ∆i '1�
 	
����� n−1 ��
 ����
 ���&<�
�� ���

����3'� &,)( ���)()��0 �� E������ !$5 ��
 �� ��,���� !$5$ %���'�(�0 �

������� (ii) �� E������ !$5 
������
���
 ��
 '�
 �&��&������
 � ��,	�
+�

���$

a

a

a

a

a

a

a

1

m-k-1

m-k-1

m-k

m-k

m

m

_

_

_
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a
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a

a

a
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1
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m-k
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(a) (b)

v
2

v11
v

:1��� !$7- :� (a) ��
 (b) �&'����� � �<��&�)�� ∆i ,�� i ≤ n ��
 i > n
�����
1�$ 6
� ���� 	
�)��
� ��� ������
���
 �� 	
�������'�� )����� 	��
'1���� �1�	
���
 �� �����
1� ����
�� ������
�� ��$

� ����%�� �1�1 :� :1��� !$4 �&'����� �� �&������� �� ����&')����



9=
���	�	���� ���������	�	�������
	� ��������
��������	��������

������ ∆2(B2) �� ���	
�
�'��
� ��,� 5">)���� ��, !>��
���'� B>	
�)(�����$

�� ���� � �,�
��� !$! ��
 �&')1���� ��
 �� :1��� !$90 � ∆2(B2) ����


�����
�� 
��	<���� �� �3����
	'� ����
��� Nar2(B2, 2) = 6 �<�&(�$

:1��� !$4-

:1��� !$9-

��) * ������� 
������ 	
� ∆m(Φ)

E�)� ��� �� �&��&��(�� �� �������( �'���� �� 	
��
��� ?#7@0 �
 Fomin

��
 Reading '	(��� �� )��
�, ��
��, ��
 ��&'���� � �<��&�)�� ∆m(Φ) ?7#@$

C��&,)
��� ��� ��
���<� �+�(� ��
 � h>	
������ �� ∆m(Φ), �� ������

�
 �����)�'��� ��������� �� ��� ��
���<� Narayana Narn−k(Φ,m) ,��

m = 1 ��
 )
� 
� �&��
�'� ���	�� ,�� m ≥ 1. :�� �����(�� ,��� � W ����


�&��
�� ���	� ����&���(� ���
')��B�� ���	���
�� � ∆m(Φ) 1���
����
����

��&�)��
�'� ���	
�
�'��
� ?7#0 ����)��3�� 9@$ �
 �������'� ��� )
� W =

An−1 ��
 Bn ��������� �� 
� 	
�'� ���$ :�� ���'1�
� �� �����&������ ��

)��
�, ��
��, �� ∆m(Φ), �� ����� ��
 �� 1��
���<�� �� ��3�&�
� 4 ��
 ��



���� � ����
��� �������� ��� ∆M (Φ) 9;

���3'����� ��
��'�� ��, � ����&'���� �� ?7#@ ��� ����&������� � 	
��

���$

�� ����������� �������� ������ ∆m(Φ) ?7#@ ����
 '�� �����&��
�,

�<��&�)�� �� �<��&� ����3�� � �<��&� Φm
≥−1 (�  ����������� � ����


������ ������ �
, ��)����
�'��0 � �<��&� Φm
≥−1 ����
 � '�(�� �� ���,&��

Φm
>0 ��� ����&���
 ��,m � �&���� .1�(��
��'��/ ���)��3� α1, . . . , αm ����

��
��� ��8�� α ∈ Φ+ ��
 �� ���,&�� −Π (� ����
��� ��&�� �
8��$ %�����0

������� � �<����� ,
 ���� ����
�� ��&� ��8� '1�
 1���� 1$ %���'�(�0

Φm
≥−1 = Φm

>0 ∪ (−Π)1 = {αk : α ∈ Φ+, k ∈ {1, . . . ,m}} ∪ {α1 : α ∈ −Π}.

6
� ���� ��8� α ∈ Φ≥−1 ���8���� �� $
�� d(α) �� α (� �� �&�1
�>

� ��'��
� d )
� �� ����� � Rd(α) ����
 ����
�� ��&� ��8�0 ,��� R ����


� ���
�,�
�� .5$ /$ ���3���� d(α) = 0 �� � α ����
 ����
�� ��&� ��8�$ �

������( ��
��,� )��
��<�
 �� '���
� �� �����,��� �
8�� �� ∆(Φ).

	�%#��� �1)1 ?7#0 ��
��,� 7$5@ 3��  ����������	 �!��	 αk, βl ∈ Φm
≥−1

���������� m>�����'� � �� ����� � �! �� ��	 ������ ���
"��	

��������!��,

• k > l� d(α) ≤ d(β) �� �� �!��	 R(α) �!�� β ���$��	 �� ��� � ��" �����

��	 ���$�����	 41����� )�56�

• k < l� d(α) ≥ d(β) �� �� �!��	 α �� R(β) �!�� ���$��	�

• k > l� d(α) > d(β) �� �� �!��	 α �� β �!�� ���$��	�

• k < l� d(α) < d(β) �� �� �!��	 α �� β �!�� ���$��	� ��

• k = l �� �� �!��	 α �� β �!�� ���$��	�

����<��
 ��'�(� ��, �� ��
��, ,
 � m>�����,�� ����
 ��� ���>

���
�� �1'��$ C���1�
 ��
 '��� 	�<���� �,��� �� �������� �� �1'�� ���0

�
��)���� � m>���&�)� �� ���
�,�
��� R (� �+��$

	�%#��� �1.1 ?7#0 ��
��,� !$7@ �� αk ∈ Φm
≥−1� ��!�����

Rm(αk) =

{
αk+1, � α ∈ Φm

>0 �� k < m

(R(α))1, ����	�
.!$4/

��-�,� �1/1 ?7#0 2������ !$4@ - m����$����� ��� Φm
≥−1 � �� ��	 �#"	

��������	,

(i) � αk �!�� m����$�" �� �� βl � �� ����� � � Rm(αk) �!�� m����$�"

�� ��� Rm(βl)�



 "
���	�	���� ���������	�	�������
	� ��������
��������	��������

(ii) � ������" ��" �!� (−α)1 �!�� m����$�" �� �� βl � �� ����� � ��

������� ��	 β �� ���	 �!��	 ��� ����� �� ��� α�

��������� �� ������ ���
"��	 �
��!���� ������� ��� � ��� ��"�

�� � Φ 	�� ����
 ���)()� ��
 '1�
 ���)()�� ���
����� Φ1, . . . ,Φ� ,�

Φm
≥−1 =

⋃�
i=1(Φi)m

≥−1$ :� ���� �� �����(�� 	<� ��8�� ��,� �� Φm
≥−1 ����


m>�����'� �� ��� ������� �� 	
�3���
�� ���
���� ��� ������� ��� �	
�

���
���� ��
 ����
 m>�����'� ��,� ����$

	�%#��� �101 �� ����������� �������� ������ ∆m(Φ) �!�� �� ���������

���� �������� ���� ��� ������ Φm
≥−1 �� ������	 � �������� ��� Φm

≥−1 ���

���!�� �� �!��	 �!�� m����$��	 �� ����

%���
 ���3��'� ��, �� �������( ��
��, ,
 �� Φ = Φ1 × · · · × Φ� ,� �

�<��&�)�� ∆m(Φ) ����
 � �����&��
�� �<�	��� (� ∆m(Φi)0 1 ≤ i ≤ .

A��(� ��
 ��� �����(�� m = 10 ������
�8�
 ��	
�3'��� � ��&'� ��


������ �����	 ∆m
+ (Φ) �� ∆m(Φ)0 � ����� ����
 � ���),���� ����<��&�)>

�� �� ∆m(Φ) �� �<��&� ����3�� � �<��&� Φm
>0 (� ��
��� 1�(��
��'�(�

�
8��$ :����� ��������� )
� � ��&'� �� ∆m(Φ) ����
 � ������($

��-�,� �1�1 ?7#0 ��,��� =$40 �,�
��� 5!$!@ .� ��
� ������ ����

�������� Φ �� &����� ��
�� m �� ��� ���

(i) �� ��"
�	 ��� ����� ��� ����������	 ������ ∆m(Φ) �!�� !�� ��

N(m)(Φ) =
n∏

i=1

mh+ ei + 1
ei + 1

,

(ii) �� ��"
�	 ��� ����� ��� 
������ ����������	 ������ ∆m
+ (Φ) �!�� !�� ��

N(m)
+ (Φ) =

n∏
i=1

mh+ ei − 1
ei + 1

.

�� �������( ������� ���	�
��<��
 ��� �����(��$ �
 ���
����
� Φ =

An−1, Bn ���&���<���
 ��, � 2�(����� !$5 ��
 !$!$ %���
 )�(�, ,
 �

���)�'�� 1������
�
�� Euler ��,� �����&��
��< ����&')���� 	
�����(�

d − 1 ����
 ��� �� (−1)d−1hd, ,��� hd ����
 � �&����� �����)�'�� �� h>

	
��<����� (h0, h1, . . . , hd) �� ∆. ������ �� 	
��
����
 ������ ��, � ?7#0

2������ 5"$!@ ,
 � �&����� �����)�'�� �� h>	
��<����� �� ∆m(Φ) ����


��� �� �� ��
��, Catalan �+�(� m − 10 	�&�	� hn(∆m(Φ)) = N(m−1)(Φ) ��


������� '1���� �� ������( ��,���$
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���' #, �1)1 ?7#0 ��,��� 5$55@ - �������  ����������" Euler ���

∆m(Φ) �!�� !�� ��

χ̃(∆m(Φ)) = (−1)n−1N(m−1)(Φ).

� ������( ��,��� ����&�����
 � 	
�� ��� ����
���
�� ����&'����

(� ���
����(� Φ = An−1 ��
 Bn.

���' #, �1.1 ?7#0 2������ ;$90 2������ 55$!@ �� ��"
�	 ��� (k − 1)�

�������� ������� ��� ∆m(Dn) �!�� !�� ��(
n

k

)(
(n− 1)m+ k

k

)
+

(
n− 2
k − 2

)(
(n− 1)m+ k − 1

k

)
k = 0, . . . , n.

- k����" ����������� ��� h���������	 ��� ∆m(Dn) �!�� !�� ��(
n

k

)(
(n− 1)m

k

)
+

(
n− 2
k − 2

)(
(n− 1)m+ 1

k

)
k = 0, . . . , n.

�&'����� &�
�,� ,
 ��� �����(�� ,��� m ≥ 1 ��
 � W ����
 �&��
��

���	� ����&���(�0 � k>��� �����)�'�� �� h>	
��<����� �� ∆m(W ) 
��<>

�
 �� �� ��
��, Narayana Narn−k(Φ,m), ,��� n ����
 � �+� �� Φ. %�����0

� �	
� 
�1<�
 ,�� m = 1 ��
 � W ����
 ���
�	���� �����&&�)��3
�� ���	�

����&���(� .�<)��
�� ? 0 ������ 5@ ��
 ?7#0 2������ 55$!@/ ��
 ���������
 (�

�
����� )
� ���� �����&&�)��3
�� ���	� ����&���(� ��
 ���� m ≥ 1.

2� �&��&�������� ��, � ��3�&�
� 	������ �����
�� �� ���
)��3� (�

∆m(An) ��
 ∆m(Bn) �� 1���� ��&�)(�
��� ���	
�
�'��(�0 ���
8,����
 ��

?7#@$

• ∆m(An) : A%�( α1, α2, . . . , αn �
 ��&'� ��8�� �� An �� �� ��
�� �� ��

����� ��'� ��3���8���
 �� 	
�)����� Coxeter ��
 P '�� �����
�, ��&<)(��

�� m(n + 1) + 2 ����3'�$ �� �<��&� Φm
≥−1 ���8��
 �� � �<��&� (� m>

��
���,���(� 	
�)(��(� �� P (� �+��-

(i) ���8���� 
� ����
�'� ��&'� ��8�� �� An �� 	
�	�1
�'� m>��
���'�

	
�)(����� �� �
 ������ �1����8��� �
� �	��(� ��1
�0 ,�(� 3�����
 ��

:1��� !$ 0

(ii) �
 ��
�'� ��8�� �� An ����
 �� ���3�� αij = αi + αi+1 + · · · + αj ��

1 ≤ i ≤ j ≤ n,



 !
���	�	���� ���������	�	�������
	� ��������
��������	��������

(iii) ����1��� ���
��� m � �&����m>��
���'� 	
�)��
�
 �
 ������ '�����


� −αi,−αi+1, . . . ,−αj ,

(iv) ���8���� �� ��8� (αi +αi+1 + · · ·+αj)k �� �� k>��� .	�+
,���3�/

m>��
���� 	
�)��
� � ����� '���
 
� −αi,−αi+1, . . . ,−αj $

���	�
��<��
 ,
0 ��( ��, �� �������( �<
�� �
8�� ��
m>��
���,���(�

	
�)(��(�0 	<� ��8�� �� ����&')���� ������ ∆m(An) ����
 �����'� �� ��


�,��� �� �
 �����
1�� m>��
���'� 	
�)��
�
 	�� '�����
 �� ��(��
�, ��

P ?7#0 ����)��3�� 9$5@$ �
 '	��� �� ∆m(An) ��
��
1�<� �� ���	
�
�'��
�

�� P �� (m+2)>)(��0 � 
��	<���� ���	
�
�'��
� ��, n � �&���� m>��
���'�

	
�)(�����$ :������ � ∆m(An) ����
 �)�, 	
�����(� n− 1$

−α1

−α2

−α3

−α4

−α5

(α3 + α4)3
(α3 + α4)2

(α3 + α4)1

:1��� !$ - �� ��� 1�(��
��'�� ���)��3� �� ��8�� α3 + α4 �� ∆3(A5)$

• ∆m(Bn) : � �&������� �� ����&')���� ������ �� ���� �� �����(��

����
 ���&�)� ��
 	�� �� ���<�� �� &����'��
��$ 2�(��<�� '�� �����
�,

(2mn+2)>)(�� ��
 ���8���� 
� ����
�'� ��8�� �� Bn �� ��� �	��(� ��1��

m>��
����� B>	
�)(��(�0 ���
��� ,�(� ������ )
� � ∆(Bn) ��� ����)��3�

5$7$4$ 2�(��<�� ��
 ��&
 
� ���
����
� .�/ ��
 .�/ ,�(� ��
 )
� m = 10 �&&�

���� �� 3��� '1���� m � �&���� m>��
���'� B>	
�)(����� �
 ������ '1���


� 
	
,��� ��� ���
)��3���
 �� .�/ ��
 .�/$ *�(���8���� 
� m ��'� 	
�)>

(����� �� 1, 2, . . . ,m �� 3��� �<�3(�� �� ���� (� 	�
��� �� ��&�)
�< ��


'�
 ��������� ,&�� 
� 1�(��
��'��� ��
�'� ��8�� �� Bn.
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α1
2

β1
2

−α1

β1
1

α1
1

−α2

β2
2

β2
1

α2
2

α2
1

α3
2

β3
2

β3
1 α3

1 α1

β1
β2α2

:1��� !$#- �� �<���� �
8�� B2 ��
 � �<��&�)�� ������ ∆3(B2). �� ∆3(B2)
����
 �����
�� 
��	<���� �� � �3����
	'� ����
��� 59 �<�&(�$ .��
)��3�
�1����� ��, � :1��� 5 �� ?7#@$/



 4
���	�	���� ���������	�	�������
	� ��������
��������	��������



�������� �

���������� �������
��	��� ������������
����	������� ������ ���
����	������
������������
������������

��� %�����$ �� �
	�����	

2�(��<�� '�� ���)()� �����&&�)��3
�, �<���� �
8�� Φ �+�(� n �� ��>

���
1� ���	� Weyl W ��
 '��� ��
�, ��'��
� m$ A%�( Am(Φ) � m>��,

���&���
� �����)�� ������
�'	(�0 ��� ����&���
 ��, � ���������	� ���

���
)��3���
 ��, 
� �+
����
� (α, x) = k ,��� α ∈ Φ ��
 k = 0, 1, . . . ,m$

� ���	�W 	�� �� �&')�� ����
8�� L(Φ∨) ����� ��
 ��� 	
,)�(�� ���<

(mh− 1)L(Φ∨)0 ,��� h ����
 � ��
��,� Coxeter �� Φ$ %���'�(�0 � W 	�� ��


�� ��&��� Tm = L(Φ∨)/(mh − 1)L(Φ∨)$ �� � Φ+ ����
 '�� ��
�, �<����

)
� � Φ ,� ��(��<�� � )�(�� ���
�� 	
��+� ≤ �� Φ �� α ≤ β �� �

β − α ����
 �� ����
�,� )����
�,� ���	����,� ��
��� �
8��$ C�������8����

,
 3�&�� �� Φ ����
 '�� ����<��&� I �� Φ+ '�
� ��� �� α ∈ I ��
 α ≤ β

�� Φ+ ,� β ∈ I$ �� 3�&�� I &')��
 
����� �� 	�� ���
'1�
 ����� ��&� ��8�$

�� ������( ������� ���	'�
 � ��
������� ��� �,&
� ���3'���� �����

������ ��
 � ��
�, �<��&�)�� ������$ �� �'�� (i)0 (ii) ��
 (iii) ��3���8���


�� ?90 �,�
��� 5$7@0 ?7#0 ��,��� 5!$4@ ��
 ?450 2������ #$4$!@ ��
���1(�$

�� �&����� �'��� �� ��(������ ��3���8��
 ���+���� �� ?90 940   @$

��-�,� )1�1 ����� Φ �� ������ ����������&��� ������ ����� ��#��	
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���	�	���� ����
�	
����	
	� �	�	��	��	�	�������������

n �� ��!���� � ���� ��������W, ��
�� Coxeter h �� ��
���	 e1, e2, . . . , en�

1������� �� 
����� ��
�� Catalan

N(m)
+ (Φ) =

n∏
i=1

ei +mh− 1
ei + 1

,

���� �� m �!�� ��	 �� �������	 �����	� � �����
 �!�� !� �� N(m)
+ (Φ) :

(i) �� ��"
�	 ��� ���!� �� &������� ����� �� ��� Am(Φ)�

(ii) �� ��"
�	 ��� ����� ��� ∆m
+ (Φ) ��

(iii) �� ���
�	 ��� ��� ��� �����	 ��� W ��� L(Φ∨)/(mh− 1)L(Φ∨)�

��������� �� m = 1 � ������ ��
��	 �!�� !��	 �� �� ��"
�	 ��� 
������

&!����� ��� Φ�

� ����,� ���< �� ��3�&���� ����
 �� �������� ��
 �� ��&������� ���

��&'����� �� ��
���� N(m)
+ (Φ) ��
 �� ���	��+���� ,
 '1�
 ���,��
�� 
	
,���

�� �� �����
1� ��&'����� �� ��
���<

N(m)(Φ) =
n∏

i=1

ei +mh+ 1
ei + 1

,

�� ����� ���
)��B��� ��� ����)��3� 5$!$7 ��
 ����1�
 ���&�
�� �� ? @$ �
,

��)����
��'��0 �����&�8���� �� Hα,k � ���������	� ��� ���
)��3��
 ��, ��

�+��(�� (α, x) = k ��
 ��(��<�� � ����&
�	� ��&������ A◦ �� �33
�
��<

�����)���� ������
�'	(� ��� ��
��
1�� �� Φ$ C�������8���� ,
 ��! �	

���� ���
�1�� R �� Am(Φ) ����
 ���� ���������	� � ����� �������8�
 ��

R ��
 &'�� ,
 '�� ���������	� Hα,k �� ��!��� �� ���
�1� R ��, � A◦ ��

(α, x) > k )
� ���� x ∈ R$ 6
� 1 ≤ i ≤ n �����&�8���� �� hi(Φ,m) � �&����

(� ������1(� ���
�1�� R �� Am(Φ) �� ���
��� n− i ��1� �� ���3�� Hα,m

� ����� 	
�1(��8��� �� R ��, � A◦$ %�����0 �����&�8���� �� hi(∆m(Φ)) ��


hi(∆m
+ (Φ)) �� i>��� �����)�'�� �� h>	
�������� �� ∆m(Φ) ��
 ∆m

+ (Φ)

��
���1(�$ %+��8���� ��� �����(�� � ����&'���� �� ����)��3��

9 �� ? @ ��
 �� 2�(������ 5"$! �� ?7#@ �&'����� ,
 
�1<�
 hi(Φ,m) =

hi(∆m(Φ)) )
� ���� 1 ≤ i ≤ n ��
 �<���� �
8�� ,�� m = 1 ��
 )
� ����

�&��
�, �<���� �
8�� ,�� m ≥ 1.

��A ��
��
1�� �� �� ��
��, hi(Φ,m) ���8���� �� h+
i (Φ,m) (� � �&����

(� 3��)�'�(� ������1(� ���
�1�� R �� Am(Φ) �� ���
��� n − i ��1� ��

���3�� Hα,k � ����� 	�� 	
�1(��8��� �� R ��, � A◦$ ��, � 2������ 7$5

������������� ,
 � ����
��� (� h+
i (Φ,m) ����� ��
 ��, (� hi(∆m

+ (Φ))

����
 ��� �� N(m)
+ (Φ)$ � ������� ���� (� ��
���� h+

i (Φ,m) 3�����
 ���

��,&���� �
�����0 �� ������ ���&�)� ����
 � ?7#0 %
����� 5"$5@$



���� ���	����� 
	� 	���������	�	  #

�%" #3 )1�1 .� ��
� ������ ����������&��� ������ Φ ��#��	 n ��

m ≥ 1 � ���� ��� h+
i (Φ,m) = hi(∆m

+ (Φ)) �� ��
� 1 ≤ i ≤ n�

�� ���� ���
�, ���'&���� ���< �� ��3�&���� .�,�
��� 7$;/ ���&���<�


�� �������( �
����� ,�� m = 1 ��
 )
� ���� �&��
�, �<���� �
8�� Φ ,��

m ≥ 1$ ��<��� ���
�, ���'&���� ����
 ����
�� ���	���
�'� ��������� (� ��>


���� h+
i (Φ,m) ���&�)�� �� ��'� ��� 	�����
 �� ����� ? @ )
� ��� ��
���<�

hi(Φ,m)$ 6
� �� 	
��������� ��, � ���'&���� 1��
�8��
 �� �����&'�����

.� �� ������
������/ ��
���<� ��
 ���&�)�� ��, � ? @$ �� y ∈ Tm ��(��<��

�� ��������
�� �� y (� ���� �� 	���� �� W �� Tm$ �� ��
1��� ��

��������
�� ����&�<� ������	� ��W � ����� ����)��
 ��, ����&���
�$ �

�&�1
�,� ��
��,� ����&���(� ��� ���
�<��
 )
� �� ����)��� �� ��������
>

�� �� y �����8��
 �+� �� y ��
 �����&�8��
 �� rk(y)$ %�����0 )��3����

rk(x) ��
 ��� �����(�� ,��� � x ����
 ��� W >��1
� ��,� �� Tm0 	
,
 �


��������
�'� ��
1��(� �� �	
�� ��1
�� ����
 ��8�)��� ������	�� �� W.

A%�� ����<��&� J �� Φ+ &')��
 ������	 �� � Φ+ \J ����
 3�&�� �� Φ+.

��� �<+���� �&���	� J1 ⊆ J2 ⊆ · · · ⊆ Jm 
	�(	�� �� Φ+ &')��
 ���������"

���!� ������� ������ m �� 
�1<�


(Ji + Jj) ∩ Φ+ ⊆ Ji+j .7$5/

)
� ���� i, j ≥ 1 �� i+ j ≤ m0 ��


(Ii + Ij) ∩ Φ+ ⊆ Ii+j .7$!/

)
� ���� i, j0 ,��� Ii = Φ+\Ji )
� 0 ≤ i ≤ m ��
 Ii = Im )
� i > m$ ��� '�
�

�&���	� �����8��
 
����" ,�� � 
	��	�� Jm ���
'1�
 ,&�� 
� ��&'� ��8�� ��

Φ � �&&
�� � �����
1� 3�&�� Im ����
 ��
�,$ ��� ��8� α ∈ Φ+ �����8��


�� ������� �+�(� m (� ���� �� �������( �<+���� �&���	� 
	�(	�� ��

� α ����
 ��)
�
�, ��
1��� �� Jm \ Jm−1 ��
 ��
�&'�� 	�� ����
 	���,� ��

)��B���� α = β+γ �� β ∈ Ji0 γ ∈ Jj ,��� i, j ≥ 0 ��
 i+ j = m$ �� ������(

������� ����
 ��&��<��� �� 2�������� 7$5$

��-�,� )1�1 ����� Φ �� ������ ����������&��� ������ ����� ��#��	

n �� ��!���� � ���� Weyl W, m ��	 �" �������	 �����	 �� Om(Φ) ��

������ ��� ��� �����	 ��	 W ��� L(Φ∨)/(mh − 1)L(Φ∨)� .� ��
� 1 ≤ i ≤ n

� �����
 �!�� !�,

(i) � ��
��	 h+
n−i(Φ,m)�

(ii) �� ��"
�	 ��� 
������ ����������� ���!��� ������� ��� Φ �� ���!�	 � ���

i �� ��"
�	 �� ������ ���� �! ��#��	 m�

(iii) �� ��"
�	 ��� ��� ��� x ∈ Om(Φ) �� rk(x) = i ��



 =
���	�	���� ����
�	
����	
	� �	�	��	��	�	�������������

(iv) �� ��"
�	 ��� ����!�� ��� L(Φ∨) ∩ (mh − 1)A◦ � ���! $�!������ �� i

��! � ��� (mh− 1)A◦�

���������� �� ��"
�	 ��� 
������ ����������� ���!��� ������� ��� Φ+

�"���	 m �!�� !�� �� N(m)
+ (Φ).

� 
��	������ (� (iii) ��
 (iv) ����<��
 ��, � ����&'���� �� ����>

)��3�� #$4 �� ?45@$ :�� �
	
�� �����(�� ,��� m = 1 � �����)�� Am(Φ)

����&���
 ��, ���������	� �� ���3�� Hα ��
 Hα,10 �����8��
 %�������

������ ������������ �� Φ ��
 �����&�8��
 �� CatΦ$ %�����0 �� ����

�� �����(�� � �����
1� )�(���
�� �&���	� 
	�(	�� ����&���
 ��, '�� ��


����	
�, 
	��	�� J $ � �&���	� ��� ����
 ��
�� �� ,&�� �
 ��&'� ��8�� �� Φ

����
 ��
1��� �� J � 
��	<���� �� � 3�&�� I = Φ+ \J ����
 ��
�,$ :� ����

�� �����(�� � �� ���&<�
�� ��
1��� �+�(� '�� ����
 � ��)
�
�� ��
1���

�� J $ �'��� �� ������( ��������� ��3���8��
 �� ?  0 ����)��3��  @$

���%#� )1�1 ����� Φ �� ������ ����������&��� ������ ��#��	 n

�� ��!���� � ���� Weyl W �� O(Φ) �� ������ ��� ��� �����	 ��	 W ���

L(Φ∨)/(h− 1)L(Φ∨)� .� ��
� 1 ≤ i ≤ n � �����
 �!�� !�,

(i) �� ��"
�	 ������� ��� Φ � ���! ����� ��� ���	 ��	 ���	 �!��	 ��� Φ ��

� ��� i �� ��"
�	 ��������� ���� �!�

(ii) �� ��"
�	 h+
n−i(Φ) ��� &������� ���!� �� ����� �� R ��� CatΦ �� i

��! � ��	 ���&"	 Hα,k � ���! ��� �� ��!���� ��� R �� �� A◦�

(iii) �� ��"
�	 ��� ��� ��� x ∈ O(Φ) �� rk(x) = i�

(iv) �� ��"
�	 ��� ����!�� ��� L(Φ∨)∩ (h−1)A◦ � ���! $�!������ �� i ��! �

��� (h− 1)A◦ ��

(v) � ����������� hn−i(∆+(Φ)) ��� h���������	 ��� ∆+(Φ)�

:� ������( �������0 ������� 1���� 3�&�(� �� Φ, 	������ ��� 	
�3���>


�� �������� )
� ��� ��
���<� h+
i (Φ).

��-�,� )1)1 .� ��
� ������ ����������&��� ������ Φ �� �" ���

����� ����� i� � ��
��	 h+
i (Φ) �!�� !��	 �� �� ��"
�	 ��� 
������ &!�����

��� Φ+ � ���! � ��� i �� ��"
�	 �� ������ ���� �!�

:� ����� ?!;@ � Chapoton ,�
�� ����
�� )�����
�� ��������
� ���(

�� ������1�� ���
�1'� �� ���&���
�� �����)���� ������
�'	(� CatΦ ��


�&���'� �� ����&')���� ������ ∆(Φ) ��
 	
�<�(�� �� �
����� ,
 ��'�

���	'���
 �� ��� ��)����
�'�� ����
���
�� �1'�� ?!;0 %
�����  $5@$ ���

� �1'�� )��
��<��
 ��������� ��
 ��� �����(�� �� m>���< ���&���
��

�����)���� ������
�'	(� Am(Φ) ��
 �� )��
����'��� ����&')���� ������



���� ���	����� 
	� 	���������	�	  ;

∆m(Φ)$ �
, ��)����
��'��0 � F >��)(�� �� ∆m(Φ) ���8��
 ��, �� )�����
�

��������

F
(m)
Φ (x, y) =

n∑
k=0

n∑
�=0

fk,�(∆m(Φ))xky�, .7$7/

,��� fk,�(∆m(Φ)) ����
 � �&���� (� �&����� �� ∆m(Φ) �� k 1�(>

��
��'��� ��
�'� ��8�� ��
  ����
�'� ��&'� ��8��$ ��������� ,
∑
i+j=k fi,j(∆m(Φ)) = fk−1(∆m(Φ)) ��
 fk,0(∆m(Φ)) = fk−1(∆m

+ (Φ))$ ��

H>��)(�� �� �����)���� Am(Φ) ���8��
 ��, �� )�����
� ��������

H
(m)
Φ (x, y) =

n∑
i=0

n∑
j=0

hi,j(Φ,m)xiyj , .7$4/

,��� hi,j(Φ,m) ����
 � �&���� (� ������1(� ���
�1�� R �� Am(Φ) �� i ��1�

�� ���3�� Hα,m ,��� α ∈ Φ+ \ Π ��
 j ��1� �� ���3�� Hα,m ,��� α ∈ Π,

� ����� 	
�1(��8��� �� R ��, � A◦. ��������� ,

∑

i+j=k hi,j(Φ,m) =

hn−k(Φ,m)$

� ������( �
����� 	
�������� ��, �� Chapoton ?!;0 %
�����  $5@ )
�

m = 1$ %���� �� )��
��<���� )
� ���� m ≥ 1 ��
 �� ���	�
�<���� )
� ,&� �

������� �
8�� ,�� m = 1 ��
 )
� � �&��
�� ,�� m ≥ 1$

�%" #3 )1�1 .� ��
� ����������&��� ������ ����� ��#��	 n �� �"

������� ����� m �� ��� � � ���

F
(m)
Φ (x, y) = xnH

(m)
Φ (

x+ 1
x

,
1 + y

x
). .7$9/

� 	��� �� ��3�&���� ���< ����
 � �+��$ �� 2������ 7$! ���	�
��<��
 �
�

����)��3��� 7$7 ��
 7$4 �'�( 	<� ��3
���������(� ���
������(�$ � ����

��, ��'� ����
 ���
��
�� ���
��
��,� �� ���
�,�
��� �� ����)��3�� 7 ��

? @ ��
 ���
����8�
 � �<��&� (� ��
��� )�(���
��� �&���	(� 
	�(	�� �� Φ+

������m �� �<��&� (� 3��)�'�(� ������1(� ���
�1�� �� Am(Φ) .2������

7$9/ ��� � 	�<��� ���
����8�
 � �������( �<��&� ���
�1�� �� �<��&� (�

W >��1
�� �� Tm$ :�� �����(�� ,��� m = 1 � �<����� (� 	<� �������>

( ��3
���������(� ���
������(� ����
 ���
��
�� � ���
�,�
�� �� Sommers

?  @ ��, � �<��&� (� ��
��� 3�&�(� �� Φ+ �� L(Φ∨) ∩ (h − 1)A◦$ �

��,	�
+� �� 2�(������ 7$! ����
 ���&�)� �� ���� �� 2�(������ 5$! ��

? @$ � ���
�� 	
�3��� ����
 ,
 � ����	
�,� ��&������� ���� ������1�� ���
�1��

�� Am(Φ) � ������ ����
 � �
, ����������'��� ��, � A◦ ���8�
 �� �,&� ���

'1�
 �� ? @ � ����	
�,� ��&������� �� ���
�1�� ��� ����
 � �&��
'����� ��

A◦$ � <���+� ���� (� ��&�����(� ��&������ ��1
�� )
� m = 1 ��, ��

Sommers ?  @$ :�� ����)��3� 7$9 ���	�
��<���� �� %
����� 7$5 ,�� m = 1



#"
���	�	���� ����
�	
����	
	� �	�	��	��	�	�������������

��
 )
� ���� �&��
�, �<���� �
8�� ,�� m ≥ 1 .�,�
��� 7$;/ 1���
����
����

� )�)��,� ,
 hi(Φ,m) = hi(∆m(Φ)) �� ��'� 
� ���
����
�$ ���
�, ��
1���

��� ��,	�
+� ��� ����
 ��� �'� ���	���
�� �������� .�&$ 2������ 7$= (iii)

��
 2������ 7$; (iii)/ (� f >��
���� �
 �����
 ���8���
 �'�( (� hi(Φ,m) ��


h+
i (Φ,m) ��, �� )�(�� �1'�� ��� ���	'�
 � f >	
������ �� � h>	
������

��,� �����&��
��< ����&')����$ %�����0 ��� ����)��3� 7$ 0 ��&��<�����

����
'�( �� �������( ���	���
�� �������� ���	�
��<���� �� %
����� 7$!

,�� m = 1 ��
 )
� ���� �&��
�, �<���� �
8�� ,�� m ≥ 1. :�� ����)��3�

7$# ���&�)�8���� ��� ��
���<� �� 2�(������ 7$! )
� � �&��
�� �������

�
8�� ��
 ���<� �� ��������� 7$5 )
� � ��,&�
�� ������� �
8��$ %�����0

���	�
��<���� � 2������ 7$7 �����&&��,����
 � �������� �� �������� ��

���,&�� (� 3�&�(� �� Φ+ ��, �� ��
��, (� �&�1
�
��� ��
1��(�0 � �����

����������� ��, �� Panyushev ?94@$ :�� ����)��3� 7$! ����B�8���� ��
�>

�'�� ��
1��� � ����� 1���
����
�<�� �� ���'1�
�$ ��&�
������ � ��3�&�
�

�� ��
��'��� ���������
� .����)��3�� 7$=/$

%�,� ��, � ����� ? @0 ������ )
� � ��)����
��'�� �'��� �� 	
��
���

���'&���� ��
 � ����� (� Fomin ��
 Reading ?7#@0 Fomin ��
 Zelevinsky ?4"@

��
 Sommers ?  @$

��� ��
�	��	���

:� ���� �� ����)��3� �
��)���� �����&
���<� ��
 ���&�)�� ��
 �����&�<��

��
��'�� ��
1��� � ����� �� 1��
���<�� ��),���$

�&#'(� ' �%;-! " % ������ Weyl1 2�(��<�� '�� �����&&�>

)��3
�, �<���� �
8�� Φ �+�(� n �� ��
�, �<���� Φ+ ��
 �<��&� ��&��

�
8�� Π = {σ1, . . . , σn}$ 6
� 1 ≤ i ≤ n �����&�8���� �� si �� ����&��� �'�(

�� ������
�'	��Hσi 0 �� ����� �����8���� ��" ������$ :�1�� �� )��3����

ΦI ��� )
� Φ, ,��� � I ����
 '�� �<��&� �� ��3
���������� ��
��
1�� �� �

�<��&� (� ��&�� �
8(� Π ��
 �� �����&�8���� �� ΦJ � ������&
�, ����<��>

�� ��� ��
��
1�� �� J ⊆ I$ �� � Φ ����
 ���)()� �����&�8���� �� α̃ ��

��)
�
�� ��8� ��0 	�&�	� �� ��8� )
� �� ����� � α̃ − α ����
 �� ����
�,

����
��� ��
��� �
8�� )
� ���� α ∈ Φ+$ �� ��,&���� )�(�� &����� ��

1���
����
���<� ,�(� ��
 �� ? @$

(�� )1�1 ? 0 E���� !$5@ (i) �� α1, α2, . . . , αr ∈ Φ+ �� r ≥ 2 �� α =

α1 + α2 + · · · + αr ∈ Φ+ ���� ���� �� i �� 1 ≤ i ≤ r ������ ���� α− αi ∈ Φ+�

(ii) ?940   @ �� α1, α2, . . . , αr ∈ Φ �� α = α1 + α2 + · · · + αr ∈ Φ ���� α1 = α

" ���� �� i �� 2 ≤ i ≤ r ������ ���� α1 + αi ∈ Φ ∪ {0}�
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(�� )1�1 ? 0 E���� !$!@ �� �� Φ �!�� ������ �� α̃ =
∑n

i=1 ciσi ����∑n
i=1 ci = h− 1�

:� �+�� ����'���� ,
 � �<���� �
8�� Φ ����
 ���)()�$ A��(� ���3'����

��
 �� ���� ��3�&�
� �� 	
��
���0 � ���	� W 	�� �� �&')�� ����
8��

L(Φ∨)0 �� ����&')�� ���< (mh−1)L(Φ∨) ��
 ����'�(� �� ��&��� Tm(Φ) =

L(Φ∨)/(mh−1)L(Φ∨)$ :����&�8���� �� Om(Φ) � �<��&� ��1
�� 	����(� ��

���	�� W �� Tm(Φ) ��
 )��3���� T (Φ) ��
 O(Φ) ,�� m = 1$ 2�(��<�� ��

�33
�
�� ���	�Wα ��
 ��������8���� ,
 ��� � ���	� ����
 � ��
���< )
�,����

�� ���	�� W �� �� ���	� ���3���� ��� ����)��
 ��, � �&')�� ����
8��

L(Φ∨)$ A%�� �&�1
�� �<��&� )����,�(� �� Wα ����
 � �<��&� (� ����

&&������ �������� {s0, s1, . . . , sn}0 ,��� s0 ����
 � �33
�
�� ����&��� (�

���� � ���������	� Hα̃,1$ �� w ∈ Wα ��
 0 ≤ i ≤ n0 �����8���� �� ����&���

si ��#�� ����� �� w �� (wsi) > (w)0 ,��� (w) ����
 � ����� �� �&�1
���

����)���������� �� w �� )
�,���� ��&�� �33
�
��� ����&���(�$ � ���	�Wα

	�� ��&� �����
�� �� �<��&� (� ��&�����(� �� �33
�
��< �����)����

������
�'	(� ÃΦ ��
 � ����&
�	�� ��&�������A◦ ����
 � �<��&�A◦ = {x ∈ Rn :

0 < (σi, x) )
� 1 ≤ i ≤ n ��
 (α̃, x) < 1}$ ���� ��&������� ������ �� )��3��

(� wA◦ )
� '�� ����	
�, w ∈ Wα$ %�����0 	�	��'��� ��,� α ∈ Φ+ ����1�


����	
�,� ��'��
�� r = r(α,w) )
� �� ����� 
�1<�
 r − 1 < (α, x) < r )
� ����

x ∈ wA◦$ �� ��,&���� &���� ����
 ���	
�<�(�� �� ���
��< ����&'�����

�� ������ ? 5@$

(�� )1)1 ? 50 2������ 9$!@ ����� rα ��	 �����	 ��
��	 �� ��
� α ∈
Φ+. /��� �� w ∈Wα ������ ���� r(w,α) = rα �� ��
� α ∈ Φ+ � �� ����� �

rα + rβ − 1 ≤ rα+β ≤ rα + rβ .7$ /

�� ��
� α, β ∈ Φ+ �� α+ β ∈ Φ+�

E'�� ,
 	<� ���
1'� ���
�1'� �� Rn 	
�1(��8���
 �� '�� ���������	� H ∈
ÃΦ �� ���
'1���
 �� 	
�3���
�, ��
�����	� (� ���� � H $ �� � R ����
 ���
�1�

� � �&�
�,�� ���� ���
�1�� ��,� ��������)���� �� ÃΦ .�
	
�,���0 �� � R

����
 	��� � ��&�������/ ,� �����8���� � ���������	� � ����� �������8���

����
� '	�� �� �&�
�,��� �� R, ��! � �� R$

��!%"�&�+!� #2�*���� #�,!-!< A%�( Φ '�� �����&&�)��3
�,

�<���� �
8�� .��	�1��'�(� �� ���)()�/ �+�(� n ��
 '��� �� ����
�,�

��'��
��m$ 2�(��<�� � )��
����'�� �<��&�)�� ������ ∆m(Φ), � ����� ����


�)�, 	
�����(� n− 1 ?7#0 2������ 7$;@$ �� Φ = Φ1 ×Φ2 ,� � ∆m(Φ) ����


� �����&��
�� �<�	��� (� ∆m(Φ1) ��
 ∆m(Φ2)$ 2�(��<�� ������ � ��
�,

�'��� ∆m
+ (Φ) �� ∆m(Φ) � ����� ����
 � ����<��&�)�� �� �<��&� ����3��



#!
���	�	���� ����
�	
����	
	� �	�	��	��	�	�������������

� �<��&� Φm
>0 (� 1�(��
��'�(� ��
��� �
8��$ 6
� 1 ≤ i ≤ n ���8���� ���

��
���<� fi−1(∆m(Φ)) ��
 fi−1(∆m
+ (Φ)) (� � �&���� (� (i − 1)>	
���(�

�&����� �� ∆m(Φ) ��
 ∆m
+ (Φ) ��
���1(�$ ���� �
 ��
���� �1��8���
 ��

��� ��
���<� hi(∆m(Φ)) ��
 hi(∆m
+ (Φ)) �'�( (� ������( �+
����(�

n∑
i=1

fi−1(∆m(Φ))(x − 1)n−i =
n∑

i=1

hi(∆m(Φ))xn−i .7$#/

��

n∑

i=1

fi−1(∆m
+ (Φ))(x − 1)n−i =

n∑
i=1

hi(∆m
+ (Φ))xn−i .7$=/

��
���1(�$

�� ������� ����	 ���� �&����� c �� ∆m(Φ) ����
 � �<��&� 	�
��� J ⊆ I0

,��� Φ = ΦI 0 �
 �����
 ��
��
1�<� �
� ��&'� ����
�'� ��8�� �� c$ ��

������( &���� ����
 ����� ���'��
� �� 2�(������ 7$# �� ?7#@$

(�� )1.1 ����� ������ ����� Φ �� I ������ ������� ��� ���� �����

��� Φ� .� ��
� J ⊆ I � ��������� c �→ c\{−αi : i ∈ J} �!�� �&������"����
������� ! �� �� ������ ��� ������� ��� ∆m(ΦI) �� ������� ����	 J ���

������ ��� ������� ��� ∆m
+ (ΦI\J)� ����������

fk−1(∆m(ΦI)) =
∑
I⊆J

fk−|J|−1(∆m
+ (ΦI\J )), .7$;/

���� fi−1(∆) = 0 ��� i < 0 �� ������"���� �������� ∆�

������ ������ �<��&� �� ���&���<��
 � �������( &���� �
� ���
����
�

,��� Φ = An−1 ��
 Bn0 ��, �� ����������� �� �����
1�� ����&')����

������ �� ��&�)(�
�'� ���	
�
�'��
� ?7#@ .����)��3�� 5$7$4/$ �'&��0 ���3'�>

���� ,
 � �1'�� .7$;/ ��3���8��
 �� ���
�1,���� (� �����������(� quiver

?9"0 ����)��3��  @$

���%�=+� '�& Am(Φ) " %  �&#3��� :3�'�$!< A%�( Φ '�� ���)()�

��
 �����&&�)��3
�, �<���� �
8�� �+�(� n$ 6
� 0 ≤ i ≤ n ���8���� hi(Φ,m)

(� � �&���� (� ������1(� ���
�1�� R �� Am(Φ) �
� ������ ���
��� n− i

��1� �� ���3�� Hα,m 	
�1(��8��� �� R ��, � A◦$ 2�(��<�� ��� )�(���
��

�&���	� I 3�&�(� �� Φ+

Φ+ = I0 ⊇ I1 ⊇ I2 ⊇ · · · ⊇ Im

� ����� 
������
�� 
� �������� .7$!/ ��
 .7$5/$ ��� ��
�� ��8� α ����
 ��

���&<�
�� �+�(� m (� ���� �� �&���	� I �� α ∈ Im ��
 	�� ����
 	���,�

�� )��B���� α = β+γ �� β ∈ Ii0 γ ∈ Ij 0 i, j ≥ 0 ��
 i+ j = m$ ���� ��(��<��

� �<��&� RI �����(� x ∈ Rn � ����� 
������
�<�

(α, x) > r, �� α ∈ Ir

0 < (α, x) < r, �� α ∈ Jr
.7$5"/
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)
� 0 ≤ r ≤ m0 ,��� Jr = Φ+ \ Ir$ �� ������( ������� ����
 ���	����,� (�

2�(����(� 7$ ��
 7$55 �� ? @$

��-�,� )1.1 - ��������� I �→ RI �!�� �&������"���� �� �� ������

��� ����������� ���!��� &!����� �"���	m ��� Φ+ ��� ������ ��� ���!� ��

����� �� ��� Am(Φ)� ��!��	� �! �!� α ∈ Φ+ �!�� �� ������� ��#��	 m �	

���	 ��� I � �� ����� � �� ������!���� Hα,m �!�� ��! �	 ��	 ����� "	 RI ��

���!� ���  ��!��� �� �� A◦�

��������� �� hi(Φ,m) �!�� !�� �� �� ��"
�	 ��� ����������� ���!���

&!����� ��� Φ+ �"���	 m �� ���!�	 � ��� n − i �� �������	 �!��	 ��#��	

m�

�������
���� �� ��
��, ��� 	����� ����)���'�(� � 1���
����
���� ��

�������� �� �������( ��(������ �����<�� �� �������� ��� ��
���<� hi(Φ,m)

,�� � Φ 	�� ����
 ���)()�$ ���3���� 
�1<�


hk(Φ1 × Φ2,m) =
∑

i+j=k

hi(Φ1,m)hj(Φ2,m)

,��� Φ1 ��
 Φ2 ����
 �����&&�)��3
�� �������$

�!'%#'��:( Möbius< A%�( (P,≤) '�� ��������'�� ���
��� 	
���)>

�'�� �<��&�$ � �������� Möbius ���( �� '�� 8�<)�� ��
1��(� x ≤ y �� P

���8��
 ��-

µ(x, x) = 1, )
� ���� x ∈ P

µ(x, y) = −
∑

x≤z<y

µ(x, z) )
� ���� x < y �� P.

� ������( ��,��� ����
 )�(�� (� “��
���3� Möbius ”$

���' #, )1�1 ? #0 ��,��� 7$#$5@ �� f, g : P �→ C ����

g(x) =
∑
y≤x

f(y) �� ��
� x ∈ P

� �� ����� �

f(x) =
∑
y≤x

g(y)µ(y, x) �� ��
� x ∈ P.



#4
���	�	���� ����
�	
����	
	� �	�	��	��	�	�������������

��� &������� �����!�+ (������� ����
���

�� �����	��
� '�����
�

:� ���� �� ����)��3� )��
��<���� ��
��'�� ��, � ����&'���� �� Som-

mers ?  @ )
� 3��)�'��� ������1�� ���
�1'� �� �����)���� CatΦ ��
 3�&��

�� Φ+ �� ������1�� 3��)�'��� ���
�1'� �� Am(Φ) ��
 ��
�'� )�(���
�'�

�&���	�� 
	�(	�� �� Φ+ ������ m ��
 ���	�
��<���� �� 
�,�� (� ��
����

��� ��3���8���
 �� (i) ��
 (ii) �� 2�(������ 7$!$ �� ����&'���� �����

��
 �
 ���	��+�
� ���� ��
 �� ��,����� ����)��3�� ����
 ���&�)� �� ��� (�

����)��3(� 7 ��
 4 �� ? @$

A%�( Φ '�� ���)()� �����&&�)��3
�, �<���� �
8�� �+�(� n ��
 J �
�

��
�� )�(���
�� �&���	� 
	�(	��

∅ = J0 ⊆ J1 ⊆ J2 ⊆ · · · ⊆ Jm

�� Φ+ ������ m '�
� ��� �� 
������
�<��
 �
 �������� .7$!/ ��
 .7$5/0

,��� Ii = Φ+ \ Jj ��
 Π ⊆ Jm$ ���8����

rα(J ) = min{r1 + r2 + · · ·+ rk : α = α1 +α2 + · · ·+αk �� αi ∈ Jri )
� ���� i}

)
� ���� α ∈ Φ+$ ��������� ,
 � rα(J ) ����
 ��&�� ��
��'�� 	
,
 Π ⊆ Jm$

%����� 
�1<�
 ,
 rα(J ) ≤ r �� ��
 �,��� �� α ∈ Jr ��
 ������� rα(J ) = 1 ��

��
 �,��� �� α ∈ J1$

(�� )101 �� α = α1 + α2 + · · · + αk ∈ Φ+ �� αi ∈ Φ+ �� ��
� i ����

rα(J ) ≤
k∑

i=1

rαi(J ).

������#�� A����� ���'��
� �� ��
���<$

(�� )1/1 ����� ��� α ∈ Φ+ �� rα(J ) = r�

(i) �� r ≤ m ���� α ∈ Jr�

(ii) �� r > m ���� ���� ��� β, γ ∈ Φ+ �� α = β + γ �� r = rβ(J ) + rγ(J )�

��������� �������� � ����#���� �� β ���� ���� rβ(J ) ≤ m�

������#�� ���	�
��<���� � (i) �� ���)()� (� ���� r0 ��(����� ��

�����(�� r = 1 ��
��'��$ C���'���� ,
 � (i) 
�1<�
 )
� ���� 1 ≤ i ≤ r− 1

��
 � ���	�
��<���� )
� i = r. 2�(��<�� &�
�,� α ∈ Φ+ �� rα(J ) = r ≤ m$

�,�0 �����<�� �� )��B���� α = αr1 + αr2 + · · · + αr�
,��� αri ∈ Jri ��


r1 + r2 + · · · + r� = r$ ��  = 1 ,� ���3���� α ∈ Jr1 = Jr$ ��  > 1

,� &,)( �� E������ 7$5 (i) ����1�
 ����
� ri '�
� ��� α − αri ∈ Φ+$

*(��� �&��� )��
�,��� ����'���� ,
 ri = r1$ ��, �� ��
��, ����<��
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,
 rα−αr1
(J ) = r2 + · · · + r� = r − r1 < r ��
 ������� α − αr1 ∈ Jr−r1 ��,

���)()�$ �3�< α = (α − αr1) + αr1 0 α − αr1 ∈ Jr−r1 ��
 αr1 ∈ Jr1 0 ,� ��,

�� ������� .7$5/ ����<��
 ,
 α ∈ Jr � ����� ���	�
��<�
 � 8��<����$ 6
�

�� ��,	�
+� �� (ii) ��(��<�� ��
 ��&
 α = αr1 + αr2 + · · · + αr�
�� αri ∈ Jri

��
 r1 + r2 + · · · + r� = r$ �3�< r > m ,� �� ��'��
  ≥ 2$ %���'�(�0 &,)(

�� E������ 7$5 (i) ����1�
 i '�
� (�� α− αri ∈ Φ+$ 2'���� β = αri ��


γ = α − αri $ ��, � �'��� (i) �� &������ '1���� ,
 rβ(J ) ≤ ri ≤ m, �

����� �&��&�����
 �� ��,	�
+�$

(�� )1�1 �� α, β, α+β ∈ Φ+ �� a, b �!�� ������ ������� ���� rα+β(J ) ≤
a+ b ���� rα(J ) ≤ a " rβ(J ) ≤ b�

������#�� *���
����
�<�� ���)()� (� ���� r = rα+β(J )$ �� r ≤ m ,�

1(��� �&��� )��
�,��� ����'���� ,
 a + b ≤ m. �
,
0 �� a + b > m ,�

��������� a′ ≤ a ��
 b′ ≤ b '�
� ��� r ≤ a′ + b′ ≤ m ��
 ���),���� ���

����)�<���� �����(��$ A%1���� α+β ∈ Jr ⊆ Ja+b &,)( �� E������ 7$ (i)$

A��(�0 �3�< α + β ∈ Ja+b ,� α ∈ Ja � β ∈ Jb &,)( �� �������� .7$5/ ��


������� rα(J ) ≤ a � rβ(J ) ≤ b. �� r > m ,�0 &,)( �� E������ 7$ (ii)0

�����<�� �� )��B���� α + β = η + θ �� η, θ ∈ Φ+0 rη(J ) = t0 rθ(J ) = r − t

��
 0 < t ≤ m < r$ �� α = η ��
 β = θ � ��
��,3(�0 ,� rα(J ) + rβ(J ) =

rη(J ) + rθ(J ) = r ≤ a+ b ��
 � 8��<���� 
�1<�
$ �
�3���
��0 ���
	� 
�1<�


,


(α, η) + (α, θ) + (β, η) + (β, θ) = (α+ β, α+ β) > 0,

,� ��&�1
��� '��� ��, ��� ,���� �� ��
����< ���������� �� ����


��
�,�$ A%�
0 &,)( �� E������ ;$4 �� ?4!@ ��&�1
��� '�� ��, �

α − η = θ − β ��
 α − θ = η − β �� ����
 ��8� �� Φ$ ���&&������ ��	�>

1��'�(� ��� �,&��� (� α, β ��
 η, θ �����<�� �� ����'����� ,
 α− η ∈ Φ+$

A%�( ,
 α = η+ µ ,��� µ ∈ Φ+, '�
 ��� β = θ− µ$ �� rα(J ) ≤ a ,� 	��

'1���� ���� �� ���	��+����$ �� rα(J ) > a ,� rη(J ) + rµ(J ) > a &,)( ��

E������ 7$9 ��
 ����'�(� rµ(J ) > a − t$ �3�< θ = β + µ ��
 rθ(J ) = r − t

�3���,8���� �� ���)()
�� ��,���� )
� rβ+µ(J ) ≤ (r − a) + (a − t). �3�<

rµ(J ) > a− t ,� rβ(J ) ≤ r − a ≤ b ��
 ��, �&��&�����
 �� ��,	�
+�$

���%#� )1�1 �� ���� ���

rα(J ) + rβ(J ) − 1 ≤ rα+β(J ) ≤ rα(J ) + rβ(J )

�� ��
� α, β ∈ Φ+ �� α+ β ∈ Φ+�

������#�� � 	�+
� ��
�,�� ����
 �
	
�� �����(�� �� E������ 7$9 ��� �

��
���� ����<��
 ��, � E���� 7$# �'���� a = rα(J )−1 ��
 b = rα+β(J )−
a$



# 
���	�	���� ����
�	
����	
	� �	�	��	��	�	�������������

:����&�8���� �� RJ � �<��&� (� �����(� �� Rn � ����� 
������
�<�


� ��
�,��� �� .7$5"/$ �3�< Π ⊆ Jm ,� ����
 0 < (σi, x) < m )
� ����

1 ≤ i ≤ n ��
 x ∈ RJ ��
 ����'�(� � �<��&� RJ ����
 3��)�'��$

���' #, )1�1 /��� ��w ∈ Wα ������ ���� r(w,α) = rα(J ) �� ��
� α ∈ Φ+�

�������� wA◦ ⊆ RJ � ���������� �� ������ RJ �!�� �" �����

������#�� �� ���� �'��� ����
 ���'��
� �� E������ 7$7 ��
 �� �����>

���� 7$!$ 6
� � 	�<��� �'��� ��(��<�� α ∈ Φ+ ��
 1 ≤ r ≤ m$ ��, � E����

7$ (i) ������������� ,
 rα(J ) ≤ r �� ��
 �,��� �� α ∈ Jr$ %���'�(�0 ��, 
�

��
�,���

rα(J ) − 1 < (α, x) < rα(J ),

�
 ������ 
�1<��� )
� x ∈ wA◦0 ������������� ,
 wA◦ ⊆ RJ $

A%�( ψ � ���
�,�
�� ��� �'&��
 � �<��&� RJ �� ��
�� )�(���
��

�&���	� J 
	�(	�� �� Φ+ ������ m$ ��
��,3(�0 	�	��'��� ���� 3��)�'���

������1�� ���
�1�� R �� Am(Φ) ���8���� φ(R) (� �� �&���	� ∅ = J0 ⊆ J1 ⊆
J2 ⊆ · · · ⊆ Jm ,��� Jr ����
 � �<��&� (� α ∈ Φ+ )
� � ����� 
�1<�
 (α, x) < r

)
� ���� x ∈ R$ %<��&� �&'����� ,
 ���� Jr ����
 
	��	�� �� Φ+$

��-�,� )101 - ��������� ψ �!�� �&������"���� �� �� ������ ���


������ ����������� ���!��� ������� ��� Φ+ �"���	 m ��� ������ ��� &���

����� ���!� �� ����� �� ��� Am(Φ) �� � ��������� φ �!�� � ��!����&" ��	�

������#�� � ���
�,�
�� ψ ����
 ��&�� ��
��'��0 	
,
 ��, �� ��,��� 7$!

�+��3�&�8���� ,
 � �<��&� RJ ����
 �� ���, ��
 3��)�'��$ 6
� �� 	
��
��>

����� ,
 ��
 � φ ����
 ��&�� ��
��'�� �������<�� ,
 �� � R ����
 �
� 3��)�'��

������1� ���
�1� �� Am(Φ) ��
 �� (α, x) < i ��
 (β, x) < j 
�1<��� )
� ����

x ∈ R ,� 
�1<�
 ,
 (α + β) < i + j )
� ���� x ∈ R ��
 ����'�(� � φ(J )


������
�� �� ������� .7$5/$ ����(� � φ(J ) 
������
�� �� .7$!/$ %����� ��,

� ?90 E���� 4$5@ ������������� ,
 Π ⊆ Jm$ �'&��0 ����
 ���3��'� ,
 �


���
������
� φ ��
 ψ ����
 ������3�� � ��� �� �&&��$

A%�( R = RJ ��� 3��)�'�� ������1� ���
�1� �� Am(Φ)0 ,��� J = φ(R)$

:����&�8���� �� wR � ��
1��� �� �33
�
��� ���	�� Wα � ����� ��
��
1��

��� �&���	� J �'�( �� ��,���� 7$!$ � ��,&���� ��,��� 	��1��
 ,
 �

��&������� wRA◦ ����
 � �
� ����������'��� ��, � A◦ ��&������� ��,� ��

R$ :�� �
	
�� �����(��m = 1 � ����+� ��,� '�
�� ��&������� 	
��
������

��, �� Sommers ?  0 ��,��� 9$4@$



���� 	�������� ��������� ��������� 
	� �	�	����
�� ##

���' #, )1)1 ����� R �! &������ ���!� � ����� " ��� Am(Φ). �� ��

��� �!� wR �!�� �� ������� w ∈ Wα ������ ���� wA◦ ⊆ R �� �� ���!� � ��

��� ������� ��� �� ��
� α ∈ Φ+� r ∈ Z �� (α, x) > r �� ������ x ∈ R ����

(α, x) > r �� ��
� x ∈ wA◦�

������#�� A%�( α ∈ Φ+ '�
� ��� (α, x) > r )
� ����
� x ∈ R = RJ ��


r ∈ Z$ 6
� �� 	��+���� ,
 
�1<�
 � ��
�,�� (α, x) > r )
� ���� x ∈ wRA◦ �����

�� 	��+���� ,
 rα(J ) > r$ 6��3���� &�
�,� α = α1 +α2 + · · ·+αk �� αi ∈ Jrj 0

1 ≤ j ≤ k ��
 r1 +r2 + · · ·+rk = rα(J )$ A%1���� ,
 (αi, x) < ri )
� ���� x ∈ R

��
 ����'�(� (α, x) < rα(J ) )
� ���� x ∈ R$ A���0 �� (α, x) > r )
� ����
�

x ∈ R �� ��'��
 �� 
�1<�
 ,
 rα(J ) > r$ � ����	
�,�� ����
 ���3����$

���� �
��)���� �� '���
� �� �� ���&<�
��� ��
1���� (� ���� �� �<+����

�&���	� 
	�(	�� J $

	�%#��� )1�1 ����� 1 ≤ r ≤ m� 7! �!� α ∈ Φ+ ������ ���&<�
�� �+�(�

r (� ���� �� �&���	� J � α ∈ Jr ��

(i) rα(J ) = r�

(ii) ��� �!�� ������ � ���8���� α = β + γ �� β ∈ Ji �� γ ∈ Ji �� ��!���	

i, j ≥ 1 �� i+ j = r ��

(iii) � rα+β(J ) = t ≤ m �� ������ β ∈ Φ+ ���� β ∈ Jt−r�

��������� ,
 &,)( �� E������ 7$ (i)0 � ��,���� ,
 α ∈ Jr ����


���
� 	
,
 '���
 ��, �� ������� (i) �� ��
���<$ :�� �����(�� ,���

r = m � �������( ��
��,� ���)��
 �� ��,� ��� 	����� ��� ����)��3� 7$50

,�(� �&&(�� 3�����
 ��, � ������( &����$

(�� )141 7! 
����" �!� α �!�� �" ������� ��#��	 m �	 ���	 ���

���������" ���!� ������� J � �� ����� � � α �!�� ��������� ���� �!� ���

Jm \ Jm−1 �� ��� �!�� ������ � ���8���� α = β + γ �� β ∈ Ji �� γ ∈ Ji

���� i, j ≥ 1 �� i+ j = m�

������#�� 2�(��<�� ��� ��8� α ∈ Φ+ �� ���&<�
�� (� ��,� J �+�(� m$

�3�< rα(J ) = m ,� α 
∈ Jm−1. %���'�(�0 )
� �� 	��+���� ,
 � ��8� α


������
�� �� ��,���� �� &������0 ����� �� 	��+���� ,
 � α ����
 ��)
�
�,

��
1��� �� Jm$ �� ����'����� � ������ ,� ����1�
 β ∈ Φ+ '�
�

��� α + β ∈ Jm ��
 ������� rα+β(J ) ≤ m. %����� rα+β(J ) ≥ m &,)( ��

��������� 7$!$ %���'�(� rα+β(J ) = m, � ����� ��
3����
 �� �� �������

(iii) �� ��
���< 7$5$

6
� � ������3�0 ����'���� ,
 � ��8� α ∈ Jm 
������
�� 
� ����'��
�

�� &������$ �,� &,)( �� E������ 7$ (i)0 � ������� (iii) �� ��
���< 7$5



#=
���	�	���� ����
�	
����	
	� �	�	��	��	�	�������������


������
���
 	
,
 � ��8� α ����
 ��)
�
�, ��
1��� �� Jm$ %���'�(�0 �'��


��,�� �� 	��+���� ,
 rα(J ) = m$ ��, ,�(� '���
 ��, �� ��,���� ,


α 
∈ Jm−1 ��
 � E���� 7$ (i)$

(�� )151 ����� α ∈ Φ+ �� ������� �!� �	 ���	 ��� ���!� J .
(i) �� α = β + γ �� β, γ ∈ Φ+ ���� rα(J ) = rβ(J ) + rγ(J ) − 1

(ii) �� β, α+ β ∈ Φ+ ���� rα(J ) + rβ(J ) = rα+β(J ).

������#�� A%�( ,
 rα(J ) = k ��� α ∈ Jk$

(i) 2�(��<�� α = β + γ �� β, γ ∈ Φ+ ��
 �'���� rβ(J ) = i ��
 rγ(J ) = j$

E,)( �� E������ 7$ (i) '1���� ,
 β ∈ Ji ��
 γ ∈ Jj . A��(�0 � ������� (ii)

�� ��
���< 7$5 	�� ��
�'��
 �� 
�,�� i + j = k ��
 ������� i + j = k − 1

&,)( �� ��������� 7$!$

(ii) 2�(��<�� β, α + β ∈ Φ+ ��
 )��3���� α + β = α1 + α2 + · · · + α� ��

αi ∈ Jki ��
 k1 + k2 + · · · + k� = rα+β(J )$ 2'���� t = rα+β(J ). E,)( ��

��������� 7$! ����� �� 	��+���� ,
 k+rβ(J ) ≤ t$ ��  = 1 ,� α+β ∈ Jt ��


��, �� ������� (iii) �� ��
���< 7$5 '���
 ,
 β ∈ Jt−k0 ��,� rβ(J ) ≤ t− k

��� ����
 ��, ��� �'&����$ �� ���  ≥ 2 ,� −α+α1 + · · ·+α� = β ∈ Φ ��


������� −α + αi ∈ Φ ∪ {0} )
� ����
� 1 ≤ i ≤  &,)( �� E������ 7$5 (ii)$

*(��� �&��� )��
�,��� ����'���� ,
 i = 1$ A%1���� � �+�� ��	�1,����-

α = α1 � α = α1 + µ � α1 = α + µ0 ,��� µ ∈ Φ+$ :�� ���� �����(��

β = α2 + · · · + α� ��
 ,� rβ(J ) = t − k1 = t − k$ :�� 	�<��� �����(��

β+µ = α2 + · · ·+α� ��� rβ+µ(J ) = k2 + · · ·+k� = t−k1. �3�< ,�(� � α ����


�� ���&<�
�� (� ���� J �� 
�1<�
 rα(J ) = rα1 (J )+rµ(J )−1 = k1 +rµ(J )−1

&,)( �� (i)$ �,� rβ(J )+rα(J ) = rβ(J )+k1+rµ(J )−1 ≤ rβ+µ(J )+k1 = t$

:�� �&����� �����(�� '1���� ,
 k + rµ(J ) ≤ k1 &,)( �� ��������� 7$!$

%�����0 �3�< β = µ + α2 + · · · + α� �� ����
 rβ(J ) ≤ rµ(J ) + k2 + · · · + k�

&,)( �� 
	��� ���������$ %���'�(� rβ(J ) ≤ k1 + · · · + k� − k = t − k, ���

���	�
��<�
 � 8��<����$

�� ��,���� ������� �+�)�� � �1'�� ������� �� �� ���&<�
�� ��
1��� ��

)�(���
��� �&���	�� J ��
 � ��1� �� ���
�1�� RJ . �������<�� ,
 ��, ��

��,	�
+� �� ��,���� 7$! ��
 �� ��,��� 7$7 ����<��
 ,
 (α, x) < rα(J ) )
�

���� α ∈ Φ+ ��
 x ∈ RJ $

��-�,� )1/1 �� � J �!�� �! 
����" ���!� ������� ��� Φ+ �"���	 m ��

��!���� � ����� " RJ = R �� 1 ≤ r ≤ m ���� � �����
 ����� ���!�����,

(i) �� ������ ��� �" �������� ����� α ∈ Φ+ �	 ���	 J ��#��	 r

(ii) �� ������ ��� α ∈ Φ+ ������� ���� �� ������!���� Hα,r �!�� ��! �	 ��	 RJ
�� ���!� ��� �� ��!��� ��� R �� �� A◦ ��



���� 	�������� ��������� ��������� 
	� �	�	����
�� #;

(iii) �� ������ ��� α ∈ Φ+ ������� ���� �� ������!���� Hα,r �!�� ��! �	 ���

wRA◦ �� ���!� ��� �� ��!��� �� wRA◦ �� �� A◦�

������#�� 2�(��<�� ∅ = J0 ⊆ J1 ⊆ J2 ⊆ · · · ⊆ Jm ��� 3������� �&���	�


	�(	�� J . :����&�8���� �� w = wR0 Fr(J ), Fr(R), ��
 Fr(w) � �<��&� ���

���3'����
 �� (i)0 (ii) ��
 (iii) �� ��(������$ 6
� �� 	��+���� ,
 ��� �

�<��&� ���8���
 	��1����� ,
 Fr(R) ⊆ Fr(J ) ⊆ Fr(w) ⊆ Fr(R)$

2�(��<�� α ∈ Fr(R)$ �3�< (α, x) < r )
� ���� x ∈ R ,� α ∈ Jr$ 6
� ��

	��+���� ,
 � ��8� α ����
 �� ���&<�
�� �+�(� r �� �1'�� �� � J ��'��
 ��

�&')+���� ,
 
�1<��� �
 �������� �� ��
���< 7$5$ ����1��0 
�1��
8,����

,
 	�� ����
 	����� �� )��B���� α = β + γ �� rβ(J ) ≤ i ��
 rγ(J ) ≤ j )
�

i, j ≥ 0 �� i+ j = r. ���)��
0 �� ��1�� ��
 '�
� ,� �� ��1��� (β, x) < i ��


(γ, x) < j )
� ���� x ∈ R$ %��
	� ,�(� ��, ��'� 
� ��
����
� ����<��
 ,


(α, x) < r )
� ���� x ∈ R ������������� ,
 � ���������	�Hα,r 	�� �������8�


����
� �&���� �� R, � ����� ����
 ����$ � �������( 
�1��
��,� ���&���<�


�� ������� (ii) �� ��
���< 7$5$ %�����0 �������<�� ,
 �3�< α ∈ Jr ,�

rα(J ) ≤ r ≤ m$ %�
�&'��0 �3�< �Hα,r ����
 ��1�� ��R ,� r−1 < (α, x) < r

)
� ���� x ∈ R ��
 ����'�(� α 
∈ Jr−1$ �3�< α ∈ Jrα(J ) ,� r−1 < rα(J ) ���

r = rα(J )$ ��, ���&���<�
 �� ������� (i) �� ��
���<$ 6
� �� ���&���<�����

�� ������� (iii) ��(��<�� α + β ∈ Jt )
� ����
� β ∈ Φ+ ��
 rα+β(J ) = t$

�3�< � ����(�� (α, x) < r ����<��
 ��, 
� (α + β, x) < t ��
 (β, x) > t − r

��
 � ���� 
�1<�
 )
� ���� x ∈ R ,� � 	�<��� 	�� ������ �� 
�1<�
 )
� ����

'�
� x$ ��, ��, '���
 ,
 β ∈ Jt−r$

:�� ���'1�
� ��(��<�� α ∈ Fr(J )0 	�&�	� ��� ��8� α ∈ Φ+ �� ���&<�
��

�+�(� r (� ���� J . ��1<�
 ,
 (α, x) < r )
� ���� x ∈ R ��
 ����'�(� )
�

���� x ∈ wRA◦$ C�������8���� ,
 r(wR, β) = rβ(J ) )
� ���� β ∈ Φ+. 6
� ��

	��+���� ,
 �Hα,r ����
 ��1�� �� wRA◦ ����� �� 	��+���� ,
 ����1�
 w′ ∈Wα

�� r(w′, β) = rβ )
� ���� β ∈ Φ+0 ,���

rβ =
{
rβ(J ), �� β 
= α
rβ(J ) + 1, �� β = α

E,)( �� E������ 7$7 ��
 �� ��������� 7$! ����� �� 	��+���� ,
 rα(J ) =

rβ(J ) + rγ(J ) − 1 ,�� α = β + γ �� β, γ ∈ Φ+ ��
 rα(J ) + rβ(J ) = rα+β(J )

)
� ���� β, α + β ∈ Φ+. ��, ,�(� ����
 ���
��� � ���
�1,���� �� E������

7$;$

�'&��0 ��(��<�� α ∈ Fr(wR)$ �� � w′A◦ ����
 � ��&������� �� ÃΦ � ������

����
 ����&��� �� wRA◦ (� ���� � ���������	� Hα,r ,� 
�1<�
 (α, x) > r

)
� ���� x ∈ w′A◦$ %���'�(�0 &,)( �� ��,���� 7$7 � ��&������� w′A◦ 	��

���
'1��
 ��� ���
�1� R$ :������ � Hα,r ����
 ��1�� �� ���
�1�� R0 	�&�	�

α ∈ Fr(R)$



="
���	�	���� ����
�	
����	
	� �	�	��	��	�	�������������

:����&�8���� �� Wm(Φ) � ����<��&� �� Wα ��� ����&���
 ��, � �>

�
1��� wR ,��� R ����
 ������1� ���
�1� �� �����)����Am(Φ) ��
 )��3����

)
� ������� W (Φ) ,�� m = 1$ :� ����� ?  @ � ��
1��� �� W (Φ) �����>

8���
 ���������$

���%#� )1)1 �� �� ��
��! i1, i2, . . . , im �!�� �" �������! ������ ���� �

�����
 �!�� !�,

(i) �� ��"
�	 ��� 
������ ����������� ���!��� ������� ��� Φ+ �"���	 m ��

���!�	 � ��� ir �� ��"
�	 �" ������ ���� �! ��#��	 r�

(ii) �� ��"
�	 ��� &������� ���!� �� ����� �� R ��� Am(Φ) �� ir ��! � ��	

���&"	 Hα,r � ���! ��� �� ��!���� ��� R �� �� A◦�

(iii) �� ��"
�	 ��� w ∈ Wm(Φ) ������� ���� ir �� ��"
�	 ��! � ��� wA◦ ��	

���&"	 Hα,r ��� �� ��!���� �� wA◦ �� �� A◦.

������#�� :��	���� � 2�(����� 7$9 ��
 7$ $

:��	��8���� � :1��� 7$5 ��
 �� ������ 7$5 ������ ������ �� ���&���<��
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Hσ1,3

Hσ2,3
Hα̃,3

Hα̃,2

Hα̃,1

A◦
R3

R2

R4

R6
R5

R7

R8

R9

R12

R10

R11

R13

R14 R15

wfA◦

:1��� 7$5- F��)�'��� ������1�� ���
�1'� �� A3(A2).

�� ��,���� �,�
��� ����
 ����� ���'��
� (� �������($

���%#� )1.1 .� ��
� �" ������� ����� i �� ��
��! �� ���!�� ��&�!�����

�� (i) �� (ii) ��� 1���"���	 *�2 �!�� !��� �� �� ��"
�	 ��� w ∈ Wm(Φ) ��

� ���! i ��! � ��� wA◦ ��	 ���&"	 Hα,m ��� �� ��!���� �� wA◦ �� �� A◦�



���� 	�������� ��������� ��������� 
	� �	�	����
�� =5

���
�1� J1 J2 J3

�� ���&<�
��� ��8��
(� ���� J
�+�(� 5

�� ���&<�
��� ��8��
(� ���� J
�+�(� !

�� ���&<�
��� ��8��
(� ���� J
�+�(� 7

A◦ Φ+ Φ+ Φ+ α̃
R2 〈σ1〉 Φ+ Φ+ α̃
R3 〈σ1, σ2〉 Φ+ Φ+ σ1, σ2

R4 〈σ2〉 Φ+ Φ+ α̃
R5 〈σ1〉 〈σ1〉 Φ+ α̃
R6 〈σ1〉 〈σ1, σ2〉 Φ+ σ1 σ2

R7 ∅ 〈σ1, σ2〉 Φ+ α̃
R8 〈σ2〉 〈σ1, σ2〉 Φ+ σ2 σ1

R9 〈σ2〉 〈σ2〉 Φ+ α̃
R10 〈σ1〉 〈σ1〉 〈σ1, σ2〉 σ1 σ2

R11 ∅ 〈σ1, σ2〉 〈σ1, σ2〉 σ1, σ2

R12 〈σ2〉 〈σ2〉 〈σ1, σ2〉 σ2 σ1

R13 ∅ 〈σ1〉 〈σ1, σ2〉 σ1 σ2

R14 ∅ 〈σ2〉 〈σ1, σ2〉 σ2 σ1

R15 ∅ ∅ 〈σ1, σ2〉 σ10σ2

������� 7$5- ������1�� 3��)�'��� ���
�1'� ��
 �&���	�� 
	�(	�� �� A3(A2)

A��(� ��
 )
� ��� ��
���<� hi(Φ,m)0 � �������� (� ��
���� �� �'����

(ii) �� 2�(������ 7$! �� �������( �,�
��� � ��
 � ��1
�,� ��
��,� ���0

�����<� �� 1���
����
���<� )
� �� �������� ��� ��
���<� h+
i (Φ,m) ,�� � Φ

	�� ����
 ���)()�$ A%1���� &�
�,�0

h+
k (Φ1 × Φ2,m) =

∑
i+j=k

h+
i (Φ1,m)h+

j (Φ2,m),

,��� Φ1,Φ2 ����
 �����&&�)��3
�� �������$ ����0 ��(��<�� �� �
	
��

�����(�� m = 1. ��� )�(���
�� �&���	� 
	�(	�� J ������ m �� ���� ��

�����(�� ����
 '�� 
	��	�� J �� Φ+ '�
� ��� Π ⊆ J ��
 ����'�(� �

I = Φ+ \ J ����
 ��
�, 3�&��$ E,)( �� E������ 7$= � �� ���&<�
��

��
1��� �� J �+�(� '�� ����
 ���
��� � ��)
�
�� ��
1��� �� J .

���%#� )101 .� ��
� �" ������� ����� i � �����
 �!�� !� �� h+
n−i(Φ),

(i) �� ��"
�	 ��� ������� ��� Φ+ � ���! ����� ��� ���	 ��	 ���	 �!��	 �� � ���

i �� ��"
�	 ��������� ���� �!�

(ii) �� ��"
�	 ��� &������� ����� �� R ��� A1(Φ) �� ��	 ���!�	 i ��! � ��	

���&"	 Hα,1 ��� �� ��!���� ��� R �� �� A◦�

(iii) �� ��"
�	 ��� w ∈ W (Φ) �� � ���! i ��! � ��� wA◦ ��	 ���&"	 Hα,1 ���

�� ��!���� �� wA◦ �� �� A◦ ��

(iv) �� ��"
�	 ��� w ∈ W (Φ) � ���! � ��� i �����	�



=!
���	�	���� ����
�	
����	
	� �	�	��	��	�	�������������

:1��� 7$!- F��)�'��� ������1�� ���
�1'� �� A2(B2).

������#�� �� �������( ����<���� ��, � �,�
��� 7$7 �'���� m = 1 ��


� ? 0 E���� !$9@0 �<�3(�� �� � ����� � �&���� (� �
1�� �� ��&�������

wA◦ � ����� 	�� 	
�1(��8��� � wA◦ ��, � A◦ ����
 ��� �� � �&���� (�

	�+
�� ��,	(� �� w.

��" , ��� 	
� �����	
� ������!� ��  

((����$ 
���

:� ���� �� ����)��3� �&��&�������� �� ��,	�
+� �� 2�(������ 7$! .�&$

�,�
��� 7$#/$ C���'���� ,
 � �<���� �
8�� Φ ����
 ���)()� ��
 �����&>

&�)��3
�, �+�(� n$

A��(� ��
 �� ? 0 ����)��3�� 4@0 &')���� ����&��� ��� ��
��
1�� ��

���������	� Hα,k �����<�� �� �33
�
�� ����&��� rα,k .�&$ .5$5)) ��� �3���


�����, � Hα,k$ 2'���� p = mh − 1 ��
 Dm(Φ) = L(Φ∨) ∩ pA◦$ ��, �

��,&���� &����0 � ����� '���
 ��, � ����&'���� �� ����)��3�� #$4 ��

?45@0 ����<��
 ,
 � Dm(Φ) ����
 '�� �<��&� ��
������(� �� 	����� ��

���	�� W �� Tm(Φ)$

(�� )1��1 ?450 E���� #$4$5@' &�����	 ���������	 �� ��Dm(Φ) ��� ������

Om(Φ) ��� ��� ��� ��	W ������	 ��� Tm(Φ) �!�� �&������"���� ����������

��������� � y ∈ Dm(Φ) ���� � ��
��������"	 ��� y �	 ���	 ��� �����

��	 W ��� Tm(Φ) �!�� � ������� ��	 W �� ����"����	 ��	 �������	 ���

������� ��� �� ��! � ��� pA◦ � ���! ����� ��� �� y� ���������� �� r(y) �!��

!�� �� �� ��"
�	 ��� ��� �� ��� pA◦ � ���! ����� ��� �� y�

2� �������� �
� ��3
���������� ��
��
1�� ρ : Wm(Φ) → Dm(Φ) '�
�

��� )
� ���� w ∈Wm(Φ) � �&���� (� �
1�� �� wA◦ �� ���3�� Hα,m �



���� ������	 ��������� 
	� 	�����
�� ���	�	 =7

����� 	�� 	
�1(��8��� � wA◦ ��, � A◦ �� ����
 ��� �� � �&���� (� �
1��

�� pA◦ �� ����� ���
'1��
 � ρ(w)$ A%�( Rf � ���
�1� �� Am(Φ) � �����

���8��
 ��, 
� ��
����
� m − 1 < (α, x) < m )
� ���� 1 ≤ i ≤ n$ A%�(

wf = wRf
� ����	
�, ��
1��� w ∈ Wm(Φ) '�
� ��� wA◦ ⊆ Rf $ ���8����

�� ���
�,�
�� ρ : Wm(Φ) → L(Φ∨) ��

ρ(w) = (wfw
−1) · 0

)
� w ∈Wm(Φ)$ ��������� ,
 &,)( �� E������ 7$! � ��&������� wf (A◦)

����
 � ���
�, ���,�&��� �� Rn ��� ���
)��3��
 ��, 
� ��
�,��� (σi, x) <

m )
� 1 ≤ i ≤ n ��
 (α̃, x) > mh −m − 1$ 6
� ���� 1 ≤ r ≤ m ���8���� �

���,�&���

Σr
m = {x ∈ Rn : m− r ≤ (σi, x) )
� 1 ≤ i ≤ n ��
 (α̃, x) ≤ mh−m+ r − 1},

'�
 ��� Σm
m = pA◦$ 6
� ���� n>	
���� ���,�&��&��� Σ � ����� 3������


��, ���������	� �� ���3�� Hα,k �� ÃΦ ,��� α ∈ Π ∪ {α̃} �����&�8���� ��

H(Σ, i) � ��1�� �� Σ � ����� ����
 ����� �� α̃ � �� σi0 �� i = 0 � i > 00

�����
1�$ %�����0 )��3���� H(w, i) ��� )
� H(wA◦, i)0 ,��� w ∈Wα$

��-�,� )1�1 - ��������� ρ �!�� �&������"���� ���#� ��� ������

�� Wm(Φ) �� Dm(Φ)� ��!��	� �� ��
� w ∈ Wm(Φ)� 1 ≤ r ≤ m ��

0 ≤ i ≤ n� �� ����!� ρ(w) $�!����� ��� ��! �	 H(Σr
m, i) � �� ����� � ��

��! �	 (ww−1
f )H(wf , i) ��� wA◦ �!�� ��	 ���&"	 Hα,r �� ��� �� ��!��� �� wA◦

�� �� A◦�

������#�� ����1�� �&')1���� ,
 � ρ ����
 '�� ���� '��$ ���)��
0 ��

ρ(w1) = ρ(w2) �� w1, w2 ∈ Wm(Φ)0 ,� w2w
−1
1 (0) = 0 ��
 ����'�(� w2w

−1
1 ∈

W $ %�
�&'��0 � w2w
−1
1 �'&��
 � w1A◦ �� w2A◦ ��
 �
 	<� ���� ��&������


��������
 �� ����&
�	�� 	��� �� A0(Φ). �3�< ,�(� �W 	�� ��&� �����
��

�� 	���� �� A0(Φ)0 �� ��'��
 � w1w
−1
2 �� ����
 � ���
�, ��
1��� ��

W, 	�&�	� w1 = w2$

:� ���'1�
� �&')1���� ,
 ρ(w) ∈ Dm(Φ) )
� ���� w ∈ Wm(Φ) ��


���	�
��<���� � 	�<��� �'��� �� ��(������$ ���3���� ρ(w) ∈ L(Φ∨)0

��,� )
� �� ���� 
�1��
��, ����� �� 	��+���� ,
 ρ(w) ∈ pA◦$ 6��3����

&�
�,� wfw
−1 = tλu0 ,��� u ∈ W 0 λ ∈ L(Φ∨) ��
 tλ ����
 � ���
�,�
�� ���3����

� ����� �'&��
 � x �� x + λ0 ��� ρ(w) = λ$ A%�( 0 ≤ i ≤ n0 1 ≤ k ≤ m

��
 H � ��1�� (ww−1
f )H(wf , i) �� wA◦$ ��'��
 �� 	��+���� ,
 (i)

(λ, α̃) ≤ mh− 1, �� i = 0
(λ, σi) ≥ 0 �� 1 ≤ i ≤ n

.7$55/



=4
���	�	���� ����
�	
����	
	� �	�	��	��	�	�������������

:1��� 7$7- ���1
'� 	����� �� A2 �� ��&��� T3 = L(Φ∨)/8L(Φ∨). �
 ��1
'�
����
 590 	�&�	� ,��� ����
 ��
 �
 ���
�1'� �� :1��� 7$5$

��
 (ii) H = Hα,k )
� ����
� α ∈ Φ+ ��
 � H 	�� 	
�1(��8�
 � wA◦ ��, � A◦
�� ��
 �,��� ��

(λ, α̃) = mh−m+ k − 1, �� i = 0
(λ, σi) = m− k �� 1 ≤ i ≤ n.

.7$5!/

A%�( ,
 H = Hα,r )
� ����
� α ∈ Φ+ ��
 �� ����
�, ��'��
� r$ ���������

,
 � H 	�� 	
�1(��8�
 � wA◦ ��, � A◦ �� ��
 �,��� �� � H(wf , i) =

(wfw
−1)H 	�� 	
�1(��8�
 � wfA◦ ��, � (wfw

−1)A◦ = (tλu)A◦ � 
��	<����

)
� ���� x ∈ A◦ 
�1<�
 ,


(ux+ λ, α̃) > mh−m− 1, �� i = 0
(ux+ λ, σi) < m �� 1 ≤ i ≤ n.

.7$57/

:�� ���'1�
� ��������� ,
 0 < (β, x) < 1 )
� ���� x ∈ A◦ ��
 β ∈ Φ+ ��


����'�(� −1 < (β, ux) < 1 )
� ���� '�
� x ��
 β$ E,)( �� ��,���� 5$7 ��


�3�< tλuHα,r = (wfw
−1)H = H(wf , i)0 '1���� ,


Huα,r+(uα,λ) =
{
Hα̃,mh−m−1, �� i = 0
Hσi,m, �� 1 ≤ i ≤ n.

.7$54/



���� ������	 ��������� 
	� 	�����
�� ���	�	 =9

6
� �� ���	��+���� � .7$55/ ����'���� ����1�� ,
 i = 0$ E,)( �� .7$54/


�1<�
 ,
 ��� uα = α̃ ��
 r+(uα, λ) = mh−m−1 ��� uα = −α̃ ��
 r+(uα, λ) =

−mh+m+ 1$ %���'�(�0 )
� �� 	��+���� ,
 (λ, α̃) ≤ mh− 1 ����� �� 	��+����

,
 r ≤ m �� 	�<��� �����(��$ ���)��
0 ��(��<�� (λ, α̃) = mh−m+ r−1$

�����<�� �� ����'����� ,
 r ≥ 1$ E,)( �� .7$57/ ������������� ,
 �

H = Hα,r 	�� 	
�1(��8�
 � wA◦ ��, � A◦. �3�< ,�(� � H ����
 '	�� ����
��

������1�� ���
�1�� �� �����)���� Am(Φ) .2������ 7$ /0 �� ��'��
 r ≤ m$

� �����(�� 1 ≤ i ≤ m ����
 ���&�)�$ ��, � .7$54/ ������������� ,
 ���

uα = σi ��
 r + (uα, λ) = m ��� uα = −σi ��
 r + (uα, λ) = −m$ %���'�(�0

(λ, σi) = m − r � m + r$ �� (λ, σi) = m − r ��
 r ≥ 10 ,� +��� &,)( ��

.7$57/ � H = Hα,r 	�� 	
�1(��8�
 � wA◦ ��, � A◦ ��
 ������� r ≤ m0 ,�(�

��
 ����)���'�(�$ A��� � .7$55/ 
�1<�
0 	�&�	� ρ(w) ∈ pA◦.

���� ���	�
��<���� �� 	�<��� 
�1��
��, ���$ C���'���� ��
 ��&
 ,


H = Hα,k )
� ����
� α ∈ Φ+ ��
 ,
 � H 	�� 	
�1(��8�
 � wA◦ ��, � A◦$

��,� '1���� ,
 k ≥ 1 ��
 �����&��������� �� �������( ���&��� �� k ���

�'�� �� r, ������������� ,
 (λ, α̃) = mh −m − k − 1 � mh −m + k − 1 ��

i = 0 ��
 ,
 (λ, σi) = m − k � m + k �� 1 ≤ i ≤ n$ � .7$5!/ '���
 ��, ��

.7$57/ ��
 �� ��
�,�� −1 < (ux, β) < 1 )
� x ∈ A◦ ��
 β ∈ Φ+$ ��
��,3(�0

����'���� ,
 
�1<�
 � .7$5!/ )
� ����
� 1 ≤ k ≤ m$ �,� 
�1<�
 ��
 � .7$57/

��
 ������� � H 	�� 	
�1(��8�
 � wA◦ ��, � A◦$ 2'���� H = Hα,r )
�

����
� r ≥ 1 ����<��
 � .7$54/ ,�(� ��
�0 ��
 ,
 (λ, α̃) = mh−m − r − 1 �

mh −m + r − 1 �� i = 0 ��
 (λ, σi) = m − r � m + r �� 1 ≤ i ≤ n$ ��, ��

.7$5!/ '1���� ,
 r = k.

�'&��0 ��������� ,
 � �<��&� Dm(Φ) ��
 Wm(Φ) ����
 
���&��� &,)(

(� 2�(����(� 7$5 ��
 7$5"$ %���'�(�0 �3�< � ���
�,�
�� ρ : Wm(Φ) →
Dm(Φ) ����
 '�� ���� '��0 �� ��'��
 �� ����
 ��
 ��3
����������$

� ����%�� )1�1 :� :1��� 7$4 �&'����� � ���,�&��� Σr
3 (1 ≤ r ≤ 3), ,��

Φ = A2 ��
 m = 3. :� ��)����
�'�� �����(�� � �&')�� ����
8�� ���8��


�� � �&')�� �
8��$ � ��&������� wfA◦ ����
 ��,� ��� ����
����
 �� �,��
��

��
 '1���� ,
 wf = t3α̃rα̃. :� :1��� 7$4 ������ ������ �� ��
����
��� �� ��

	���� �� ���
�,�
��� ρ �� 2�(������ 7$# ��
 �� 	
��
����
 ,
 � 1�����

(� ����
8�� ���3(��<� �� � �����
1� 1����� (� ���
�1�� �� :1�����

7$5$ 6
� ����	�
)��0 � ��&������� w14A◦ ��� ��
��
1�� ��� ���
�1� R14

����
����
 �� ����
�� �� :1��� 7$4 ��
 
�1<�
 w14 = t2α̃rσ1 . A%1���� ρ(w14) =

wfw
−1
14 (0) = t3α̃rα̃rσ1t−2α̃(0) � ����� �<��&� �&'����� ,
 ����
 � ������ ���

����
����
 �� ρ(w14).



= 
���	�	���� ����
�	
����	
	� �	�	��	��	�	�������������

σ1

σ2

α̃

ρ(w14)

w14A◦

wf A◦

:1��� 7$4-

���%#� )1/1 .� ��
� �����
! �� �������� ���!�� i1, i2, . . . , im ��
�

�! �� ��	 ��������	 �� ���!�	 ��&�!����� ��� 0����� *�* �!�� !�� �� ��

��"
�	 ��� ����!�� ��� Dm(Φ) � ���! $�!������ �� ir ��! � ��� Σr
m �� ��
�

1 ≤ r ≤ m�

������#�� A%���
 ��, � 2������ 7$#$

�� ��,&���� �,�
��� ����&�����
 �� ��,	�
+� �� 2�(������ 7$!$

���%#� )1�1 .� ��
� 1 ≤ i ≤ n, ��
� �! �� ��	 ��������	 �� ���!�	

��&�!����� ��� 1����� *�2 �!�� !�� ��,

(i) �� ��"
�	 ��� ����!�� ��� Dm(Φ) � ���! $�!������ �� i ��! � ��� pA◦ ��

(ii) �� ��"
�	 ��� w ∈ Wm(Φ) ������� ���� i ��! � ��� wA◦ ��	 ���&"	 Hα,m

��� �� ��!���� �� wA◦ �� �� A◦�

������#�� E�)( �� E������ 7$5"0 � �&���� (� ��1
�� x ∈ Om(Φ) ��



���� �� 	������� ��	���� =#

�+� r(x) = i 
��<�
 �� � �&���� (� �����(� �� Dm(Φ) � ����� ���
'1���


�� i ��1� �� pA◦$ � 
�1��
��,� ��� ,� ����<��
 ��, � �,�
��� 7$ ���

�
	
�� �����(�� r = m ��
 � )�)��,� ,
 Σm
m = pA◦$

� � '(�,#, )1�1 ��, � �,�
��� 7$# (ii) ����<��
 ,
 � h+
n (Φ,m) ����


��� �� � �&���� (� �����(� �� L(Φ∨) ∩ (mh − 1)A◦$ �� ��
1������ ���&�>

)� �� ��, �� ���������� 4$9 ? @ ������������� ,
 � L(Φ∨) ∩ (mh − 1)A◦
����
 
���&��'� �� � L(Φ∨) ∩ (mh− h− 1)A◦$ %���'�(�0 ��, � 2������ 7$5

(iii) ������������� ,
 h+
n (Φ,m) = N(m−1)

+ (Φ). �3�< � ���)�'�� 1������
�>


�� Euler χ̃(∆m
+ (Φ)) ����
 ��� �� (−1)n−1hn(∆m

+ (Φ))0 ��, � ����&'���� ��

��,����� ����)��3��0 �� '1���� ,


χ̃(∆m
+ (Φ)) = (−1)n−1N(m−1)

+ (Φ),

,�� m = 1 � ,�� m ≥ 1 ��
 � �<���� �
8�� Φ ����
 �&��
�,$

� ������( �
����� ����
 ���&�)� �� �� %
����� 7$# ?7#@$

�%" #3 )1)1 .� ��
� ����������&��� ������ Φ �� m ≥ 1 �� ��������

∆m
+ (Φ) �!�� ��� ��������	 n−1� ��&�������� �� � ��  ����������" Euler

!�� �� (−1)n−1N(m−1)
+ (Φ)�

���������� �� ∆m
+ (Φ) �!�� Cohen-Macaulay �� � �� ��� ��������� ���� �&��

�������	 
��!����	 N(m−1)
+ (Φ) �� ��"
�	 �&���� ��������	 n− 1�

��) *� ��'�
� fi(Φ, m) �� f+
i (Φ, m)�

A%�( Φ '�� �����&&�)��3
�, �<���� �
8�� �+�(� n.���8���� ��� ��
���<�

fi(Φ,m) ��
 f+
i (Φ,m) �'�( (� �1'��(�

n∑
i=0

fi−1(Φ,m)(x − 1)n−i =
n∑

i=0

hi(Φ,m)xn−i .7$59/

��

n∑

i=0

f+
i−1(Φ,m)(x − 1)n−i =

n∑
i=0

h+
i (Φ,m)xn−i .7$5 /

��
���1(�$ :�)�������� �� �� 
�,�� .7$=/ �&'����� ,
 � %
����� 7$5 ����



��	<���� �� �� 
�1��
��, ,


f+
i−1(Φ,m) = fi−1(∆m

+ (Φ)) .7$5#/

)
� ���� i0 ,��� fi−1(∆m
+ (Φ)) ����
 � �&���� (� (i−1)>	
���(� �&����� ��

��
��< �'���� �� ����&')���� ������ ∆m(Φ)$ :�� ���'1�
� �� 	������

��� ���	���
�� �������� (� ��
���� fi−1(Φ,m) ��
 f+
i−1(Φ,m) (� �+��$ 6
�



==
���	�	���� ����
�	
����	
	� �	�	��	��	�	�������������

0 ≤ k ≤ n �����&�8���� �� Fk(Φ,m) � �<��&� (� k>	
���(� .�� �����/

���,&(� �� ���3�� ⋂
(α,r)∈Φ+×{0,1,...,m}

H̃α,r .7$5=/

,��� � H̃α,r ������ �� ����


⎧⎨
⎩

H+
α,0 �� r = 0

H−
α,m, H

+
α,m � Hα,m �� r = m

H−
α,r � H+

α,r �� 1 ≤ r < m
.7$5;/

��
 � H+
α,r ��
 H−

α,r ����
 �
 ���
1�� ��
1���
 �� Rn ��� ���8���
 ��, 
�

��
�,��� (α, x) > r ��
 (α, x) < r �����
1�$ ��������� ,
 ���� ��
1���

�� Fk(Φ,m) �������
 ��,� �� ����&
�	��� 	����� �� AΦ, 	�&�	� ����


������1�$ %�
���0 �����&�8���� �� F+
k (Φ,m) � �<��&� (� ��
1��(� ��

Fk(Φ,m) � ����� ����
 3��)�'�� ����<��&� �� Rn � �&&
�� � �<��&� (�

��
1��(� �� ���3�� .7$5=/ �� H̃σi,m = H−
σi,m � Hσi,m )
� 1 ≤ i ≤ n.

���
���
���

���
���
���

��
��
��

��
��
��

��
��
��

��
��
��

��������������������������

��
��
��

��
��
��

��
��
��
��

��
��
��
�����
���
���

���
���
���

Hσ1,3

Hσ2,3

Hα̃,3
R

R′

(R, {Hσ1})

(R, {Hσ1 , Hσ2})

(R′, {Hσ2})

:1��� 7$9-

� ����%�� )1�1 :� :1��� 7$9 ��(��<�� Φ = A2 ��
 m = 3. �� �<��&�

F2(Φ,m) ����&���
 ��, ,&�� 
� ������1�� ���
�1'�0 � F1(Φ,m) ��, � ��&'

��
 �,��
�� ���<)���� ����� ��
 '&�� � F0(Φ,m) ��, '�� ��
 �,�� ������

.���
��/$ �� F+
2 (Φ,m) ����
 � �<��&� (� 3��)�'�(� ������1(� ���
�1��0 �

F+
1 (Φ,m) ����&���
 ��, � ��&� ���<)����� ����� ��
 '&�� F+

0 (Φ,m) =

F0(Φ,m)$



���� �� 	������� ��	���� =;

:�� �
	
�� �����(�� m = 1 � (iii) �� ������( ��(������ ����
 �

���
�1,���� �� ���������� 9$5" (v) �� ?7 @$

��-�,� )141 .� ��
� ������ �� ����������&��� ������ ����� Φ,

��
� m ≥ 1 �� 0 ≤ k ≤ n �� fk−1(Φ,m) ���
��!,

(i) ����� (R,S) ���� �� R �!�� ���!� � ����� " ��� Am(Φ) �� �� S �!�� ��

������ n− k ��� �� R ��	 ���&"	 Hα,m � ���! �� ��!���� ��� R �� �� A◦�

(ii) ����� (I, T ) ���� �� I �!�� �! ���������" ���!� &!����� ��� Φ+ �"���	

m �� �� T �!�� �� ������ n− k �" �������� ����� �	 ���	 I ��#��	 m ��

(iii) ���� �! ��� Fk(Φ,m)�

������#�� ��, �� �1'�� .7$59/ '1���� ,


fk−1(Φ,m) =
k∑

i=0

hi(Φ,m)
(
n− i

n− k

)
,

��, � �����0 &,)( �� 2�(������ 7$40 ������)���
 ����� � (i) ��
 (ii)$ 6
�

�� �&��&�������� �� ��,	�
+� ����� �� ���<�� ��� ��3
���������� ���
�,�
��

���+< �� ���,&�� Rk(Φ,m) (� 8��)�� (R,S) �� (i) ��
 �� Fk(Φ,m)$ ��

τ = (R,S) ∈ Rk ,� ���8���� g(τ) (� �� ��� .7$5=/0 ,��� � H̃α,r ����


'�
� ��� R ⊆ H̃α,r ��,� ��, �� �����(�� ,��� r = m ��
 Hα,r ∈ S

��� ����� H̃α,r = Hα,r$ A%�( S = {Hα1,m, Hα2,m, . . . , Hαn−k,m} ��
 FS �

��� (� ������
�'	(� �� S$ ��, � ? 0 �,�
��� 7$54@ ������������� ,
 � S

����
 )���
� ����<��&� �� ���,&�� (� �
1�� ����
�� ��&������� �� ÃΦ ��


����'�(� � ��� FS ����
 k>	
���� ��
 �� ����$ 6
� �� 	��+���� ,
 � ���
�,�
��

g : Rk(Φ,m) → Fk(Φ,m) ����
 ��&� ��
��'��0 ��'��
 �� 	��+���� ,
 � ��� FS

	�� ���
'1��
 �� ���'�� ���������	� Hα,r �� α ∈ Φ+ ��
 0 ≤ r ≤ m ��,� ��,

��� �� S$ C���'���� &�
�,� ,
 FS ⊆ Hα,r �� α ∈ Φ+ ��
 r ≥ 0$ �,�

����1��� ���)��
��� ��
���� λ1, λ2, . . . , λn−k '�
�
 ���

α = λ1α1 + λ2α2 + · · · + λn−kαn−k .7$!"/

��
 r = m(λ1 +λ2 + · · ·+λn−k)$ ��������� ,
 �
 ��8�� αi ����
 �&�1
�
�� �>

�
1��� �� �&������ 3�&��� �� )�(���
��� �&���	�� 3�&�(� ��� ��
��
1��

��� ���
�1� R ��
 ����'�(� ����&�<� ��
�&���	�0 	�&�	� ����
 �� ��)����
��

��� 	<�$ ��, � ���� ���
�, ���'&���� �� ?  @ .�&$ ������ �� ��,	�
+� ��

���������  $! �� ?55@/ ������������� ,
 �
 ����&��'� λi �� .7$!"/ ����


�� ����
��� ��'��
�
$ %���'�(�0 ��� r > m ��� α = αi ��
 r = m )
� ����
� i.

%3,��� � ���� 	�� ������ �� ������0 '1���� ,
 Hα,r ∈ S.

6
� �� 	��+���� ,
 � g ����
 ��3
����������0 �� 	��+���� ,
 �� F ∈
Fk(Φ,m) ,� ����1�
 ����	
�, τ ∈ Rk(Φ,m) �� g(τ) = F. A%�(



;"
���	�	���� ����
�	
����	
	� �	�	��	��	�	�������������

(�∨
1 , �

∨
2 , . . . , �

∨
n) � )����
�� ���� �� Rn 	�̈
�� �� Π0 	�&�	� 
�1<�


(σi, �
∨
j ) = δij .

��������� ,
 �� g(τ) = F �� τ = (R,S)0 � x ����
 ������ �� F ��
 � εi

����
 ��&< �
���� ��
��� ��
����0 ,�

x+
n∑

i=1

εi�
∨
i ∈ R. .7$!5/

�3�< �
 ���
�1'� �� Am(Φ) ����
 ��� 	<� +'��� ,� � �������( ���
�1� R ����


����	
��0 ��� ��
 � τ ����
 ����	
�,$ 6
� �� ���	��+���� �� <���+�0 ��(��<��

� ����	
�� ���
�1� R �� Am(Φ) � ����� ���8��
 ��, �� .7$!5/$ ���	<����0

�����<�� �� ������� ��R ��
���
����� ,&� � ���������	� �� ���3��Hα,m

��� ��� .7$5=/ � ����� ���8��� � F �� H+
α,m$ ����� �� 	��+���� ,
 ����

'�
� ���������	� Hα,m ����
 ��1�� �� R 	
,
 ,�0 �� � S ����
 � �<��&�

(� ������
�'	(� �� ���3�� Hα,m � ����� ���
'1��� � F ,� τ = (R,S) ��


g(τ) = F.

C���'����0 ��
�'(�0 ,
 ����
� Hα,m ⊇ F 	�� ����
 ��1�� �� R$ �,�0

&,)( �� 2�(������ 7$4 � α 	�� ����
 �� ���&<�
�� �+�(� m (� ���� ��

)�(���
�� �&���	� I 3�&�(� Φ+ = I0 ⊇ I1 ⊇ · · · ⊇ Im ��� ��
��
1�� ���

R0 ��
 ����'�(� �����<�� �� )��B���� α = β+γ �� β ∈ Ii0 γ ∈ Ij ��
 i+j = m$

�3�< (α, x) = m )
� ���� x ∈ F ��
 (β, x) > i ��
 (γ, x) > j )
� ���� x ∈ R0

,� (β, x) ≥ i ��
 (γ, x) ≥ j )
� ���� x ∈ F ��
 ����'�(� �� ��'��
 (β, x) = i

��
 (γ, x) = j )
� ���� x ∈ F $ A��(� ����
� ��, � i, j �� ��'��
 �� ����


�
��,��� �� m ��
 ��, '�1��
 �� ������� �� � )�)��,� ,
 � F ���
'1��


�� ����
� Hα,r �� α ∈ Φ+ �,�� ,�� r = m$

:� :1��� 7$9 ������ �� �&')+�
 ������ �� ��
��
1�� (i) ��
 (ii) �� 2�(>

������ 7$= )
� Φ = A2 ��
 m = 3.

� ��,	�
+� �� ������( ��(������ ����
 ,��
� �� ���� �� 2�(������

7$= ��
 ����&�����
$

��-�,� )151 .� ��
� ������ �� ����������&��� ������ ����� Φ,

��
� m ≥ 1 �� 0 ≤ k ≤ n �� f+
k−1(Φ,m) ���
��!,

(i) ����� (R,S) ���� �� R �!�� ���!� � &������ ����� " ��� Am(Φ) �� �� S

�!�� �� ������ �� n−k ��! � ��	 R ��	 ���&"	 Hα,m � ���! ��� �� ��!����

��� R �� �� A◦�

(ii) ����� (J , T ) ���� �� J �!�� �! ���������" ���!� ������� ��� Φ+ �"���	

m �� �� T �!�� �� ������ n−k �" �������� ����� �	 ���	 J ��#��	 m ��

(iii) ���� �! ��� F+
k (Φ,m)�



���� �� 	������� ��	���� ;5

%���
 ���3��'� ,
 ������� 
� ��������� �&&�)'� �� (i) ��
 (ii)0 � 2�(>

����� 7$= ��
 7$; 
�1<��� ��
 ,�� � Φ 	�� ����
 ���)()�$

(�� )1��1 .� ��
� ����������&��� ������ Φ� m ≥ 1 �� 0 ≤ k ≤ n

�� ��� ���

fk−1(ΦI ,m) =
∑
J⊆I

f+
k−|J|−1(ΦI\J ,m).

������#�� 6
� J ⊆ I �����&�8���� �� Rn
J �� ��,1(�� �� Rn ��� ����)��


��, 
� ��&'� ��8�� �� 	����� � ��
1��� �� J ��
 �����&�8���� �� pJ : Rn
I →

Rn
I\J �� 3��
�� �����&� �� Rn

I\J $ ���8���� ��� ����	 ��,� F ∈ Fk(Φ,m)

� �<��&� 	�
��� j ∈ I )
� ��� ������� F ⊆ H+
σj ,m$ ��������� ,
 �� � J

����
 � ��&, �'��� �� F ,� )
� α ∈ Φ+ ��
 x ∈ F '1����

(α, x) = (α, pJ(x)), �� α ∈ ΦI\J

(α, x) > m, �&&
��$

%���'�(�0 � pJ ���)�
 ��� ��3
���������� ���
�,�
�� ���+< (� ��
1��(�

�� Fk(ΦI ,m) �� ��&, �'��� J ��
 (� ��
1��(� �� F+
k−|J|(ΦI\J )$ %���'�>

(�0 ����
������ � ��
1��� �� Fk(ΦI ,m) �� �1'�� �� � ��&, ��� �'���

��������� � 8��<����$

�� ��
1������ ��� 1���
����
�<�� �� ��,&���� �,�
��� ��3���8��
 ������

��
 ��� ��,���  $5 �� ?9"@$

���%#� )141 �� �� ������ �����	 (Φ,m) �� ��� hi(Φ,m) = hi(∆m(Φ)) ��

��
� i� ���� �� ��� ��!��	 ��� h+
i (Φ,m) = hi(∆m

+ (Φ)) �� ��
� i�

������#�� A%�( Φ = ΦI �� |I| = n. 2�(��<�� � 8�<)� (, J) �� �� ���
��

	
��+�

(, J) ≤ (′, J ′) �� ��
 �,��� �� J ⊆ J ′ ��
 ′ −  = |J ′ \ J |.

:�������
�<�� 0 ≤ k ≤ n ��
 ���8���� 
� ��������
� g(J, i) = fk−1(∆m(ΦJ))

��
 f(J, i) = fk−(n−i)−1(∆m
+ (ΦJ)). ��, �� �1'�� .7$;/ '1����

fk−1(∆m(ΦI)) =
∑
J⊆I

fk−|I\J|−1(∆m
+ (ΦJ )),

� ����� 
��	������ ��

g(I, n) =
∑

(J,i)≤(I,n)

f(J, i).

����0 �3���,8���� ��
���3� Möbius .��,��� 7$5/ '1���� ,


f(I, n) =
∑

(J,i)≤(I,n)

µ((J, i), (I, n)) g(J, i),



;!
���	�	���� ����
�	
����	
	� �	�	��	��	�	�������������

	�&�	�

fk−1(∆m
+ (ΦI)) =

∑
(J,i)≤(I,n)

µ((J, i), (I, n)) fk−1(∆m(ΦJ)).

%�����0 ��, � E���� 7$55 '1����

fk−1(ΦI ,m) =
∑
J⊆I

f+
k−|I\J|−1(ΦJ ,m)

��
 ���&������� ��� �	
��� ��&&�)
���<� ������������� ,


f+
k−1(ΦI ,m) =

∑
(J,i)≤(I,n)

µ((J, i), (I, n)) fk−1(ΦJ ,m).

%3,��� ��, �� ��,���� '1���� ,
 fk−1(ΦJ ,m) = fk−1(∆m(ΦJ )) )
� ���� J ⊆
I ,� ������������� ,
 fk−1(∆m

+ (ΦI)) = f+
k−1(ΦI ,m). � �������( 	
�	
�����


�1<�
 )
� ���� 0 ≤ k ≤ n ��
 ������� hi(∆m
+ (ΦI)) = h+

i (ΦI ,m) )
� ����

0 ≤ i ≤ n− 1.

���%#� )151 - ����! *�) �� ��� �� ��
� ����������&��� ������ ���

m = 1 �� ��
� ������ ������ ��� m ≥ 1�

������#�� ��, ��� ���&�
��<� <���� �� ?90 7#0 #7@ �&'����� ,


hi(Φ,m) = hi(∆m(Φ)) )
� 
� ���
����
� ��� ��(��<��$ �,�0 � 8��<����

����<��
 ��, � E���� 7$4 ��
 � �,�
��� 7$=$

2� �&��&�������� ���� �� ����)��3� �� ��� ��,�� ���	���
�� ��������

�� ��
���< f+
k−1(Φ,m) ���,��
� �� ��'� (� (i) ��
 (ii) �� 2�(������ 7$;$

��-�,� )1��1 .� ��
� ������ ����������&��� ������ Φ� �" �������

����� m �� 0 ≤ k ≤ n �� f+
k−1(Φ,m) ���
��!,

(i) ����� (R,S) ���� � R �!�� ���!� � ����� " ��� Am(Φ) �� �� S �!�� ������

n− k ��� �� ��	 R ��	 ���&"	 Hα,m � ���! �� ��!���� ��� R �� �� A◦ ��

�� S ����� �� �� � ������ ��! � ��	 R �� � ���! α ∈ Π, ��

(ii) ����� (I, T ) ���� � I �!�� ���������" ���!� &!����� ��� Φ+ �"���	 m

�� �� T �!�� ������ n − k �" �������� ����� ��#��	 m �	 ���	 I �� ���!�

����� �� ���	 ��	 ���	 �" �������	 �!��	 ��#��	 m �	 ���	 I�

������#�� �� �<��&� (i) ��
 (ii) ����
 
���&��� &,)( �� 2�(������ 7$4$ 6
�

�� �&��&�������� �� ��,	�
+� 
�1��
8,���� ,
 � ���
�,�
�� g �� ��,	�
+�>

� �� 2�(������ 7$= ���
���8��
 �� ��� ��3
���������� ��
��
1�� ��, �

�<��&� �� (i) �� F+
k (Φ,m)$ �
�3���
��0 �� ��
1������ ,��
� �� ��, ��

��������� 7$= ����� �� 	��+���� ,


fk−1(ΦI ,m) =
∑
J⊆I

g+
k−|J|−1(ΦI\J ,m),



���� � �������	 F = H ;7

,��� Φ = ΦI ��
 � g+
k−1(Φ,m) �����&�8�
 �� �&����
��� �� ���,&��

G+
k (Φ,m) (� 8��)�� ��� ��3���8���
 �� (ii)$ A%�( Gk(ΦI ,m) � �<��&� (�

8��)�� ��� ���8���
 �� �'��� (ii) �� 2�(������ 7$=$ �� (I, T ) ∈ Gk(ΦI ,m)

�����8���� ��� ����	 �� (I, T ) � �<��&� (� ��&�� �
8�� �
 ������ ����
 ��

���&<�
��� (� ���� I �+�(� m ��
 	�� ���
'1���
 �� T $ 6
� ���� J ⊆ I ���>

��&�8���� �� ΛJ � 3�&�� �
8�� α ∈ ΦI )
� 
� ������ σj ≤ α )
� ����
� j ∈ J $

�����<�� ��� �� �&')+���� ��������� ��, ��� ��
���<� ,
 � ���
�,�
�� �

����� �'&��
 � 8�<)�� (I, T ) �� (I \ ΛJ , T )0 ,��� � I \ ΛJ ����
 � �&���	�

3�&�(� ��� ��������� ��, �� I �� �3�
�'����� ��, ���� 3�&�� � ΛJ , ��>

��
 ��3
���������� ���+< �� ���,&�� (� ��
1��(� �� Gk(ΦI ,m) �� ��&,

�'��� J ��
 �� ���,&�� G+
k−|J|(ΦI\J ,m)$ %���'�(�0 ������� � ��
1��� ��

Gk(ΦI ,m) (� ���� � ��&, ��� �'��� ��������� � 8��<���� 
�,��$

��- . ���	 	 F = H

:� ���� �� ����)��3� ���	�
��<���� �� %
����� 7$! )
� m = 1 ��
 )
� �

�&��
�� ������� �
8�� ,�� m ≥ 1.

2�(��<�� � �<��&� Fk,�(Φ,m) (� F ∈ Fk+�(Φ,m) (� ����(� � ��&,

�'��� Sp(F ) = {Hα,m : F ⊆ H+
α,m, α ∈ Π} '1�
  ��
1���$ �� �&&� &,)
�0

� ��
1��� �� Fk,�(Φ,m) ����
 ��'� �� ���3�� .7$5=/ 	
�����(� k +  �


������ '1���  � �&���� ��
1��� H̃α,r �� ���3�� H+
σ,m �� σ ∈ Π. �����8����

'�� ��1�� Hα,r ���� ���
�1�� R �� Am(Φ) ��� �� α ∈ Π. :����&�8���� ��

Ri,j(Φ,m) � �<��&� (� ���
�1�� R �� Am(Φ) �
 ������ '1��� j ��&� ��
 i

�� ��&� ��1� �� ���3�� Hα,m � ����� 	
�1(��8��� �� R ��, � A◦. %�����0

)��3���� fk,�(Φ,m) = |Fk,�(Φ,m)| ��
 hi,j(Φ,m) = |Ri,j(Φ,m)|$

� ����%�� )1)1 :� :1��� 7$ ��(��<�� � �����)�� ������
�'	(�

A3(A2). %���
 f0,0 = 1 .���
�� ������/0 f0,1 = 2 .�,��
��� �������/0 f1,0 = 9

.��&' ���$ �����/0 f0,2 = 1 .��8 ���
�1�/0 f1,1 = 6 .����
��� ���
�1'�/ ��


f2,0 = 15 .������ ���
�1'�/$

(�� )1��1 +� ��� � ������

fk,�(Φ,m) = fk,�(∆m(Φ))

�� ��
� ����������&��� ������ ����� ��� m = 1 �� �� ��
� ������

������ ����� ��� m ≥ 1�

������#�� E,)( �� E������ 7$4 
�1<�


fk,�(∆m(ΦI)) =
∑

J⊆I,|J|=�

fk,0(∆m(ΦI\J )) =
∑

J⊆I,|J|=�

f+
k−1(∆

m(ΦI\J )),



;4
���	�	���� ����
�	
����	
	� �	�	��	��	�	�������������
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:1��� 7$ -

)
� ���� �<���� �
8�� Φ ��
 �� ����
�, ��'��
� m$ %�����0 �� J ⊆ I ��

|J | =  ��
 pJ ����
 � 3��
�� �����&� ,�(� ��� ��,	�
+� �� E������ 7$55

,� � pJ �'&��
 � ��
1��� �� Fk+�(ΦI ,m) �� ��
�, �'��� J �� ��
1���

�� F+
k (ΦI\J ,m) ��
 ������� 
�1<�


fk,�(ΦI ,m) =
∑

J⊆I,|J|=�

fk,0(ΦI\J ,m) =
∑

J⊆I,|J|=�

f+
k−1(ΦI\J ,m).

�� 8��<����0 ,�0 ����<��
 ��, � �,�
��� 7$;$

���' #, )1.1 /��� �� �! �&������"���� ������� ! ���#� ���

(i) ���� �!�� ��� Fk,�(Φ,m)

(ii) ������� (R,S, S′) ���� R ∈ Ri,j �  ≤ j ≤ n� n − k − j ≤ i ≤ n� �� S �!��

������ ���� �� �� S′ �" ���� ��� �� ��	 ���&"	 Hα,m � ���! �� ��!����

��� R �� �� A◦ �� |S| =  �� |S′| = n− k − j.

������#�� A%�( F ∈ Fk,�(Φ,m), 	�&�	� F ∈ Fk+�(Φ,m) ��
 |Sp(F )| = $

A%�( g−1(F ) = (R, S̃) ,��� g ����
 � ���
�,�
�� �� 2�(������ 7$=$ C���'>

���� ,
 R ∈ Ri,j(Φ,m) ��
 ��������8���� ,
 � S̃ ����
 ����<��&� (� �
1��

Hα,m �� R ��� � 	
�1(��8��� ��, � A◦ �� F ⊆ Hα,m ��
 ������ |S̃| = n−k−$
�� F ���
'1��
 ���� �	
��� ��
1����� �� � R ��,� ��, ��� H+

α,m, α ∈ S̃

)
� ��� ������� 
�1<�
 F ⊆ Hα,m. %���'�(�0 '1���� ,
 F ⊆ H+
α,m ∪ Hα,m

�� ��
 �,��� �� R ⊆ H+
α,m$ A��� Sp(F ) ⊆ Sp(R) ��
 �������  ≤ j. %�����0

�������<�� ,
 Sp(R) \ Sp(F ) ⊆ S̃ ��
 �'���� S′ = S̃ \ (Sp(R) \ Sp(F )).



�� � �� 
�	��
��� ������������ ;9

���3���� |S′| = (n − k − ) − (j − ) = n − k − j$ ���� 	��1����� ,
 �

S′ ����&���
 ��, �� ��&� ��1� �� R �� ���3�� Hα,m � ����� 	
�1(��8���

�� R ��, � A◦. ���)��
0 �� ��� Hσ,m ∈ S′ ,� F ⊆ Hσ,m ��
 R 
⊆ H+
σ,m,

� ����� ����
 ����$ %���'�(� n − k − j ≤ i ��
 ��
��
1�<�� �� F ��

	
���)�'�� �
�	� (R,Sp(F ), S′)$

��
��,3(�0 '�( (R,S, S′) ,�(� �� (ii) �� ��,����$ ���3���� S ⊆
Sp(R) ��
 ����'�(� |Sp(R) \ S| = j − . %�����0 � �<��&� Sp(R) \ S ��


S′ ����
 +'�� 	
,
 ���
'1��� ��&� ��
 �� ��&� �����
1� ��1� �� R. :������

|(Sp(R)\S)∪S′| = (j−)+(n−k−j) = n−k−. 2'���� S̃ = (Sp(R)\S)∪S′

��
 ��(��<�� � g(R, S̃) = F. �3�< |S̃| = n−k− ,� F ∈ Fk+�(Φ,m). %�����0

Sp(F ) = S 	
,
0 ��, �� ��
��, �� g, ����
 Sp(F ) ⊆ Sp(R) ��
 Sp(F )∩ S̃ = ∅.
%���'�(�0 �3�< |Sp(F )| = |S| =  ,� F ∈ Fk,�(Φ,m)$ ��
��
1�<�� &�
�,�

��� �
�	� (R,S, S′) � F.

�'&��0 �3������ ��� ���)���� �� 	
��
����
 ,
 � �������( ��
��
1��

����
 ��3
���������� 	
,
 ��
 � g ����
 ��3
����������$

E,)( �� ��,���� 7$4 '1���� �� �1'��

fk,�(Φ,m) =
n∑

i=n−k−j

n∑
j=�

hi,j(Φ,m)
(
j



)(
i

n− k − j

)
.7$!!/

���%#� )1��1 - ����! *�2 �� ��� �� ��
� ����������&��� ������

��� m = 1 �� ��
� ������ ������ ��� m ≥ 1.

������#�� ����<��
 ��, � E���� 7$5! ��
 � )�)��,� ,
 � �1'�� .7$!!/

����
 
��	<���� �� �� 
�,�� .7$9/$

��/ *� ������� �����	!���� ��  �����	�� 

m = 1

:� ���� �� ����)��3� ���&�)�8���� ��� ��
���<� h+
i (Φ,m) ��
 f+

i−1(Φ,m)

)
� � �&��
�� ������� �
8��$

���' #, )101 ' ��
��	 h+
i (Φ,m) �!�� !��	 ��

1
i+ 1

(
n− 1
i

)(
mn− 2

i

)
� Φ = An−1,

(
n

i

)(
mn− 1

i

)
� Φ = Bn " Cn,(

n

i

)(
m(n− 1) − 1

i

)
+

(
n− 2
i− 2

)(
m(n− 1)

i

)
� Φ = Dn.



; 
���	�	���� ����
�	
����	
	� �	�	��	��	�	�������������

������#�� �
 �������( ��
���� ���&�)�8���
 ���&������� � �	
� �����

,�(� ��
 ��� ��,	�
+� �� ��,���� 9$5 �� ? @0 ��
���
����� �� ���,��

mh+1 �� mh−1 ��
 1���
����
���� � 2������ 7$! (iii) ��� �� 2�(������

5$! (ii) �� ? @$

�� ��,&���� �,�
��� ����
 ����� ��, �� ��,��� 7$9 ��
 � �1'�� .7$5 /$

���%#� )1��1 ' ��
��	 f+
k−1(Φ,m) �!�� !��	 ��

1
k + 1

(
n− 1
k

)(
mn+ k − 1

k

)
� Φ = An−1,

(
n

k

)(
mn+ k − 1

k

)
� Φ = Bn " Cn,(

n

k

)(
m(n− 1) + k − 1

k

)
+

(
n− 2
k − 2

)(
m(n− 1) + k − 2

k

)
� Φ = Dn.

���%#� )1��1 ' ��
��	 fk−1(∆m
+ (Φ)) �!�� !��	 ��

1
k + 1

(
n− 1
k

)(
mn+ k − 1

k

)
� Φ = An−1,

(
n

k

)(
mn+ k − 1

k

)
� Φ = Bn " Cn,(

n

k

)(
m(n− 1) + k − 1

k

)
+

(
n− 2
k − 2

)(
m(n− 1) + k − 2

k

)
� Φ = Dn.

������#�� :��	���� � �������� 7$; ��
 7$55$

� � '(�,#, )1�1 6
� 
� �� �&��
�'� �����&&�)��3
�'� ���	��

����&���(�0 � �&���� (� ��
��� 3�&�(� �� Φ+ �� i �&�1
�
�� ��
1��>

� ���&�)����� ��, �� Reiner ��
 3�����
 ��� ������( ������$

i " 5 ! 7 4 9  #

Φ = G2 5 4
Φ = F4 5 !" 79 5"
Φ = E6 5 7" 579 5#9 #" #
Φ = E7 5 9 4!" ;9! ##" !5 5 
Φ = E8 5 55! 57!7 4##4   !! 7 ; ##" 44

������� 7$!- �
 ��
���� h+
i (Φ) )
� 
� �� �&��
�'� �����&&�)��3
�'� ���	��

����&���(�$

������#� ��� 1���"���	 *�*� 2� ���	��+���� � ������� 1(��� �� ��,����

,
 � Φ ����
 ���)()�$ A%�( n � �+� �� Φ = ΦI $ 2� )��3���� hk(ΦI) ���



��!� �	�	��������� ;#

)
� hk(ΦI , 1)0 ��� � hn−k(ΦI) ����
 � �&���� (� 3�&�(� �� Φ+
I �� k

�&�1
�
�� ��
1��� ����� ��
 � �&���� (� 
	�(	�� �� k ��)
�
�� ��
1���$

:����&�8���� �� h̃+
k (Φ) � �&���� (� ��
��� 3�&�(� �� Φ+ �� k �&�1
�
��

��
1���$ ������� � 3�&�� �� Φ+
I �� ���� � �&���� (� ��&�� �
8�� ���

���
'1��� ���������

hn−k(ΦI) =
∑
J⊆I

h̃+
k−|J|(ΦI\J ). .7$!7/

����(�0 ������� 
	��	� �� Φ+
I �� ���� � �<��&� (� ��&�� �
8�� ��� 	��

���
'1��� ���������

hn−k(ΦI) =
∑
J⊆I

h+
n−|J|−k(ΦI\J).

��, � ?94@ +'����� ,
 hn−k(ΦI) = hk(ΦI) ��
 ����'�(� � �������( �1'��

)��3��


hn−k(ΦI) =
∑
J⊆I

h+
k−|J|(ΦI\J ). .7$!4/

:�)�������� 
� .7$!7/ ��
 .7$!4/ ��
 1���
����
���� ��
���3� Möbius ,�(�

��
 ��� ����)��3� 7$90 ��������� ,
 h̃+
k (ΦJ) = h+

k (ΦJ ) )
� ���� J ⊆ I0 ���

����
 ��, ��� �'&����$

��0 ��	 �$����

5$ A%�( P ⊆ Rn '�� ��&<��� 	
�����(� d ��
 ∆ ��� ���� �� Rn. �� P

&')��
 ���� (� ��,� �� ���� ∆ �� ,&�� �
 ����3'� �� ������� �� Q∆,

	�&�	� )��3���
 (� ���� )����
��� ���	������ ��
1��(� �� ∆. 2'����

i(P, r) = |rP ∩ Z∆|

��


i∗(P, r) = |r(P \ ∂P ) ∩ Z∆|.

��� ���
�,�
�� f : Z → C &')��
 8������������� �+�(� � ��&< d ��

����1��� ��&������ f1, f2, . . . , fN �����< � ��&< d '�
� ���

f(n) = fi(n) �� n ≡ i (mod N).

���	�
��<��
 ,
 �� � P ����
 ��, ��&<��� 	
�����(� d ,� � i(P, r) ����


8������������� �+�(� � ��&< d .�&$ ����)��3� 4$ �� ? #@/$ :������ �

i(P, r) ������ �� ��
��� ��
 ,�� � r ����
 ����
�,� ��'��
��$ A%�� �&��
�,

���'&����0 )�(�, (� �������&" Ehrhart� ����
 � ��,&���� �1'��

i∗(P, r) = (−1)di(P,−r).



;=
���	�	���� ����
�	
����	
	� �	�	��	��	�	�������������

� ������( �1'��

N(m−1)
+ (Φ) = (−1)nN(−m)(Φ) .7$!9/

����������� ��, ��� Fomin ��
 Reading ?7#0 .!$5!/@$ 2� 	��+���� ,
 ���

� �1'�� ������ �� ��������� (� ��
���3� Ehrhart$ 2'���� i(k) � �&����

(� ��
1��(� �� L(Φ∨) ∩ kA◦ )
� n ∈ N$ �
 ����3'� �� ���,�&���� A◦
'1��� ��'� �����)�'��� (� ���� �� ���� Π �� Rn ��� ��
 (� ���� ��

���� Π∨ = {2α/(α, α) : α ∈ Π} �� Rn$ :������0 � ������� i(k) ����
 �

Ehrhart B��	���&������ �� A◦ �� �1'�� �� � �&')�� L(Φ∨)$ %���'�(�0

&,)( ��
���3�� Ehrhart '1���� ,


(−1)ni(−k) = |L(Φ∨) ∩ kA◦|

,��� k ∈ N$ 2'���� k = mh− 1 ��
 &��������� ��,B
� � 2������ 5$5 ��

? @ '1����

(−1)nN(−m)(Φ) = |L(Φ∨) ∩ (mh− 1)A◦)|.
��, �� ��������� 7$5 ������������� ,


|L(Φ∨) ∩ (mh− 1)A◦| = N(m−1)
+ (Φ),

��, � ����� ��������� �� �1'�� .7$!9/$

%�����0 ����
������ ,
 � �1'�� .7$!9/ ���	�
��<��
 ��
 �� �� 1���� ��,�

�
, ��,�3��� ��(������ ?=0 2������ 5$5@ ��� �3��� ��� �1'�� ��
���3�>

� ���( �� 1������
�
�, ��&������ �����)���� ������
�'	(� .�&$ ?=0

����	�
)�� 7$7@/$

!$ �
 ��
���� fk,�(Φ,m) ���&�)������ ��),��� ��, �� Krattenthaler ��


����
 �
 �+��$

���' #, )1/1 ?44@ ' ��
��	 fk,�(Φ,m) �!�� !��	 ��

+ 1
k + + 1

(
n

k + 

)(
m(n+ 1) + k − 1

k

)
� Φ = An,

(
n

k + 

)(
mn+ k − 1

k

)
� Φ = Bn,

��

(
n

k + 

)(
m(n− 1) + k − 1

k

)
+m

(
n− 1

k + − 1

)(
m(n− 1) + k − 2

k − 1

)

−δ�,0 1
n− 1

(
n− 1
k − 1

)(
m(n− 1) + k − 1

k

)
� Φ = Dn,

���� �� δ�,0 �!�� ) ���  = 0 �� 9 ���  ≥ 1.



��!� �	�	��������� ;;

��������� ,
 �'����  = 0 ��������� ��� ��
���<� �� ���������

7$55$

7$ 2� ��� ��	
�3'��� �� �����<� ���	���
�'� ��������� )
� ��� ��
���<�

�� ��������� 7$5! ��������� ��, �� ���
)��3� (� �����
1(� ����&�)��(�

�� 1���� ��&�)(�
��� ���	
�
�'��(� .�&$ ����)��3� 5$7$4 ��
 ?7#0 4"0 #7@/$
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�������� �

�	����� ������������
����	������� ������ ���
�� ��������
������
�����������

"�� %�����$

A%�( Φ '�� ��������'�� �<���� �
8�� �+�(� n �� �����
1� ���	�

����&���(� W. A%�( Φ+ '�� ��
�, �<���� )
� � Φ �� �<��&� ��&�� �
8��

Π. 2�(��<�� � )��
����'�� �<��&�)�� ������ ∆m(Φ), � ����� ����
 '�� ����>

�&��
�, �<��&�)�� �� �<��&� ����3�� � �<��&� Φm
≥−1 (� �1�	,� ��
���

1�(��
��'�(� �
8��$ �� ���� ���
�, ���'&���� ���< �� ��3�&���� ����


'��� �'�� 1������
��,� (� �&����� �� ∆m(Φ) �� 1���� m>��
����� �� 	
>

�����<���(� 	
�������(�$ �
, ��)����
�'��0 ��(��<�� '�� ���)()� �<����

�
8�� Φ ��
 ��� 	
��'�
�� �� Π = Π+ ∪ Π− �� 	<� +'�� �<��&� '�
� ��� �


��8�� �� ���� '�� ��, ��� �� ����
 ��� 	<� ������$ A%�( γ � 	
���'� ��
1���

Coxeter ��� ����<��
 ��, �� �������( 	
��'�
�� .�&$ .4$9))$ ��	��'��� ����

�&����� σ �� ∆m(Φ) �����&�8���� �� σi � ����<��&� �� σ ��� ����&���


��, ��8�� 1������ i ��
 σ± = σ ∩ (−Π±)$ �� τ ⊆ Φm
≥−1 ����
 '�
� ���

��� τ ⊆ (−Π) ��� � τ ����&���
 ��, ��8�� �� �	
�� 1������0 �����&�8����

�� wτ � )
�,���� (� ����&���(� ��� ��
��
1�<� �
� ��8�� �� τ �� ���

��)����
�'�� ��
�� �� ����� �� �������� ��),��� .�&$ .4$#))$ 2'���� ���

�<����� w∅ = 10 ,��� 1 ����
 � ���
�, ��
1��� �� W $ �
 �&���'� ��

∆m(Φ) 1�������8���
 ��, � ������( ��
��
�$

��-�,� .1�1 �� ������ σ ⊆ Φm
≥−1 �!�� ������ ��� ∆m(Φ) � �� �����

� � �����
! (wσ+wσm , wσm−1 , . . . , wσ2 , wσ1wσ− ) �!�� ���� �!� ��� NCm(γ)

5"5



5"! 
���	�	�� �� �������� ���������	��� �������

��#��	 |σ|�

�� 2������ 4$5 ���)��
 ��� 1������
��, (� Brady ��
 Watt ?!#0 ����>

)��3�� =@ ��� �����(�� m = 1. %�
�&'��0 1���
����
���� � �������(

��
��
� ������ ������ �� ���	��+�
 ��	
�3'������ 
	
,��� �� ∆m(Φ)0 ,�(�

)
� ����	�
)�� ,
 � ∆m(Φ) ����
 ���3&�
��
�� ��
 (m + 1)>Cohen-Macaulay.

��� ��&����
 �� ����� ?57@$

�� 	�<��� ���
�, ���'&���� ���< �� ��3�&���� ����
 � ��,	�
+� ����

�
������ � ����� ���	'�
 � �<��&�)�� ������ ∆m(Φ) �� � ���
��� 	
���)�'��

�<��&� NCm(W )$ � Chapoton ?7"@ �����&�B� ��
 '���� �� �
����� ,
 
�1<�


��� ����
���
�� �1'�� ���+< ���� ��&'������ �� ���,&�� (� �&����� ��

∆(Φ) ��
 �� ��������� Möbius �� ���
��� 	
���)�'��� ���,&�� (� ��

	
������<���(� 	
�������(�$ ��� � �
�����0 � ����� ���	��1��� ��, ��

������
�	� ?#@0 ������ �� 	
���(��� )
� �1��� m ≥ 1 (� �+�� ?5@ .�&$ ������

?440 49@/$ �� F >��)(�� �� ∆m(Φ) ���8��
 ��, �� )�����
� ��������

F
(m)
Φ (x, y) =

n∑
k=0

n∑
l=0

fk,l(Φ,m)xkyl, .4$5/

,��� � fk,l(Φ,m) ����
 � �&���� (� �&����� �� ∆m(Φ) ��� ����&�<��


��, k 1�(��
��'��� ��
�'� ��8�� ��
 l ����
�'� ��&'� ��8��$ �� M >��)(��

�� NCm(W ) ���8��
 (�

M
(m)
W (x, y) =

∑
a≤b

µ(a, b)xrk(b)−rk(a)yrk(a), .4$!/

,��� � ≤ �����&�8�
 � ���
�� 	
��+� �� NCm(W )0 µ ����
 � ��������

Möbius ��
 rk(a) � �+� �� a ∈ NCm(W )$ � ��,&���� �1'�� 	
��������

��, �� F. Chapoton ?7"0 %
����� 5@ ��� �
����� ��� �����(�� m = 1 ��


�����	
�������� ��, �� Armstrong )
� ���� m ≥ 1.

��-�,� .1�1 ?50 %
����� 9$7$!@ ����� Φ �� ���������� ������ �����

��#��	 n �� ��!���� � ���� ��������W �� m ��	 �" �������	 �����	�

�� F ���!���� ��� ∆m(Φ) �� �� M ���!���� ��� NCm(W ) ��������� �� ���

������

(1 − y)nF
(m)
Φ (

x + y

1 − y
,

y

1 − y
) = M

(m)
W (−x,−y/x). .4$7/

��
��'��� 3��'� �� ���3��,���� �� �1'�� .4$7/ (� � �1'�� “M = F”.

�� 2������ 4$! '1�
 ���	�
1��� �� �'��
 ��, �� Kratthenthaler ?44@0 �������

���&�)
���<� ��� �����(��0 )
� ,&� � ��������'�� ������� �
8�� ,��

m = 1 ��
 )
� ��� � ����� 	�� ���
'1��� ����
� ���)��3� �� Dk )
� k ≥ 4



���� ���
	�	�
��
�	 5"7

,�� m ≥ 2$ %�����0 ����������� ��, �� Krattenthaler ,
 � �1'�� .4$7/ ����



��	<���� �� �� ��,&���� �1'�� ��
���3�� ?490 2������ =@

ynM
(−m)
W (xy, 1/y) = M

(m)
W (x, y),

)
� �� ����� 	�� '1�
 ������ ��,�� ����
� 3��
�� �+�)���$

�� ��3�&�
� ��, '1�
 �� ��,&���� 	���$ :�� ����)��3� 4$! 	������

� �������� ������
�<���� ��
 ����1�8���� �� �� ��,	�
+� �� 2�(������

4$5 ��� ����)��3� 4$7$ :�� ����)��3� 4$4 ��������� ��� EL>��
)��3�

�� ���
��� 	
���)�'��� ���,&�� NCm(γ)0 ��� ����� �
 3�������� �&���	��

��������
 �� '�� ���� '�� ��
��
1�� �� 
� '	��� �� ∆m
+ (Φ)$ *���
����
��>

�� � �������( ����&'���� ���&�)���� ��� ��,	�
+� �� 2�(������ 4$!

��� ����)��3� 4$90 )��
��<���� �� �����
1� �� ������
�	� ?#@ )
� ��

�����(�� m = 1$

"�� ��
�	��	���

:� ���� �� ����)��3� �����'���� ��
��'�� �
��)()
�� ��
1��� � ����� ��

1��
���<�� ��),���$

A%�( W ��� ��������'�� ���	� ����&���(� �+�(� n ��
 T � �<��&� (�

����&���(� ��W. C�������8���� ,
 � ������ �"��	 lT (w) ��,� w ∈W ����


� �&�1
��� ��'��
�� k '�
�� ��� � w �� ������ �� )��3�� (� )
�,���� k

����&���(� �� T $ ���8���� � ���
�� 	
��+� � �� W ��

u � v �� ��
 �,��� �� lT (u) + lT (u−1v) = lT (v),

	�&�	�0 �� �&&� &,)
�0 �� ����1�
 ��� ����)��������� �� u �� �&�1
�� 	���,

�&���� ����&���(� �� T � ����� ����
 ��,���� ��� ����)���������� �� v ��

������ �&�1
�� 	���, �&���� ����&���(�$

�� ������( &����� �� ��� 1��
���<� �� ���'1�
�$

	�%#��� .1�1 ?50 ��
��,� 7$5$5@ - ���������� m��� (w1, . . . , wm) ∈ Wm

��������� �&�1
�
�� ����)��������� ��� w ∈ W � w = w1w2 · · ·wm ��

lT (w) =
∑m

i=1 lT (wi)�

(�� .1�1

(i) (����" ���� �! ��	 W � ��� �� !��� ������ �"��	�

(ii) ?50 E���� 7$5$!@ �� �� (w1, w2, . . . , wk) �!�� �! �� �����" ���������!���

��� w ∈W � ���� �� ��

(wi, w
−1
i w1wi, . . . , w

−1
i wi−1wi, wi+1, . . . , wk)

�!�� ��!��	 �� �����" ���������!���� �� ��
� 1 ≤ i ≤ k� ���������� ��

��
� 1 ≤ i ≤ k ���� �� �! �� �����" ���������!��� ��� w ��� � !��� �� wi.



5"4 
���	�	�� �� �������� ���������	��� �������

(iii) �� �� (w1, w2, . . . , wk) �!�� �� �����" ���������!��� ��� w� ����

wi1wi2 · · ·wi�
≤ w �� lT (wi1 · · ·wi�

) =
∑�

j=1 lT (wij )� �� ��
� 1 ≤ i1 < i2 <

· · · < i� ≤ k�

������#�� �� (i) '���
 ��, � )�)��,� ,
 �� t ∈ T ,� wtw−1 ∈ T )
�

���� w ∈ W. �� (ii) '���
 ����� ��, � (i). 6
� � (iii) ����� �� �3���,����� �

(ii) )
� ���� wij �� 1 ≤ j ≤ 0 ��� �� ����<B�
 ��� �&�1
�
�� ����)���������

�� w � ����� �� ��1�8�
 �� wi1wi2 · · ·wi�
$

(�� .1�1 ?#0 E���� !$5@ ����� a, b, w ∈ W �

(i) a � aw � b � �� ����� � w � a−1b � b�

(ii) a � aw � b � �� ����� � a � bw−1 � b�

(iii) a � b � �� ����� � a−1b � b ��� �� ��"� ��� ���!������ �� �������

[a, b] �!�� ������&� �� �� [1, a−1b]�

(�� .1)1

(i) ?;0 E���� !$5 (iv)@ �� a, b � c � w �� ������ w ∈ W �� ab � w ���� ab � c�

(ii) ?!#0 :1'�� .7/@ �� a � b � c ���� a−1b � a−1c �� ba−1 � ca−1�

(iii) ?!#0 :1'�� .#/@ .� �����������	 �������	 t1�t2 �� w ∈ W � ���� t1t2 � w

⇔ t2 � t1w ⇔ t1 � wt2�

� ��,&���� ��&� ��������� ����
 ���'��
� �� ��
���< �� ���
��� 	
��+��

� �� W ��
 �� E������ 4$5(i).

(�� .1.1 .� u, v, w ∈ W � ���� u � v � �� ����� � wuw−1 � wvw−1.

���%"-� �% '�' ��+! #2!�� " % EL6�*%�� :+�< A%�( (P,≤)

'�� ��������'�� 	
�����
��'�� ���
��� 	
���)�'�� �<��&�$ E'�� ,
 � y

������� � x ��
 )��3���� x→y �� x < y ��
 x < z ≤ y 
�1<�
 �,��� ,��

z = y$ A%�( E(P ) � �<��&� (� �1'��(� ��&�B�� �� P ��
 Λ '�� )����
���

	
���)�'�� �<��&�$ �����8���� �����&" ���� �� P �� �<��&� ��
)��3��

Λ ���� ���
�,�
�� λ : E(P )→Λ$ �� � C : x0→x1→· · ·→xr ����
 ��� ������'��

�&���	� �� P �����8���� � λ(C) = (λ(x0→x1), λ(x1→x2), . . . , λ(xr−1→xr))

��
)��3� �� C (� ���� �� ���
�,�
�� λ. �����8���� �� �&���	� C �#���

" &
!���� �� �1'�� �� � λ �� �
 �����)�'��� �� λ(C) ��+����� ������

� 3������ ������� �����
1�0 �� �1'�� �� �� �&
�� 	
��+� �� Λ$ �3�<

� P ����
 	
�����
��'��0 ,&�� �
 ��)
�
�'� �&���	�� C ���� 	
������� I =

[x, y] '1��� � �	
� �����0 ��� �� rk(y) − rk(x)$ �'�( �� ��
)��3�� �����

�����<�� �� 	
��+���� 
� ��)
�
�'� �&���	��C �� I 	
������� 
� ��
)��3'�

λ(C) &�+
��)��3
��$ ��&�	�0 � C ����)���
 &�+
��)��3
�� �� C′ �� � λ(C)



���� ���
	�	�
��
�	 5"9

����)���
 �� λ(C′) �� �� ���),���� &�+
��)��3
�� 	
��+� ��, � )����
��

	
��+� �� Λ.

	�%#��� .1�1 .?5;@/ 7! �����&" ���� λ ��� P ������ EL>��
)��3� � ��

��
� ������� [x, y] ��� P �� x < y

(i)���� �� ������" �#��� ��������" ���!� ��� [x, y] ��

(ii) ��" � ���!� ������!�� ��#�����&��� �	 ���	 Λ ���� ��� �����!���

���������� ���!��� ��� [x, y].

�� �������� �� P � �� ������� �� ��� ���� ���� �!� ���� ���� ��� �� P �!��

EL>���3&�
��
��$

�� � P1, . . . , Pm ����
 ���
��� 	
���)�'�� �<��&� ,� � ���< )
�,���,

��� P = P1 × · · · × Pm ����
 � �<��&� �� ��
1��� {(x1, . . . , xm) : xi ∈ Pi}
���
��� 	
���)�'�� '�
 ��� (x1, . . . , xm) ≤ (x′1, . . . , x

′
m) �� P �� xi ≤ x′i

�� Pi )
� ���� 1 ≤ i ≤ m$ �������<�� ,
 � (x′1, . . . , x
′
m) ��&<��
 �

(x1, . . . , xm) �� P �� ����1�
 1 ≤ i0 ≤ m '�
� ��� xi = x′i )
� ����

1 ≤ i 
= i0 ≤ m ��
 � x′i0 ��&<��
 � xi0 �� Pi0 $ �� ������( &���� ����


���	
�<�(�� �� 2�(������ 4$7 �� ?5;@$

(�� .101 ?5;@ �� � P1, P2, . . . , Pm �!�� ��$
������ ������	 �������

��� ����� � ���! ����� ���� EL������&"� ���� �� P = P1 × P2 × · · · × Pm

����� ��� ��!��	 EL������&"�

� EL>��
)��3� �� ����� � P �&�������� ��, � P1, . . . , Pm ����
 � �+�>

�$ A%�( Λi � �&
��� 	
���)�'�� �<��&� (� EL>��
)��3�� �� Pi0 )
>

� 1 ≤ i ≤ m$ �� λi ∈ Λi0 ,� 	
������� �&
�� 
� 	
���)�'��� m>�	��

(∅, . . . , ∅, λi, ∅, . . . , ∅) �� λi ��� i>��� �����)�'��0 ��(�����

(∅, . . . , ∅, λi, ∅, . . . , ∅) ≤ (∅, . . . , ∅, µj, ∅, . . . , ∅) �� ��
 �,��� �� .4$4/

i = j ��
 λi ≤ µj �� �� �&
�� 	
��+� �� Λi

� i > j$

�� � x = (x1, . . . , xm) ��&<���
 ��, � x′ = (x′1, . . . , x′m) �� P ,�

����1�
 ����
� 1 ≤ i0 ≤ m '�
� ��� xi = x′i )
� ���� 1 ≤ i 
= i0 ≤ m

��
 xi0→x′i0 �� Pi0 $ �� � λi0 = λ(xi0→x′i0) ����
 � ��
)��3� �� �����
1��

����� ��, �� EL>��
)��3� �� Pi0 ,� ��
)��3���� �� ���� x→x′ �� P

�� �� 	
���)�'�� m>�	� (∅, . . . , ∅, λi0 , ∅, . . . , ∅), ,��� � λi0 �������
 ���

i0>��� �����)�'��$ �
 ��
)��3'� ����� �� P ��� ��������� �� ��,� ��

�,��0 �&
��� 	
���)�'��� ,�(� �� .4$4/0 ����&�<� EL>��
)��3� �� P1 ×
P2 × · · · × Pm$



5" 
���	�	�� �� �������� ���������	��� �������

� EL6�*%�� :( '�& NC(γ)< 2�(��<�� '�� ���)()� �<���� �
8�� Φ

�+�(� n �� ��
�, �<���� Φ+ ��
 ��� ��
&�)� Π = {σ1, σ2, . . . , σn} ��&��

�
8�� �� Φ '�
� ��� � Π+ = {σ1, σ2, . . . , σr} ��
 Π− = {σr+1, . . . , σn} ��

����&�<��
 ��, 	
��<���� ����� ��� 	<�$ 6
� ���� α ∈ Φ �����&�8���� ��

rα �� ����&��� ��� Rn �'�( �� ������
�'	�� ������ �� α$ �����8����

������	 ���� �!� Coxeter �������� Φ � ��
1��� Coxeter γ = γ+γ−0 ,���

γ± =
∏

α∈Π±

rα. .4$9/

%���'�(�0 ��� ��)����
�'�� �����(��0 � 	
���'� ��
1��� Coxeter ����
 γ =

rσ1 · · · rσn .

A%�( N = nh/2 � �&���� (� ��
��� �
8�� �� Φ+$ 6
� 1 ≤ i ≤ 2N

���8���� ρi = rσ1rσ2 · · · rσi−1 (σi) ��(����� 
� ��&'� ��8�� σi 	
���)�'���

���&
�� modulo n �� �1'�� �� ��� 	����� ��� ��
 ������� �� ���3(��� ,


ρ−i = ρ2N−i )
� i ≥ 0$ � ������( �1'��0 � ����� ���&���<��
 �<��&�0 ����1�


��� ����)��3� 7 �� ?!#@

ρi =

⎧⎪⎨
⎪⎩
σi )
� i = 1, . . . , r0
−γ(σi) )
� i = r + 1, . . . , n
γ(ρi−n) )
� i > n$

.4$ /

�,� '1����

{ρ1, . . . , ρN} = Φ+,

{ρN+i : 1 ≤ i ≤ r} = −Π+,

{ρ−i : 0 ≤ i < n− r} = {ρN−i : 0 ≤ i < n− r} = −Π−.

%�
�&'��0 �
 �&������ n − r ��
�'� ��8�� ����
 ������� �� ���,&�� Π−$

2�(��<�� � �<��&� (� �1�	,� ��
��� �
8�� Φ≥−1 = Φ+ ∪ (−Π) ��
 	
��>

����� � ��
1��� �� (� �+��-

ρ−n+r+1 < · · · < ρ0︸ ︷︷ ︸
−Π−

< ρ1 < · · · < ρN︸ ︷︷ ︸
Φ+

< ρN+1 < · · · < ρN+r︸ ︷︷ ︸
−Π+

.4$#/

:��3(�� �� � �������(0 	
������� �&
�� � �<��&� (� ����&���(� T (�

�+��-

rρ1 < rρ2 < · · · < rρN . .4$=/

A%�( u, v ∈ NC(γ) '�
� ��� � v �� ��&<��
 � u$ ���3���� v = ut ,���

� t ����
 ��� ����&��� �� W $ � &����" �����&" �� ����� u → v ����
 �

����&��� t = u−1v$

��-�,� .1)1 ?5"0 2������ 4$!@ �� �� ������ T ��� �������� ��� Φ+

�!�� �����	 ���������� ���	 ���� .4$=/ �� γ = rσ1rσ2 · · · rσn ���� � &����"

�����&" ��� NC(γ) �� ������ �����&�� �� T �!�� EL������&"�



���� 	�������� ��� 
��������� �������� 5"#

:� ���'1�
� �� ��3�&���� �� 1��
���<�� ���
��<� ��
���<� ��
 
	
,���

�� ���,&�� NCm(W ) (� )��
����'�(� �� 	
�����<���(� 	
�������(� ��


�� ����&')���� ������ ∆m(Φ), )
� 
� ������ � ���)����� �� ��'��
 ��

����'+�
 �
� ����)��3��� 5$7$7 ��
 5$4$7$

"�� &�����1 	
� 2���$�	
� "��

:� ���� �� ����)��3� ����'���� ,
 � Φ ����
 ���)()� ��
 ,
 � γ ����
 '��

	
���'� ��
1��� Coxeter. ��
� ���1(������� ��� ��,	�
+� �� 2�(������ 4$5

1��
�8,���� ��
��'�� &�����$

2�(��<�� �� ���
�,�
�� µ : Rn → Rn � ����� �
��1�� �� ?!#@ ��

µ(x) = 2(1− γ)−1(x)

)
� ���� x ∈ Rn. :� �+�� �� �����&�8���� �� α · β � ��(��
�, )
�,���� (�

α, β ∈ Rn.

(�� .1/1

(i) ?!#0 ����)��3�� =@ ����� α, β ∈ Φ≥−1 �� α < β� '� �!��	 α, β �!�� ���$��	

� �� ����� � 1 
= rβrα � γ�

(ii) .� α, β ∈ Φ≥−1 �� ��� ��� µ(α) · β = 0 � �� ����� � 1 
= rαrβ � γ.

������#� ��� (ii). ��, � E���� !$! �� ?;@ '1���� ,
 �� �
 ��8�� α, β ∈ Φ≥−1

����
 �� ����&&�&�� ,� µ(α) · β = 0 ⇔ rαrβ � γ. ��, � �,�
��� 7$7 (b) ��

?!#@ 
�1<�
 ,
 µ(α) · α = 1 )
� ���� α ∈ Φ≥−1. %���'�(�0 �� µ(α) · β = 0 ,�

α 
= ±β 	�&�	� �
 α, β 	�� ����
 ����&&�&�� ��
 ������� rαrβ � γ. ��
��,3(�0

�� 1 
= rαrβ � γ ,� α 
= ±β ��
 ������� µ(α) · β = 0.

(�� .1�1 ?!#0 2������ 7$#@ .� ��� ����" ����#� .4$#/ ����� ��� Φ≥−1

�� ��� µ(ρj) · ρi−n = −µ(ρi) · ρj �� ��
� i, j�

(�� .141 �� � ρi �!�� 
����" �!� ���� ρi−n = γ−1(ρi)�

������#�� �� n+1 ≤ i ≤ N ,� � 8��<���� ����
 ���3��'� ��, � .4$ /$

�� 1 ≤ i ≤ n ,� �������� ,
 ρi−n = ρ2N+i−n = ρnh+i−n0 ,��� � N ����


� �&���� (� ��
��� �
8��$ ��, �� �1'�� ρi = γ(ρi−n) � ����� 
�1<�
 )
�

���� i > n ��
 � )�)��,� ,
 γh = 1 '1����

ρn(h−1)+i = γ(ρn(h−2)+i) = γ2(ρn(h−3)+i) = . . . = γh−1(ρi) = γ−1(ρi),

� ����� �&��&�����
 �� ��,	�
+�$

(�� .151 ����� w ∈ W �� t1, t2, . . . , tk �������	 ��	 W ������	 ����

1 
= titj � w �� ��
� i < j. ���� t1t2 · · · tk � w �� lT (t1t2 · · · tk) = k�



5"= 
���	�	�� �� �������� ���������	��� �������

������#�� *���
����
�<�� ���)()� (� ���� k0 ��(����� �� �����(��

k = 2 ��
��'��$ 2�(��<�� ,
 � 
�1��
��,� ��� 
�1<�
 )
� k ��
 �� ���	�
��<>

���� )
� k + 1. A%1���� t1 · · · tk � w ��
 t2 · · · tk+1 � w &,)( �� ���)()
���

����'��(�$ �3�< t1 � t1 · · · tk � w '1���� t2 . . . tk � t1w &,)( �� E������

4$7 (ii)$ %�����0 �3�< t1tk+1 � w '1���� tk+1 � t1w &,)( �� (iii) �� �	
�� &�>

�����$ 2'���� a = t2 · · · tk0 b = tk+10 c = t1w ��
 �3���,8���� � E���� 4$7

(i) '1���� ,
 t2 · · · tk+1 � t1w$ %���'�(�0 t1 · · · tk+1 � w &,)( �� E������

4$7 (ii)$

6
� �� ���	��+���� �� 
�1��
��, )
� � �����0 �������<�� ,
 �3�<

t2 · · · tk+1 � t1w ,� lT (t1w) = lT (t2 · · · tk+1) + lT (tk+1 · · · t2t1w)$ ���	<��>

��0 lT (w) − 1 = k + lT (w) − lT (t1 · · · tk+1) &,)( �� ���)()
��� ����'��(�

��
 �� )�)��,�� ,
 t1 · · · tk+1 � w$ A��� lT (t1 · · · tk+1) = k + 1 ��
 ��,

�&��&�����
 �� ��,	�
+�$

C�������8���� �� ���
�,�
�� R : Φ≥−1 → Φ≥−1 ��

R(α) =

{
γ−1(α) �� α 
∈ Π+ ∪ (−Π−)
−α �� α ∈ Π+ ∪ (−Π−),

.4$;/

��� ������� ��� ����)��3� 5$7$7$ A��(� ���3'���� ��� ����)��3� !$90 )
�

���� ��8� α ∈ Φ≥−1 ���8���� �� $
�� d(α) �� α (� �� �&�1
�� ��'��
�

d )
� �� ����� � Rd(α) ����
 ����
�� ��&� ��8�$ ���3���� d(α) = 0 �� ��


�,��� �� � α ����
 ����
�� ��&� ��8�$

�&'����� �� �1'�� .4$ / ��
 �� ��������� ��� �� ���&�����0 	
>

��
������� ,
 � �&
�� 	
��+� .4$#/ �� ���,&�� (� �1�	,� ��
��� �
8��

Φ≥−1 ������ �� )��3�� (� �+��-

−Π− < Π+ < γ(−Π−)︸ ︷︷ ︸
d=1

< γ(Π+) < γ2(−Π−)︸ ︷︷ ︸
d=2

< γ2(Π+) < · · · <

< γ−1(−Π+) < Π− < −Π+.

.4$5"/

(�� .1��1

(i) �� α, β ∈ Φ+ �� d(α) < d(β) ���� α < β.

(ii) �� α ∈ Φ+� β ∈ Φ+ \ Π+ �� d(β) ≤ d(α) ���� R(β) < α�

������#�� �� (i) ����<��
 ��, �� .4$5"/ ���������� ,
 )
� 
� ��
�'�

��8�� � ����,� ��+���
 �<�3(�� �� �� �&
�� 	
��+� < . 6
� �� ���	��+���� �

(ii)0 �&'����� ,
 �3�< β ∈ Φ+\Π+ '1���� R(β) = γ−1(β) ��
 '�
 d(R(β)) =

d(β) − 1. A��� d(R(β)) < d(α) ��
 ������� R(β) < α &,)( �� (i).

������#� ��� 1���"���	 :�), ��'��
 �� 	��+���� ,
 � σ ⊆ Φm
≥−1 ����


�&���� �� ∆m(Φ) �� ��
 �,��� �� wσ = wσ+wσm · · ·wσ1wσ− � γ ��
 lT (wσ) =



���� 	�������� ��� 
��������� �������� 5";

|σ|$ 2������� ,
 � σ ⊆ Φm
≥−1 ����
 �&���� �� ∆m(Φ) �� ��
 �,��� �� ����

	<� ��8�� ��,� �� σ ����
m>�����'�$ ��1��
8,���� ,
 �
 ��8�� αi, βj ∈ Φm
≥−1

����
 m>�����'� �� ��
 �,��� �� ��������
 '�� ��, � ������(-

(i) i = j ��
 ��� α < β ��
 1 
= rβrα � γ, ��� β < α ��
 1 
= rαrβ � γ,

(ii) βj ∈ Φm
>0, i = 1 ��
 ��� α1 ∈ (−Π+)1 ��
 1 
= rαrβ � γ, ��� α1 ∈ (−Π−)1

��
 1 
= rβrα � γ,

(ii′) αi ∈ Φm
>0, j = 1 ��
 ��� β1 ∈ (−Π+)1 ��
 1 
= rβrα � γ, ��� β1 ∈ (−Π−)1

��
 1 
= rαrβ � γ,

(iii) αi, βj ∈ Φm
>0, ��
 ��� i < j ��
 1 
= rβrα � γ, ��� j < i ��
 1 
= rαrβ � γ.

��, � E���� 4$;0 �� γ ��� �'�� �� w, ��
 �� �������( 
�1��
��, ����<��


,
 � σ ⊆ Φm
≥−1 ����
 �&���� �� ∆m(Φ) �� ��
 �,��� �� wσ � γ ��
 lT (wσ) =

|σ|.
6
� �� ��,	�
+� �� 
�1��
���< ��(��<�� αi, βj ∈ Φm

≥−1. �� i = j ,�0

)
� �� 
��	������ �� � (i), �������� ��, �� ��
��, !$7 ,
 ��8�� �� 
	���

1������ ����
 m>�����'� �� ��
 �,��� �� ����
 �����'� �� �� �� 1�(��
��

'���
�$ �,� � 
��	������ �������
 ��, � E���� 4$ (i). �� α1 ∈ (−Π)1 ��


β ∈ Φm
>0 ,�0 )
� �� 
��	������ �� � (ii), ��������� ,
 �
 ��8�� α1 ∈ (−Π)1

��
 βj ∈ Φm
>0 ����
m>�����'� �� ��
 �,��� �� �
 α ∈ −Π, β ∈ Φ+ ����
 �����'�

�� �� �� 1�(��
�� '���
� .2������ 5$# (ii) ��
 !$ (ii)/$ �3�< �
 ��8�� ��−Π+

.−Π−/ 	
�	'1���
 .����)�<��
/ 
� ��8�� �� Φ+0 ,� � 
��	������ ����
 �����

��, � E���� 4$ (i). A���
� ��&&�)
��, ���&����<�� ��
 )
� �� 
��	������ ��

� (ii′).

�'&��0 ����'���� ,
 αi, βj ∈ Φm
>0. 6
� �� 
��	������ �� � (iii), &,)(

���������0 ��(��<�� �,�� �� �����(�� i < j. ��1
�� ����'���� ,
 d(α) <

d(β) ��� α < β ��, � E���� 4$5" (i). :� ���� �� �����(��0 �
 ��8�� αi, βj

����
 m>�����'� �� ��
 �,��� �� �
 α, β ����
 �����'�$ ��, � E���� 4$ (i)

'1���� ,
 �
 ��8�� α, β ����
 �����'� �� ��
 �,��� �� 1 
= rβrα � γ0 ��� ����


��, ��� �'&����$ :�� ���'1�
� ����'���� ,
 d(α) ≥ d(β) ��,� �
 αi, βj

����
 m>�����'� �� ��
 �,��� �� �
 α0 R(β) ����
 �����'�$ �
��������� 	<�

���
����
�-

���3*'$#, �< α ∈ Φ+ ��
 β ∈ Π+$ ��, � .5$ / '1���� ,
 R(β) =

−β ∈ −Π+ ��
 �3�< �
 ��8�� �� Φ+ ����)�<��
 ���� �� −Π+0 '1���� ,


α < R(β)$ E,)( �� E������ 4$ (i) �
 ��8�� α,R(β) ����
 �����'� �� ��


�,��� �� 1 
= rR(β)rα � γ$ �3�< rR(β) = r−β = rβ ,� �
 α,R(β) ����


�����'� �� ��
 �,��� �� 1 
= rβrα � γ0 ��� ����
 ��, ��� �'&����$

���3*'$#, �< α ∈ Φ+ ��
 β ∈ Φ+\Π+$ �3�< d(β) ≤ d(α) '1���� ,


R(β) < α &,)( �� E������ 4$5" (ii). ��, � E���� 4$ (i) '1���� ,
 �




55" 
���	�	�� �� �������� ���������	��� �������

��8�� α,R(β) ����
 �����'� �� ��
 �,��� �� 1 
= rαrR(β) � γ. 2'���� α = ρi0

β = ρj �� i ≥ 0 ��
 j ≥ r + 1 ��
 �������<�� ,
 R(ρj) = γ−1(ρj) = ρj−n

�+A ��
���< �� R ��
 &,)( �� E������ 4$=$ A%1���� 1 
= rαrR(β) � γ ⇔
1 
= rρirR(ρj) � γ ⇔ 1 
= rρirρj−n � γ ⇔ µ(ρi) · ρj−n = 0 ⇔ µ(ρj) · ρi = 0 ⇔
1 
= rρj rρi � γ ⇔ 1 
= rβrα � γ &,)( (� E����(� 4$ (ii) ��
 4$#$ :������

�
 α,R(β) ����
 �����'� �� ��
 �,��� �� 1 
= rβrα � γ ��
 '�
 �&��&������


� ��,	�
+�$

"�" EL�%����($ �� ('��
���� �������

	
� NCm(γ)

:� ���� �� ����)��3� ���
)��3���� �� EL>��
)��3� �� ����� � ���
��� 	
>

���)�'�� �<��&� NCm(γ) �&�������� ��, � NC(γ). %�����0 �+�)�<�� ��

�1'�� (� 3�
������ �&���	(� ���� �� EL>��
)��3�� �� 
� �&���'� ��

∆m
+ (Φ). � 
	'� �� EL>��
)��3�� 	,���� ��, �� Armstrong .�&$ ?50 ����>

)��3�� 7$#@/$

�3�< � NC(γ) ��
	'1��
 EL>��
)��3� ,� � �	
� 
�1<�
 ��
 )
� � NC(γ)m

&,)( �� ��,���� 4$9$ %�����0 �3�< � NCm(γ) ����
 
	��	�� �� NC(γ)m

,� �����<�� �� ���
�������� �� EL>��
)��3� �� 	��'��� �� ����$ �

EL>��
)��3� �� ����� � NCm(γ) �&�������� ��, � NC(γ)m ����
 � �+��$ ��

(w1, . . . , wm)→(w′
1, . . . , w

′
m) �� NCm(γ) ,� ����1�
 ����
� 1 ≤ i0 ≤ m '>

�
� ��� wi = w′
i )
� ,&� � 1 ≤ i 
= i0 ≤ m ��
 wi0 ≤ w′

i0 = wi0 ti0 )
� ����
�

����&��� ti0 ��� W $ %�
)��3���� �� ���� (w1, . . . , wm)→(w′
1, . . . , w

′
m) ��

(1, . . . ,1, ti0 ,1, . . . ,1) ,��� � ti0 �������
 ��� i0>��� �����)�'�� ��


�����8���� ��� �� ��
)��3� �� NCm(γ) &����"� A%�( Λ � �<��&� (�

	
���)�'�(� m>�	(� (1, . . . , rα, . . . ,1) ,��� rα ����
 � ����&��� ��� ��
�>

�
1�� �� ��8� α. :<�3(�� �� �� .4$4/0 	
������� �&
�� � ��
1��� �� Λ

��(�����

(1, . . . , rα, . . . ,1) ≤ (1, . . . , rα′ , . . . ,1) .4$55/

�� �� ����&��� ��� i>��� ��
 i′>��� �����)�'��0 �����
1�0 �� ��
 �,���

��
i = i′ ��
 α ≤ α′ �

i > i′.

�� �������( ��� �	�)�<� �� ��,&���� ���'&����$ :���
������ ,
 �

��,&���� ��,��� ����
 �'��� ��,� 
�1��,���� ����&'����� ?50 2������

7$#$!@0 ��)����
�'�� ,
 � ���
��� 	
���)�'�� �<��&� NCm(γ) ∪ {1̂} (� m>

��
����� �� 	
�����<���(� 	
�������(� �� ����� '1���� �����'��
 ��
 �

�')
�� ��
1��� 1̂ ����
 EL>���3&�
��
��$
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���' #, .1�1 �� �� Λ �!�� �����	 ���������� ���	 ��� .4$55/ ���� � &����"

�����&" ��� NCm(γ) �!�� EL������&"�

%�,����� �,1�� ��� ����
 �� ���1������� 
� 3�������� ��)
�
�'� �&���	��

(� 	
�����(� [0̂, w] �� NCm(γ) �� �&���'� ����
(� �������&�)��(� ��

∆m
+ (Φ). 6
� ���� w = (w1, . . . , wm) ∈ NCm(γ) ���8���� � ∆m

+ (w) (� �

���),���� ����<��&�)�� �� ∆m
+ (Φ) �� �<��&� ����3�� � �<��&� (� 1�>

(��
��'�(� ��
��� �
8�� αi ∈ Φm
>0 )
� 
� ������ rα � wm−i+1. ��, �

)�)��,� ,
 �
 ��8�� 
	��� 1������ ��� ����
 m>�����'� ����
 ������ �����'�

�� � �� 1�(��
�� '���
� ��
 &,)( (� E����(� 4$ (i) ��
 4$;0 �������������

,
 � ∆m
+ (w) ����
 � �����&��
�, �<��&�)�� �� ������ �
 �&���'� ����
 �

�<��&� σ ⊆ Φm
>0 �� (wσm , . . . , wσ1 ) � (w1, . . . , wm), 	�&�	� ��� )
� � �����


�1<�
 wσi � wm−i+1 )
� ���� 1 ≤ i ≤ m. �� �<��&�)�� ∆m
+ (w) ����
 
�,���3�

�� �� �����&��
�� �<�	��� (� ∆+(wi) 1 ≤ i ≤ m0 ��
 ������� ����
 �)�,

	
�����(� rk(w) − 1$

2�(��<�� w = (w1, . . . , wm) ∈ NCm(γ) �� rk(w) = k ��
 )��3���� 0̂ =

(1, . . . ,1)$ �� � C ����
 ��� 3������� ��)
�
�� �&���	� �� [0̂, w] ,�0 �� ����


� ��
)��3'� ����� ��0 �����<�� �� �� 	
���������� �� m ����� Ci (1 ≤
i ≤ m) (� �+��$ ���8���� � Ci �� ����
 � ������'�� ����&���	� �� C �� ������

�
 ��
)��3'� '1��� ��� ����&��� ��� i>��� �����)�'��$ %���'�(�0 &,)(

�� )����
��� 	
��+�� .4$55/0 � C ����
 � �&���	� ��� ��������� �����'����


� Ci )����
�� � ��� ��� �� �&&�0 +��
����� ��, �� C1 ��
 ���&�)����

��� Cm. :� ���'1�
� ��(��<�� � ����<��&� �� Φ+

σ(Ci) = {α ∈ Φ+ : � (1, . . . , rα, . . . ,1) ����
 ��
)��3� ����� �� Ci} =

{α ∈ Φ+ : � (1, . . . , rα, . . . ,1) ����
 ��
)��3� ����� �� C
�� rα ��� i>��� �����)�'��},

)
� 1 ≤ i ≤ m$ A%�( wσ(Ci) � )
�,���� (� ����&���(� ��� ��
�>

�
1�<� �
� ��8�� �� σ(Ci) �� 3������� ��
�� (� ���� �� �&
�� 	
��+�

.4$#/$ E,)( �� .4$55/0 ��� ����
 � ��
�� �� �� ����� �
 ����&���
� ��'�

��3���8���
 �
� ��
)��3'� ����� �� Ci. %���'�(� wσ(Ci) = wi ��
 �������

(wσ(C1), . . . , wσ(Cm)) ∈ NCm(γ)$ E,)( �� 2�(������ 4$50 �� 1�(���8����


� ��8�� �� ���� σ(Ci) ��m−i+1 ��������� ��� �&���� �� ∆m
+ (Φ) ��
 �
	
�,���

�� ∆m
+ (w)$

��
��,3(�0 '�( σ ��� �&���� �� ∆m
+ (w) ��� wσm−i+1 = wi )
� ����

1 ≤ i ≤ m$ 2�(��<�� � �<��&�

Λσ := {(1, . . . , rα, . . . ,1) �� rα ��� i>��� �����)�'��- α ∈ σm−i+1, 1 ≤ i ≤ m}

��
 	
������� � ��
1��� �� �� 3������� ��
�� (� ��,� �� .4$55/$ :� ���'>

1�
� ��������8���� ���)()
�� ��� 3������� �&���	� Cσ �� 	
����� [0̂, w]
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���	�	�� �� �������� ���������	��� �������

�� NCm(γ) (� �+��$ ���� ��
1��� �� C ����
 � (1, . . . ,1). A%�( ��� ,


'1���� ���
 � k+ 1 ���� ��
1��� �� Cσ 1���
����
���� � k ���� .�� ��

)����
�� 	
��+� .4$55/) ��
1��� �� Λσ. �� � (k+1)>��, ��
1��� �� Cσ ��>

��
 � (u1, . . . , um) ��
 � (k+1)>��, ��
1��� �� Λσ ����
 � (1, . . . , rαj , . . . ,1)

�� rαj ��� j>��� �����)�'��0 ,� � (k + 2)>��, ��
1��� �� �&���	��

Cσ ����
 � (1, . . . , uj−1, rαjuj , uj+1, . . . ,1).

� ����%�� .1�1 2�(��<�� � �<���� �
8�� Φ = A5 ��
 m = 3 ��
 ���>

8���� �� ���	�WA5 �� �� ���	� ����'��(� S6. ��� ��)����
�'��0 �� α ∈ Φ+

,� � ����&��� rα (� ���� � ���������	� ����� �� α 	�� ��� R6 ��
���>

�'���� '�� 8�<)�� �����)�'�(�0 '�( 
� i ��
 j, ��
 ,� ���8���� �� rα

�� �� ��
������� (ij).

�
�1(��8���� 
� ��&'� ��8�� �� Π+ = {σ1, σ2, σ3} ��
 Π− = {σ4, σ5} '�


��� rσ1 = (12), rσ2 = (36), rσ3 = (45), rσ4 = (26) ��
 rσ5 = (35). �� 	
���'� �>

�
1���Coxeter �� ���� �� �����(�� ����
 � γ = (123456).:� :1��� 4$5 �&'>

����� ��� 3������� �&���	� C �� 	
������� [(1,1,1), ((46), (136), (12)(45))]

�� NC3(γ) ��
 �� 	
��'�
�� �� C �
� ����&���	�� C1, C2 ��
 C3. C��&�)�>

8���� ,
 rσ2+σ3+σ5 = (46), rσ1+σ2+σ4 = (13) ��
 ������0 �� ���� �� .4$ /0

,
 σ2 < σ1 + σ2 + σ4 ��
 σ1 < σ3. %1���� σ(C1) = {σ2 + σ3 + σ5}, σ(C2) =

{σ2, σ1 + σ2 + σ4}, σ(C3) = {σ1, σ3} ��
 wσ(C1) = (46), wσ(C2) = (13)(36),

wσ(C3) = (45)(12). �� ���� � 2������ 4$50 �3�< (wσ(C1), wσ(C2), wσ(C3)) ∈
NC3(γ) '1���� ,
 � �<��&� {(σ2 + σ3 + σ5)3, σ2

2 , (σ1 + σ2 + σ4)2, σ1
1 , σ

1
3} ����


�&���� �� ����&')���� ������ ∆3
+(Φ).

��
��,3(�0 �� ��(������� �� �&���� {(σ2+σ3+σ5)3, σ2
2 , (σ1+σ2+σ4)2,

σ1
1 , σ

1
3} �� ∆3

+(Φ) ,� Λσ = {((46),1,1), (1, (36),1), (1, (13),1), (1,1, (12)),

(1,1, (45))}. �
������� � ��
1��� �� ΛC �� 3������� ��
�� (� ����

�� .4$55/ ��������� 
� ��
)��3'� ((46),1,1) < (1, (13),1) < (1, (36),1) <

(1,1, (45)) < (1,1, (12)), ��, 
� ������ ������8��
 ����	
�� � �&���	� C ��

:1����� 4$5$

:���B�8���� � �������( ��� ��,&���� ��,���$

���' #, .1�1 ����� w = (w1, . . . , wm) ∈ NCm(γ) �� C �! &
!���� ������

���" ���!� ��� [0̂, w]� - ��������� � ���! ������� ��� C ���
⋃m

i=1 σ(Ci)m−i+1

�!�� �&������"���� ���#� ��� ������� ��� &
������� ���������� ���!���

��� [0̂, w] �� ��� ������� ��� ����� ��� ∆m
+ (w)�

���%#� .1�1 �� ������ ��� &
������� ���������� ���!��� ��� NCm(γ)

�!�� �� �� ���	 �� �� ��! ������� ! �� �� ������ ��� ����� ��� ∆m
+ (Φ)�

������#�� �� �<��&� (� 3�
������ ��)
�
��� �&���	(� �� NCm(γ) ����


� +'�� '�(�� (� ���,&(� '�
(� �&���	(� ���� 	
������� [0̂, w] �� rk(w) =
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(1, 1, 1)

((46), 1, 1)

((46), (13), 1)

((46), (136), 1)

((46), (136), (45))

((46), (136), (45)(12))

C1

C2

C3

((46),1,1)

(1, (13),1)

(1, (36),1)

(1,1, (45))

(1,1, (12))

:1��� 4$5-

n$ %�
�&'��0 � �<��&� (� �	��� �� ∆m
+ (Φ) ����
 � +'�� '�(�� �� ���,&��

(� �	��� (� ∆m
+ (w) ,��� rk(w) = n$ �,� � 
�1��
��,� ��� ����<��
 ��,

�� ��,��� 4$!$

������ ������ �� ���&���<��
 � �,�
��� 4$5 �� ��,&���� ����	�
)��$

� ����%�� .1�1 2�(��<�� � �<���� �
8�� A2 �� ��
�'� ��8�� σ10 σ2 ��


α = σ1 + σ20 ,��� �
 σ1, σ2 ����
 ��&'� ��8��$ 2'���� Π+ = {σ1}0 Π− = {σ2}
��� σ1 < α < σ2$ ����8���� � ��
1��� �� ���	�� ����&���(� WA2 ��


� ����'��
� �� S3. :
� ��8�� σ1, σ2 ��
 α ��
��
1�<� �
 ��
����'��
�

rσ1 = (12)0 rσ2 = (23) ��
 rα = (13)$ �� 	
���'� ��
1��� Coxeter �� ���� ��

�����(�� ����
 � γ = (123)$ :� :1��� 4$! �&'����� � 3��
�� ��
)��3� ��

NC2(γ). �� �<��&� (� ��)
�
��� 3�
������ �&���	(� �� NC2(γ) �������


�� ��3
���������� ��
��
1�� �� � �<��&� (� ��
��� ������0 ,�(� 3�����


��
 ��� ������( ������$
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(1,1)

(1,(23))(1,(12))(1,(13)) ((23),1) ((12),1) ((13),1)

((123),1)((23),(13))((13),(12))((12),(23))( 1,(123))

(1,(23))
(1,(12))

(1,(13)) ((23),1)

((12),1) ((13),1)

(1,(13))

(1,(23))

(1,(12))

((12),1)

((13),1)
(1,(23))

((23),1)

(1,(13))

((13),1)

(1,(12))

((23),1)

((12),1)

:1��� 4$!- � 3��
�� EL>��
)��3� �� NC2((123)) )
� Φ = A2$ �
 3��������
�&���	�� ���
����8���
 �� ����
��$

%�
)��3'� ����� 3�
������ �&���	(� ��
�� �����

(1, (23))→(1, (13)) σ1
2 , α

1

(1, (13))→(1, (12)) α1, σ1
1

((23),1)→(1, (13)) σ2
2 , α

1

((23),1)→((13),1) σ2
2 , α

2

((12),1)→(1, (23)) σ2
1 , σ

1
2

((13),1)→((12),1) α2, σ2
1

((13),1)→(1, (12)) α2, σ1
1

(�� .1��1 �� w = (w1, . . . , wm) ∈ NCm(γ) ���� � ��
��	 (−1)rk(w)µ(0̂, w)

�!�� !��	 �� �� ��"
�	 ��� ����� ��� ∆m
+ (w).

������#�� %���
 )�(�, ,
 � �������� Möbius �� ���� 	
����� [a, b] ��,�

EL>���3&�
��
��� ���
��� 	
���)�'��� ���,&�� ����
 ��� �� (−1)rk(b)−rk(a)

��� � �&���� (� ��)
�
��� 3�
������ �&��
	�� �� [a, b] ? #0 ����)��3��

7$57@$ %3���,8���� ��, ��� �����(�� ��� �� a = 0̂ ��
 b = w0 ��������� ,


� (−1)rk(w)µ(0̂, w) ����
 ��� �� � �&���� (� 3�
������ ��)
�
��� �&���	(�

�� [0̂, w] � �����0 &,)( �� ��,���� 4$!0 ����
 ��� �� � �&���� (� �	���

�� ∆m
+ (w)$
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"�) &�����1 	 � ���	 	� F = M

A��(� ��
��������
 ��
 ��� ?440 ��,��� F(i)@0 )
� ��������'�� �������

�
8�� Φ ��
 Φ′ 
�1<�
 ,


F
(m)
Φ×Φ′(x, y) = F

(m)
Φ (x, y) · F (m)

Φ′ (x, y).

%�����0 ��, �� ��&&��&��
��
�,�� �� ��������� Möbius ? #0 ��,���

7$=$!@0 � �������( �1'�� 
�1<�
 ��
 )
� � M >��)(��$ %���'�(�0 ����� ��

���	��+���� � 2������ 4$! ��� �����(�� ,��� � Φ ����
 ���)()�$

�� h>��&������ ��,� �3����'��� (n−1)>	
����� �����&��
��< ����&')>

���� ∆ ���8��
 (�

h(∆, y) =
n∑

i=0

fi(∆)yi(1 − y)n−i,

,��� fi(∆) ����
 � �&���� (� �&����� �� ∆ 	
�����(� i−1$ � �<�	����� ���

�&����� σ �� ∆ ����
 � �3����'�� �����&��
�, �<��&�)�� lk∆(σ) = {τ \ σ :

σ ⊆ τ ∈ ∆}. A��(� '1���� �	� ���3'��
0 ��)�������� �� ������ �� ?50 :1���

7$4@ ��
 � ?7#0 2������ 5"$!@ 	
��
������� ,
 )
� ���� ���)()� �<����

�
8�� Φ � h>��&������ �� ∆m(Φ) �������
 �� � ��&������ ��
���� �+�(�

�� NCm(γ)0 	�&�	�

h(∆m(Φ), y) =
∑

w∈NCm(γ)

yrk(w).

�� ������( &���� �� 1���
����
���� ,�(� �� ?#@$ 6
� ���� ��&� ��8�

α ∈ Π �����&�8���� �� Φα � ������&
�, �<���� �
8�� � ����� ���������

'������ � Φ �� � )����
�� ���� �� Π \ {α}$

(�� .1��1 ����� Φ �� ������ ������ ������ α ∈ Π �� σ ⊆ Φm
≥−1�

(i) �� σ ∈ ∆m(Φ) ���� �� ��� ��� −α ∈ σ � �� ����� � σ \ {−α} ∈ ∆m(Φα)�

(ii) .� ��
� β� ∈ Φm
>0 ���� �� i ������ ���� Ri

m(β�) ∈ (−Π)�

(iii) σ ∈ ∆m(Φ) � �� ����� � Rm(σ) ∈ ∆m(Φ)�

������#�� �� (i) ����<��
 �<��&� ��, � ?7#0 2������ !$#@$ �� (ii)

����<��
 ��, �� ��
��, !$4 ��
 � )�)��,� ,
 )
� ���� β ∈ Φ+ ����1�


����
� j '�
� ��� Rj(β) ∈ (−Π) ?4"0 ����)��3�� 7@$ �'&��0 � (iii) ����


3����, ��� � 2������ !$ (i).

:���1�8���� �� ����
� �1�
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yrk(α).
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1 b1, . . . , a
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