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ÊåöÜëáéï 1�ñüëïãïòÓ�çí ðáñïýóá äéðëùìá�éêÞ åñãáóßá áó÷ïëïýìáó�å ìå óõíäõáó�éêÜ ðñïâëÞìá�á. ÇÓõíäõáó�éêÞ åßíáé Ýíáò êëÜäïò �ùí Ìáèçìá�éêþí ðïõ Üñ÷éóå íá áíáð�ýóóå�áé ó�éòáñ÷Ýò �ïõ 20ïõ áéþíá, ðáñÜëëçëá ìå �çí áíÜð�õîç �çò åðéó�Þìçò �çò �ëçñïöïñéêÞò.Ìå�Ü �á ìÝóá �ïõ 20ïõ áéþíá, �á ðñïâëÞìá�á ðïõ áí�éìå�ùðßæåé ç Óõíäõáó�éêÞ êáéïé �å÷íéêÝò ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýí�áé óå áõ�Þ ó÷å�ßæïí�áé Üìåóá ìå ðñïâëÞìá�á êáé �å-÷íéêÝò ðïõ óõíáí�þí�áé óå Üëëïõò êëÜäïõò �ùí Èåùñç�éêþí Ìáèçìá�éêþí, üðùò çÁëãåâñéêÞ Ôïðïëïãßá, ç ÁëãåâñéêÞ �åùìå�ñßá, ç Ìå�áèå�éêÞ ¢ëãåâñá êáé ç ÈåùñßáÁíáðáñáó�Üóåùí. ¸íá ðáñÜäåéãìá áõ�Þò �çò áëëçëåðßäñáóçò èá ðáñïõóéÜóïõìå óåáõ�Þ �çí åñãáóßá.Ç ìåëÝ�ç ìáò èá ðåñéó�ñáöåß ãýñù áðü ìéá óõíäõáó�éêÞ áíáëëïßù�ç, �ï ÷áñáê�ç-ñéó�éêü ðïëõþíõìï, ðïõ ó÷å�ßæå�áé ìå ðáñá�Üãìá�á õðåñåðéðÝäùí óå ãñáììéêïýò ÷þ-ñïõò. Ïñßæå�áé ìÝóù �ïõ óõíüëïõ �ïìþí �ïõ ðáñá�Üãìá�ïò õðåñåðéðÝäùí êáé �çòóõíÜñ�çóçò M�obius ó�ï ìåñéêþò äéá�å�áãìÝíï áõ�ü óýíïëï. Ó�ü÷ïò åßíáé íá äïýìå �éðëçñïöïñßåò ìðïñåß íá ìáò äþóåé áõ�Þ ç óõíäõáó�éêÞ áíáëëïéþ�ç ãéá �á ðáñá�Üãìá�áõðåñåðéðÝäùí.Ó�ï ÊåöÜëáéï 2 èá ïñßóïõìå êÜðïéåò âáóéêÝò Ýííïéåò ðïõ èá ÷ñåéáó�ïýìå, Ý�óé þó�åíá åßíáé åöéê�Þ ç êá�áíüçóç �ïõ êåéìÝíïõ êáé ãéá �ïõò áíáãíþó�åò ðïõ äåí åßíáé åîïé-êïéùìÝíïé ìå óõíäõáó�éêÝò ìåèüäïõò. Ó�ï ÊåöÜëáéï 3 áó÷ïëïýìáó�å áðïêëåéó�éêÜìå õðåñåðßðåäá óå ðñáãìá�éêïýò ÷þñïõò. Ìå �ç âïÞèåéá �ïõ ÷áñáê�çñéó�éêïý ðïëõù-íýìïõ õðïëïãßæïõìå �ï ðëÞèïò �ùí óõíåê�éêþí óõíéó�ùóþí ðïõ äçìéïõñãïýí�áé áíáöáéñÝóïõìå �á õðåñåðßðåäá áðü �ï ÷þñï. Ó�ï ÊåöÜëáéï 4 áó÷ïëïýìáó�å ìå ðáñá-�Üãìá�á õðåñåðéðÝäùí ó�ï ÷þñï Cn êáé õðïëïãßæïõìå �éò ïìÜäåò óõíïìïëïãßáò �ïõóõìðëçñþìá�ïò �çò Ýíùóçò �ùí õðåñåðéðÝäùí. Åðßóçò ÷ñÞóéìåò ðëçñïöïñßåò ìáò äßíåé�ï ÷áñáê�çñéó�éêü ðïëõþíõìï êáé ãéá �éò ïìÜäåò Coxeter. Ó�ï ÊåöÜëáéï 5 âëÝðïõìå�ç ó÷Ýóç ðïõ Ý÷åé ìå �ïõò åêèÝ�åò �ùí ïìÜäùí Coxeter. ÔÝëïò ðáñïõóéÜæïõìå åðé-ãñáììá�éêÜ ìéá ìÝèïäï õðïëïãéóìïý �ïõ ÷áñáê�çñéó�éêïý ðïëõùíýìïõ.�ñéí ðñï÷ùñÞóïõìå ó�ï ðñïêåßìåíï, èåùñþ áðáñáß�ç�ï íá åõ÷áñéó�Þóù �ïí åðéâëÝ-ðïí�á �çò ðáñïýóçò åñãáóßáò, ê. ×.Á. ÁèáíáóéÜäç, ãéá �éò ÷ñÞóéìåò óõìâïõëÝò, �çíõðïìïíÞ êáé �çí åðéìïíÞ �ïõ ìÝ÷ñé íá ðÜñåé áõ�ü �ï êåßìåíï �çí �åëéêÞ �ïõ ìïñöÞ.3



ÊåöÜëáéï 2Âáóéêïß ïñéóìïß2.1 �áñá�Üãìá�á õðåñåðéðÝäùíÁñ÷éêÜ ïñßæïõìå �éò âáóéêÝò Ýííïéåò ðïõ èá ìáò áðáó÷ïëÞóïõí. Åñãáæüìáó�å ðÜíùóå ãñáììéêïýò ÷þñïõò ðåðåñáóìÝíçò äéÜó�áóçò. ¸ó�ù K óþìá. Ó�ïí Kn êáëïýìåáööéíéêü õðåñåðßðåäï �ï óýíïëï �ùí óçìåßùí x ðïõ éêáíïðïéïýí �çí åîßóùóç a ·x = b,üðïõ a ∈ Kn \ {0} êáé b ∈ K. ¸íá áööéíéêü õðåñåðßðåäï áðï�åëåß ãñáììéêü õðü÷ùñï�ïõ Kn ìüíï ü�áí b = 0. Åí�ïý�ïéò, áíåîáñ�Þ�ùò �çò �éìÞò �ïõ b, õðÜñ÷åé ìßá 1-1êáé åðß áðåéêüíéóç áðü �ï áööéíéêü õðåñåðßðåäï ó�ïí Kn−1 êáé ìÝóù áõ�Þò ìðïñïýìåðÜí�á íá ïñßóïõìå ãñáììéêÞ äïìÞ ó�ï áööéíéêü õðåñåðßðåäï.Ïñéóìüò 2.1 Ìéá ðåðåñáóìÝíç óõëëïãÞ A = {H1; H2; :::; Hk} áööéíéêþí õðåñåðéðÝ-äùí ó�ïí Kn êáëåß�áé ðáñÜ�áãìá õðåñåðéðÝäùí (hyperplane arrangement).Èá áó÷ïëçèïýìå êõñßùò ìå ðáñá�Üãìá�á õðåñåðéðÝäùí �á ïðïßá ïñßæïí�áé óå ðñáã-ìá�éêïýò Þ ìéãáäéêïýò ãñáììéêïýò ÷þñïõò. Ôá ïíïìÜæïõìå ðñáãìá�éêÜ Þ ìéãáäéêÜðáñá�Üãìá�á õðåñåðéðÝäùí áí�ßó�ïé÷á. Ó�ï �åëåõ�áßï êåöÜëáéï èá óõíáí�Þóïõìå êáéðáñá�Üãìá�á õðåñåðéðÝäùí ðïõ ïñßæïí�áé óå ãñáììéêïýò ÷þñïõò ðÜíù óå ðåðåñáóìÝíáóþìá�á.�áñáäåßãìá�á1. Ó�ïí Kn Ý÷ïõìå �ï ðáñÜ�áãìá õðåñåðéðÝäùí En = {Hi : i = 1; :::; n} ðïõ ðåñé-ëáìâÜíåé �ïõò Üîïíåò �ùí óõí�å�áãìÝíùí Hi = {x = (x1; x2; :::; xn) ∈ Kn : xi =
0}.2. ¸íá Üëëï ðáñÜ�áãìá õðåñåðéðÝäùí ó�ïí Kn åßíáé �ï An ðïõ ðåñéÝ÷åé �á õðåñå-ðßðåäá Hij = {x = (x1; :::; xn) ∈ Kn : xi = xj}; 1 ≤ i < j ≤ n. �éá ðáñÜäåéãìá,�ï A2 ðåñéÝ÷åé ìüíï �çí åõèåßá x1 = x2 ó�ïí R2 (âë. ó÷Þìá).
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Ïñéóìüò 2.2 ¸ó�ù A = {H1; :::; Hk} ðáñÜ�áãìá õðåñåðéðÝäùí ó�ïí Kn, üðïõ �ïHi ïñßæå�áé áðü �çí åîßóùóç ai · x = bi ãéá 1 ≤ i ≤ k. Ç äéÜó�áóç �ïõ ÷þñïõ ðïõðáñÜãïõí �á ai; 1 ≤ i ≤ k, êáëåß�áé �Üîç (rank) �ïõ A êáé óõìâïëßæå�áé ìå rank(A).Áí ç �Üîç �ïõ A åßíáé ßóç ìå n, �ü�å �ï ðáñÜ�áãìá êáëåß�áé ïõóéþäåò (essential).Ôï ðáñÜ�áãìá En, üðùò ïñßó�çêå ó�ï �áñÜäåéãìá 1, åßíáé ïõóéþäåò. Áí�éèÝ�ùò �ïðáñÜ�áãìá An, üðùò �ï ïñßóáìå ó�ï �áñÜäåéãìá 2, äåí åßíáé ïõóéþäåò áöïý ç �Üîç�ïõ åßíáé n− 1.2.2 Ìåñéêþò äéá�å�áãìÝíá óýíïëá�éá íá ìåëå�Þóïõìå �á ðáñá�Üãìá�á õðåñåðéðÝäùí, èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå óáí åñãáëåßï�á ìåñéêþò äéá�å�áãìÝíá óýíïëá.Ïñéóìüò 2.3 ¸íá ìåñéêþò äéá�å�áãìÝíï óýíïëï (poset) (P;≤) åßíáé Ýíá óýíïëï Pìå ìéá ìåñéêÞ äéÜ�áîç, äçëáäÞ ìéá äéìåëÞ ó÷Ýóç ≤ ìå �éò åîÞò éäéü�ç�åò: (i) x ≤ x(áíáêëáó�éêÞ éäéü�ç�á), (ii) áí x ≤ y êáé y ≤ x, �ü�å x = y (áí�éóõììå�ñßá) êáé(iii) áí x ≤ y êáé y ≤ z, �ü�å x ≤ z (ìå�áâá�éêü�ç�á) ãéá üëá �á x; y; z ∈ P .Èåùñïýìå ü�é �ï y åßíáé ìéêñü�åñï áðü �ï x (y < x) áí y ≤ x êáé y 6= x. ËÝìå ü�é �ï xêáëýð�åé �ï y áí y < x êáé äåí õðÜñ÷åé z ∈ P �Ý�ïéï þó�å y < z < x. Ó�ï äéÜãñáììáHasse åíüò ìåñéêþò äéá�å�áãìÝíïõ óõíüëïõ P ðáñéó�Üíå�áé ìå êïñõöÞ êÜèå ó�ïé÷åßï�ïõ P , üðïõ ç êïñõöÞ ðïõ áí�éó�ïé÷åß ó�ï x �ïðïèå�åß�áé ðéï øçëÜ áðü �çí êïñõöÞðïõ áí�éó�ïé÷åß ó�ï y áí y < x, êáé ðáñéó�Üíå�áé ìå áêìÞ ðïõ åíþíåé �á x êáé y êÜèåó÷Ýóç êÜëõøçò ìå�áîý �ùí x êáé y. Áí ó�ï ìåñéêþò äéá�å�áãìÝíï óýíïëï õðÜñ÷åéåëÜ÷éó�ï ó�ïé÷åßï, �ü�å óõìâïëßæå�áé ìå 0̂. ÄçëáäÞ Ý÷ïõìå 0̂ ≤ x ãéá êÜèå x ∈ P .Áí�ßó�ïé÷á, áí õðÜñ÷åé ìÝãéó�ï ó�ïé÷åßï, óõìâïëßæå�áé ìå 1̂.�éá n ∈ N ÷ñçóéìïðïéïýìå �ï óõìâïëéóìü [n] := {1; 2; :::; n}.�áñáäåßãìá�á1. Ôï óýíïëï �ùí õðïóõíüëùí åíüò óõíüëïõ åßíáé Ýíá ìåñéêþò äéá�å�áãìÝíï óýíïëïìå �ç ó÷Ýóç �ïõ åãêëåéóìïý. Áí �ï óýíïëï ìáò åßíáé �ï [n], �ü�å óõìâïëßæïõìåìå Bn �ï ìåñéêþò äéá�å�áãìÝíï óýíïëï ðïõ ðåñéÝ÷åé �á õðïóýíïëá �ïõ [n] ìå �ç5



äéÜ�áîç �ïõ åãêëåéóìïý.
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Ôï äéÜãñáììá Hasse �ïõ B22. Ôï óýíïëï �ùí äéáìåñßóåùí åíüò óõíüëïõ åßíáé Ýíá ìåñéêþò äéá�å�áãìÝíï óýíïëïìå �ç ó÷Ýóç ≤ íá ïñßæå�áé ùò x ≤ y áí �ï x åßíáé åêëÝð�õíóç �ïõ y, äçëáäÞ áíêÜèå ìÝñïò �ïõ x ðåñéÝ÷å�áé óå êÜðïéï ìÝñïò �ïõ y.Ôï ðáñÜäåéãìá ðïõ ìáò åíäéáöÝñåé Üìåóá ùò ìåñéêþò äéá�å�áãìÝíï óýíïëï åßíáé �ïóýíïëï �ïìþí åíüò ðáñá�Üãìá�ïò õðåñåðéðÝäùí. ¸ó�ù A = {H1; :::; Hk} ðáñÜ-�áãìá õðåñåðéðÝäùí ó�ïí Kn. Ïñßæïõìå óáí óýíïëï �ïìþí �ïõ A �ï óýíïëï L(A) =
{∩i∈IHi : I ⊆ [k]}. Ó�ï L(A) ïñßæïõìå ìåñéêÞ äéÜ�áîç ìÝóù �ïõ áí�ßó�ñïöïõ åãêëåé-óìïý, äçëáäÞ x ≤ y áí y ⊆ x. Ôï óõíïëï äåéê�þí I ìðïñåß íá åßíáé �ï êåíü óýíïëï.Êá�Ü óõíÝðåéá, ï Kn áíÞêåé ó�ï L(A) êáé �ï ìåñéêþò äéá�å�áãìÝíï óýíïëï L(A) Ý÷åéðÜí�á åëÜ÷éó�ï ó�ïé÷åßï, �ïí Kn.�áñáäåßãìá�á1. Áí En = {{xi = 0} : 1 ≤ i ≤ n}, �ü�å L(En) = {{xi = 0 : i ∈ S} : S ⊆ [n]} êáé

{xi = 0 : i ∈ S1} ≤ {xi = 0 : i ∈ S2} áí êáé ìüíï áí S1 ⊆ S2. ¢ñá �ï óýíïëï�ïìþí �ïõ En �áõ�ßæå�áé óáí ìåñéêþò äéá�å�áãìÝíï óýíïëï ìå �ï Bn.2. ¸ó�ù A �ï ðáñÜ�áãìá õðåñåðéðÝäùí ó�ïí R2 ðïõ ðåñéÝ÷åé �éò åõèåßåò �ïõ ó÷Þ-ìá�ïò:
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Áí �ï A = {H1; :::; Hk} äåí åßíáé ïõóéþäåò, �ü�å õðÜñ÷åé Ýíá ðáñÜ�áãìá, �ï ïðïßï Ý÷åééóüìïñöï óýíïëï �ïìþí ìå �ï A êáé åßíáé ïõóéþäåò. ¸ó�ù ü�é �ï A åßíáé ðñáãìá-�éêü Þ ìéãáäéêü ðáñÜ�áãìá êáé ü�é êÜèå Hi ïñßæå�áé áðü �çí åîßóùóç ai · x = bi ãéá
1 ≤ i ≤ k. Êáëïýìå X �ï ãñáììéêü ÷þñï ðïõ ðáñÜãïõí �á ai; 1 ≤ i ≤ k. Õðü áõ�Ýò�éò óõíèÞêåò, �ï AX = {H ∩X : H ∈ A} åßíáé ïõóéþäåò êáé Ý÷åé éóüìïñöï óýíïëï�ïìþí ìå �ï A. �éá ðáñÜäåéãìá, �ï ðáñÜ�áãìá An = {{xi = xj} : 1 ≤ i < j ≤ n},üðùò åßðáìå ðéï ðÜíù, äåí åßíáé ïõóéþäåò áëëÜ ï ðåñéïñéóìüò �ïõ ó�ïí ãñáììéêü õðü-÷ùñï {x = (x1; :::; xn) ∈ Kn : x1+x2+· · ·+xn = 0} �ïõ Kn åßíáé ïõóéþäåò ðáñÜ�áãìá.�éá �ï õðüëïéðï �çò åíü�ç�áò áõ�Þò, èá åîå�Üóïõìå êÜðïéåò éäéü�ç�åò �ùí ìåñéêþòäéá�å�áãìÝíùí óõíüëùí ðïõ èá ìáò åßíáé ÷ñÞóéìåò ó�ç óõíÝ÷åéá.Ôï êëåéó�ü äéÜó�çìá [x; y] óå Ýíá ìåñéêþò äéá�å�áãìÝíï óýíïëï P ïñßæå�áé ùò [x; y] =
{z ∈ P : x ≤ z ≤ y}. Ôï óýíïëï �ùí êëåéó�þí äéáó�çìÜ�ùí �ïõ P óõìâïëßæå�áé ìåInt(P ).Ïñéóìüò 2.4 ¸ó�ù P Ýíá ðåðåñáóìÝíï ìåñéêþò äéá�å�áãìÝíï óýíïëï. Ïñßæïõìå �çóõíÜñ�çóç M�obius �ïõ P , � : Int(P ) → Z, áíáäñïìéêÜ ùò åîÞò:�([x; y]) =

{

1; x = y
−

∑x≤z<y �([x; z]); x < y:ÓõíÞèùò áí�ß ãéá �([x; y]) ãñÜöïõìå �(x; y). Åðßóçò, áí �ï P Ý÷åé åëÜ÷éó�ï ó�ïé÷åßï,�ü�å ãñÜöïõìå �(x) áí�ß ãéá �(0̂; x).Éóïäýíáìá, ç óõíÜñ�çóç M�obius �ïõ P ïñßæå�áé ùò ç ìïíáäéêÞ óõíÜñ�çóç áðü �ïInt(P ) ó�ïõò áêåñáßïõò ãéá �çí ïðïßá éó÷ýåé
∑x≤z≤y�(x; z) = Æ(x; y) ∀x; y ∈ P; x ≤ y; (2.1)üðïõ ìå Æ(x; y) =

{

0; áí x 6= y
1; áí x = y óõìâïëßæïõìå �ï äÝë�á �ïõ Kroneker.�áñá�Þñçóç: ¸íáò Üëëïò éóïäýíáìïò �ñüðïò ãéá íá ïñéó�åß ç óõíÜñ�çóç M�obius�ïõ P åßíáé ùò ç ìïíáäéêÞ óõíÜñ�çóç áðü �ï Int(P ) ó�ïõò áêÝñáéïõò ãéá �çí ïðïßáéó÷ýåé

∑x≤z≤y�(z; y) = Æ(x; y) ∀x; y ∈ P; x ≤ y: (2.2)7



�ñÜãìá�é, áí óõìâïëßóïõìå ìå �1 �ç óõíÜñ�çóç ðïõ ïñßæå�áé ìÝóù �çò ó÷Ýóçò (2.1)êáé ìå �2 �ç óõíÜñ�çóç ðïõ ïñßæå�áé ìÝóù �çò ó÷Ýóçò (2.2), �ü�å�1(x; y) =
∑x≤z≤y �1(x; z)Æ(z; y) =

∑x≤z≤y �1(x; z)



∑z≤w≤y �2(w; y)
=

∑x≤w≤y �2(w; y) ∑x≤z≤w �1(x; z)
=

∑x≤w≤y �2(w; y)Æ(x;w) = �2(x; y) ∀x; y ∈ P:Óõíåðþò ïé äýï óõíáñ�Þóåéò �áõ�ßæïí�áé êáé ïé äýï ïñéóìïß åßíáé éóïäýíáìïé. �Èåþñçìá 2.1 (Áí�éó�ñïöÞ M�obius) ¸ó�ù P ðåðåñáóìÝíï ìåñéêþò äéá�å�áãìÝíï óý-íïëï êáé f; g : P → C. Ïé áêüëïõèåò ó÷Ýóåéò åßíáé éóïäýíáìåò:1. g(x) =
∑y≤x f(y) ∀x ∈ P ,2. f(x) =
∑y≤x �(y; x)g(y) ∀x ∈ P .Ôï èåþñçìá áõ�ü áðïäåéêíýå�áé ó�ï ðñþ�ï ìÝñïò �ïõ [26℄, ÷ñçóéìïðïéþí�áò �çí Üëãå-âñá �ùí óõíáñ�Þóåùí áðü �ï Int(P ) ó�ï C ìå ãéíüìåíï �ç óõíÝëéîç óõíáñ�Þóåùí.Åäþ èá äþóïõìå ìéá äéáöïñå�éêÞ áðüäåéîç.Áðüäåéîç: Áí éó÷ýåé ç ó÷Ýóç 2, �ü�å ðáßñíïõìå:

∑y≤x f(y) =
∑y≤x∑z≤y �(z; y)g(z)

=
∑z≤x ∑z≤y≤x�(z; y)g(z)

=
∑z≤x g(z) ∑z≤y≤x�(z; y)

(2:1)
=

∑z≤x g(z)Æ(z; x) = g(x):¢ñá ç ó÷Ýóç 2 óõíåðÜãå�áé �ç ó÷Ýóç 1. Åðßóçò, áí éó÷ýåé ç ó÷Ýóç 1, �ü�å Ý÷ïõìå:
∑y≤x�(y; x)g(y) =

∑y≤x�(y; x) ∑z≤y f(z)
=

∑z≤x f(z) ∑z≤y≤x�(y; x)
(2:2)
=

∑z≤x f(z)Æ(x; z) = f(x):Óõíåðþò ç éóïäõíáìßá éó÷ýåé. �Óõíå÷ßæïõìå ìåëå�þí�áò �á ìåñéêþò äéá�å�áãìÝíá óýíïëá êáé åéäéêü�åñá ìéá êá�ç-ãïñßá ìåñéêþí äéá�å�áãìÝíùí óõíüëùí, �ïõò óõíäÝóìïõò.8



¸ó�ù (P;≤) ìåñéêþò äéá�å�áãìÝíï óýíïëï êáé x; y ∈ P . ËÝìå ü�é �ï z ∈ P åßíáé ÜíùöñÜãìá �ùí x êáé y áí x ≤ z êáé y ≤ z. ÁíÜëïãá, �ï z ∈ P åßíáé êÜ�ù öñÜãìá �ùíx êáé y áí z ≤ x êáé z ≤ y. To z åßíáé åëÜ÷éó�ï Üíù öñÜãìá (join) (ìÝãéó�ï êÜ�ùöñÜãìá (meet) áí�ßó�ïé÷á) ãéá �á x; y áí �ï z åßíáé Üíù (êÜ�ù) öñÜãìá �ùí x; y êáéãéá êÜèå Üëëï Üíù (êÜ�ù) öñÜãìá w �ùí x; y, éó÷ýåé z ≤ w (w ≤ z).Ïñéóìüò 2.5 ËÝìå ü�é �ï ìåñéêþò äéá�å�áãìÝíï óýíïëï P åßíáé óýíäåóìïò (lattie)áí êÜèå æåýãïò x; y ∈ P Ý÷åé ìÝãéó�ï êÜ�ù öñÜãìá êáé åëÜ÷éó�ï Üíù öñÜãìá.
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Áõ�Þ ç ìåñéêÞ äéÜ�áîç äåí åßíáé óýíäåóìïò.�ñü�áóç 2.1 Áí �ï P åßíáé Ýíá ìåñéêþò äéá�å�áãìÝíï óýíïëï ìå åëÜ÷éó�ï ó�ïé÷åßï
0̂, �Ý�ïéï þó�å êÜèå æåýãïò ó�ïé÷åßùí �ïõ íá Ý÷åé åëÜ÷éó�ï Üíù öñÜãìá, �ü�å �ï Påßíáé óýíäåóìïò.Áðüäåéîç: �ñÝðåé íá äåßîïõìå ü�é êÜèå æåýãïò ó�ïé÷åßùí �ïõ P Ý÷åé ìÝãéó�ï êÜ�ùöñÜãìá. ¸ó�ù x; y ∈ P . ÏíïìÜæïõìå S �ï óýíïëï ðïõ ðåñéÝ÷åé üëá �á êÜ�ù öñÜã-ìá�á �ïõ æåýãïõò x; y. Ôï S åßíáé ìç êåíü, áöïý ðåñéÝ÷åé �ï 0̂, êáé êá�Ü óõíÝðåéá Ý÷åéåëÜ÷éó�ï Üíù öñÜãìá z. Áöïý �á x; y åßíáé Üíù öñÜãìá�á �ïõ óõíüëïõ S êáé �ï zåßíáé �ï åëÜ÷éó�ï Üíù öñÜãìá, éó÷ýåé ü�é z ≤ x êáé z ≤ y, äçëáäÞ �ï z åßíáé êÜ�ùöñÜãìá �ùí x; y. Åðßóçò, ãéá êÜèå êÜ�ù öñÜãìá �ùí x; y, äçëáäÞ ãéá êÜèå ó�ïé÷åßïw ∈ S, éó÷ýåé w ≤ z. ¢ñá �ï z åßíáé �ï ìÝãéó�ï êÜ�ù öñÜãìá �ùí x; y. ��üñéóìá 2.1 Áí ãéá �ï ðáñÜ�áãìá õðåñåðéðÝäùí A éó÷ýåé ü�é ∩H∈AH 6= ∅, �ü�å �ïL(A) åßíáé óýíäåóìïò. Ï óýíäåóìïò áõ�üò ïíïìÜæå�áé óýíäåóìïò �ïìþí (intersetionlattie) �ïõ A.Áðüäåéîç: Áðü �çí ðñïçãïýìåíç ðñü�áóç, áñêåß íá äåßîïõìå ü�é �ï L(A) Ý÷åé åëÜ÷é-ó�ï ó�ïé÷åßï êáé êÜèå æåýãïò ó�ïé÷åßùí �ïõ Ý÷åé åëÜ÷éó�ï Üíù öñÜãìá. �ñÜãìá�é, �ïåëÜ÷éó�ï ó�ïé÷åßï �ïõ L(A) åßíáé ï ÷þñïò Kn. ÅðéðëÝïí, ãéá êÜèå äýï ó�ïé÷åßá ó�ïL(A) �ï åëÜ÷éó�ï Üíù öñÜãìá �ïõò åßíáé ç �ïìÞ �ïõò. �Ç áêüëïõèç ðñü�áóç èá ìáò äþóåé ìéá ÷ñÞóéìç Ýêöñáóç ãéá �ç óõíÜñ�çóç M�obiusåíüò óõíäÝóìïõ.�ñü�áóç 2.2 ¸ó�ù P ðåðåñáóìÝíïò óýíäåóìïò ìå åëÜ÷éó�ï ó�ïé÷åßï 0̂ êáé Y õðï-óýíïëï �ïõ P , �Ý�ïéï þó�å �ï 0̂ íá ìçí áíÞêåé ó�ï Y êáé ãéá üëá �á x ∈ P; x 6= 0̂,íá õðÜñ÷åé y ∈ Y ìå y ≤ x. Áí Nk(x) åßíáé �ï ðëÞèïò �ùí õðïóõíüëùí �ïõ Y ìå kó�ïé÷åßá êáé åëÜ÷éó�ï Üíù öñÜãìá �ï x, �ü�å �(x) =

∑k(−1)kNk(x).9



Áðüäåéîç: Áí �ï S åßíáé õðïóýíïëï �ïõ P , �ü�å óõìâïëßæïõìå ìå ∨S �ï åëÜ÷é-ó�ï Üíù öñÜãìá �ïõ óõíüëïõ S êáé ìå |S| �ïí ðëçèÜñéèìï �ïõ S. ¸ó�ù f(x) =
∑k(−1)kNk(x) =

∑S⊆Y;∨S=x(−1)|S|. �éá íá äåßîïõìå ü�é ç f åßíáé ç óõíÜñ�çóçM�obius �ïõ P , áñêåß íá äåßîïõìå ü�é ∑

0̂≤x≤y f(x) = 0 ãéá üëá �á y 6= 0̂ êáé ü�éf(0̂) = 1. �ñïöáíþò f(0̂) = (−1)|∅| = 1. Åðßóçò,
∑

0̂≤x≤y f(x) =
∑

0̂≤x≤y ∑S⊆Y;∨S=x(−1)|S|
=

∑S⊆Y;∨S≤y(−1)|S|
=

∑S⊆Yy(−1)|S| = (1 − 1)|Yy | = 0;üðïõ Yy = {x ∈ Y | x ≤ y} 6= ∅. �Óçìåßùóç: Ôï óýíïëï �ïìþí L(A) åíüò ðáñá�Üãìá�ïò õðåñåðéðÝäùí A äåí åßíáéðÜí�ï�å óýíäåóìïò. Åí�ïý�ïéò, ç �ñü�áóç 2.2 éó÷ýåé ðÜí�ï�å ãéá �ï L(A), åðåéäÞ �ïêëåéó�ü äéÜó�çìá [0̂; x] ⊆ L(A) åßíáé óýíäåóìïò ãéá üëá �á x ∈ L(A).�åñéóóü�åñåò ðëçñïöïñßåò ãéá �á ìåñéêþò äéá�å�áãìÝíá óýíïëá õðÜñ÷ïõí ó�ï �ñß�ïêåöÜëáéï �ïõ [25℄.2.3 ×áñáê�çñéó�éêü ðïëõþíõìïÅðéó�ñÝöïõìå ó�á ðáñá�Üãìá�á õðåñåðéðÝäùí êáé ó�çí Ýííïéá �ïõ ÷áñáê�çñéó�éêïýðïëõùíýìïõ, ç ïðïßá åßíáé ó�ï åðßêåí�ñï �ïõ åíäéáöÝñïí�üò ìáò.Ïñéóìüò 2.6 ¸ó�ù A ðáñÜ�áãìá õðåñåðéðÝäùí ó�ïí Kn. Ôï ÷áñáê�çñéó�éêü ðï-ëõþíõìï �A(t) �ïõ A äßíå�áé áðü �ïí �ýðï �A(t) =
∑x∈L(A) �(x)tdim x.�áñáäåßãìá�á1. Áí A åßíáé �ï ðáñÜ�áãìá õðåñåðéðÝäùí ðïõ óõíáí�Þóáìå êáé ðéï ðÜíù,
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@@�ü�å �ï äéÜãñáììá Hasse �ïõ L(A), ìå êÜèå óçìåßï íá Ý÷åé ó�á áñéó�åñÜ �ïõ �çí�éìÞ �çò óõíÜñ�çóçò M�obius óå áõ�ü, åßíáé �ï:10
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Óõíåðþò, óå áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç Ý÷ïõìå �A(t) = t2 − 4t+ 5.2. ¸ó�ù En = {{xi = 0} ⊆ Kn ãéá i = 1; :::; n}. ¹äç ðáñá�çñÞóáìå ü�é �ïL(En) �áõ�ßæå�áé óáí óýíäåóìïò ìå �ï Bn. Ìå �ç âïÞèåéá �çò �ñü�áóçò 2.2êáé èåùñþí�áò ùò Y �ï óýíïëï �ùí ìïíïóõíüëùí {{1}; {2}; :::; {n}}, ìðïñïýìåíá õðïëïãßóïõìå �ç óõíÜñ�çóç M�obius ó�ï Bn. Âñßóêïõìå ü�é �(S) = (−1)|S|ãéá üëá �á S ⊆ [n]. Éó÷ýåé ü�é áí K ∈ L(En) êáé K = {x = (x1; :::; xn) :xi = 0 ∀i ∈ S} ìå S ⊆ [n], �ü�å �(K) = (−1)|S| êáé dimK = n − |S|. ¢ñá�En(t) =
∑S⊆[n](−1)|S|tn−|S| = (t− 1)n.Ç éäéü�ç�á äéáãñáöÞò - ðåñéïñéóìïý, ðïõ ðåñéãñÜöåé ç åðüìåíç ðñü�áóç, åßíáé Ýíá÷ñÞóéìï åñãáëåßï ãéá �çí áðüäåéîç áðï�åëåóìÜ�ùí ðïõ áöïñïýí �ï ÷áñáê�çñéó�éêüðïëõþíõìï êáé áðïäåéêíýïí�áé ìå �ç ìÝèïäï �çò åðáãùãÞò. Ç éäéü�ç�á áõ�Þ åêöñÜæåé�ï ÷áñáê�çñéó�éêü ðïëõþíõìï åíüò ðáñá�Üãìá�ïò k õðåñåðéðÝäùí ùò óõíÜñ�çóç �ùí÷áñáê�çñéó�éêþí ðïëõùíýìùí äýï ðáñá�áãìÜ�ùí, ðïõ ðåñéÝ÷ïõí �ï ðïëý k−1 õðåñåðß-ðåäá. ÓõãêåêñéìÝíá, áí �ï A åßíáé ðáñÜ�áãìá õðåñåðéðÝäùí ó�ïí Kn êáé H ∈ A, �ü�åïñßæïõìå A′ = A \ {H} êáé A′′ = {H ∩H ′ 6= ∅ : H ′ ∈ A′}. Ôï A′ åßíáé ðáñÜ�áãìáõðåñåðéðÝäùí ó�ïí Kn, åíþ �ï A′′ åßíáé ðáñÜ�áãìá õðåñåðéðÝäùí ó�ïí H ∼= Kn−1.�ñü�áóç 2.3 �éá �çí �ñéÜäá (A;A′;A′′) éó÷ýåé�A(t) = �A′(t) − �A′′(t): (2.3)Áðüäåéîç: ×ñçóéìïðïéþí�áò �çí �ñü�áóç 2.2 ãéá P = L(A) êáé Y = A, âëÝðïõìå ü�é�ï ÷áñáê�çñéó�éêü ðïëõþíõìï åíüò ðáñá�Üãìá�ïò õðåñåðéðÝäùí ìðïñåß íá ãñáö�åß ùò:�A(t) =

∑x∈L(A)

�(x)tdim x
=

∑x∈L(A)

∑S⊆A;∩S=x(−1)|S|tdimx
=

∑S⊆A

(−1)|S|tdim(∩S):
11



¢ñá, �A(t) =
∑S⊆A

(−1)|S|tdim(∩S)

=
∑S⊆A;H =∈S(−1)|S|tdim(∩S) +

∑S⊆A;H∈S(−1)|S|tdim(∩S)

=
∑S⊆A′

(−1)|S|tdim(∩S) +
∑S′⊆A′′

(−1)|S′|+1tdim(∩S′)

=
∑S⊆A′

(−1)|S|tdim(∩S) −
∑S⊆A′′

(−1)|S|tdim(∩S)

= �A′(t) − �A′′(t);üðïõ �ï óýíïëï S′, ðïõ åìöáíßæå�áé ó�ï äåý�åñï Üèñïéóìá �çò �ñß�çò ãñáììÞò, åßíáé�ï óýíïëï S �ïõ äåý�åñïõ áèñïßóìá�ïò ó�ç äåý�åñç ãñáììÞ, áí áðü áõ�ü áöáéñÝóïõìå�ï õðåñåðßðåäï H . �2.4 ×ñùìá�éêü ðïëõþíõìïÔï ÷áñáê�çñéó�éêü ðïëõþíõìï åíüò ðáñá�Üãìá�ïò õðåñåðéðÝäùí áðï�åëåß ãåíßêåõóçìéáò ïéêåßáò Ýííïéáò ãéá üóïõò Ý÷ïõí áó÷ïëçèåß ìå ãñáöÞìá�á, �çí Ýííïéá �ïõ ÷ñùìá-�éêïý ðïëõùíýìïõ. Óå áõ�Þ �çí ðáñÜãñáöï èá äïýìå ðïéá åßíáé ç ó÷Ýóç ðïõ õðÜñ÷åéìå�áîý áõ�þí �ùí äýï ðïëõùíýìùí.Ïñéóìüò 2.7 ¸íá áðëü ãñÜöçìá G åßíáé Ýíá äéá�å�áãìÝíï æåýãïò (V (G); E(G)) ðïõáðï�åëåß�áé áðü Ýíá ìç êåíü óýíïëï êïñõöþí V (G) êáé áðü Ýíá óýíïëï áêìþí E(G),�ï ïðïßï ðåñéÝ÷åé õðïóýíïëá �ïõ V (G) ìå äýï ó�ïé÷åßá.¸íá ãñÜöçìá ìðïñåß íá ðáñáó�áèåß ó÷çìá�éêÜ. Êáèå êïñõöÞ ðáñéó�Üíå�áé áðü Ýíáóçìåßï êáé êÜèå áêìÞ {x; y} áðü ìéá ãñáììÞ ðïõ åíþíåé �ï æåýãïò êïñõöþí x êáé y.Áí Ý÷ïõìå Ýíá áðëü ãñÜöçìá G ó�ï óýíïëï êïñõöþí V (G) = [n], �ü�å ìðïñïýìåíá áí�éó�ïé÷ßóïõìå óå áõ�ü Ýíá ðáñÜ�áãìá õðåñåðéðÝäùí AG ó�ïí Kn. Ôï AG ðåñéÝ-÷åé üëá �á õðåñåðßðåäá �çò ìïñöÞò Hij = {x = (x1; :::; xn) ∈ Kn : xi = xj} ãéá {i; j} ∈E(G). Áí�ßó�ñïöá, áðü êÜèå ðáñÜ�áãìá õðåñåðéðÝäùí A = {Hij ãéá êÜðïéá {i; j} ⊆
[n]} ó�ïí Kn, ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå Ýíá ãñÜöçìá ìå óýíïëï êïñõöþí V (G) = [n] êáéóýíïëï áêìþí E(G) = {{i; j} : Hij ∈ A}.Ïñéóìüò 2.8 ¸ó�ù G áðëü ãñÜöçìá ó�ï óýíïëï êïñõöþí [n] êáé q ∈ N. Ìéá áðåé-êüíéóç k : [n] → [q] ëÝãå�áé ÷ñùìá�éóìüò �ïõ G ìå ÷ñþìá�á 1; 2; :::; q. Ï ÷ñùìá�éóìüòk ïíïìÜæå�áé ãíÞóéïò áí k(i) 6= k(j) ãéá êÜèå {i; j} ∈ E(G). Óõìâïëßæïõìå ìå �G(q)�ï ðëÞèïò �ùí ãíÞóéùí ÷ñùìá�éóìþí �ïõ G ìå ÷ñþìá�á 1; 2; :::; q. Ç óõíÜñ�çóç �G(q)ëÝãå�áé ÷ñùìá�éêü ðïëõþíõìï �ïõ G.Ôï åðüìåíï èåþñçìá ìáò äßíåé �ç ó÷Ýóç ðïõ ðñïáíáããåßëáìå: �ï ÷ñùìá�éêü ðïëõþíõìï�ïõ áðëïý ãñáöÞìá�ïò G ó�ï óýíïëï êïñõöþí [n] �áõ�ßæå�áé ìå �ï ÷áñáê�çñéó�éêüðïëõþíõìï �ïõ áí�ßó�ïé÷ïõ ðáñá�Üãìá�ïò õðåñåðéðÝäùí AG.Èåþñçìá 2.2 �éá êÜèå q ∈ N, éó÷ýåé �AG(q) = �G(q).12



Áðüäåéîç: Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå åðáãùãÞ ó�ï ðëÞèïò �ùí áêìþí �ïõ G. Áí �ï Gäåí Ý÷åé áêìÝò, äçëáäÞ áí E(G) = ∅, �ü�å ïé ãíÞóéïé ÷ñùìá�éóìïß �ïõ G åßíáé üëïéïé ÷ñùìá�éóìïß �ïõ. ¢ñá èá Ý÷ïõìå �G(q) = qn. Áðü �çí Üëëç, �ï áí�ßó�ïé÷ïðáñÜ�áãìá õðåñåðéðÝäùí AG åßíáé êåíü êáé �ï ÷áñáê�çñéó�éêü ðïëõþíõìü �ïõ åßíáé�ï �AG(q) = qn. Óõíåðþò áí �ï G äåí Ý÷åé áêìÝò, �ï èåþñçìá éó÷ýåé. ÕðïèÝ�ïõìå ü�é�ï èåþñçìá éó÷ýåé ãéá êÜèå ãñÜöçìá ìå ëéãü�åñåò áðü k áêìÝò êáé èåùñïýìå �ï áðëüãñÜöçìá G ìå k áêìÝò. ¸ó�ù e = {i; j} ∈ E(G) êáé Ç = Hij ∈ AG. Óõìâïëßæïõìåìå G′ �ï ãñÜöçìá G′ = (V (G); E(G) \ {e}) êáé ìå G′′ �ï ãñÜöçìá ðïõ ðñïêýð�åé áíó�ï G �áõ�ßóïõìå �éò êïñõöÝò i; j êáé áãíïÞóïõìå �éò èçëéÝò êáé �éò ðïëëáðëÝò áêìÝòðïõ äçìéïõñãïýí�áé. Ïé ãíÞóéïé ÷ñùìá�éóìïß �ïõ G′ åßíáé ïé ãíÞóéïé ÷ñùìá�éóìïßó�ïõò ïðïßïõò �ï i êáé �ï j Ý÷ïõí äéáöïñå�éêü ÷ñþìá (ðïõ åßíáé üóïé êáé ïé ãíÞóéïé÷ñùìá�éóìïß �ïõ G) êáé ïé ãíÞóéïé ÷ñùìá�éóìïß ó�ïõò ïðïßïõò �á i êáé j Ý÷ïõí �ïßäéï ÷ñþìá (ðïõ åßíáé üóïé êáé ïé ÷ñùìá�éóìïß �ïõ G′′). ÄçëáäÞ éó÷ýïõí:�G′(q) = �G(q) + �G′′(q);�G(q) = �G′(q) − �G′′(q): (2.4)�ñïöáíþò A′G = AG′ , åíþ �á ðáñá�Üãìá�á A′′G êáé AG′′ åßíáé ãñáììéêÜ éóüìïñöá,ãéá�ß ï ðåñéïñéóìüò �ïõ AG ó�ï õðåñåðßðåäï xi = xj áí�éó�ïé÷åß ó�çí �áý�éóç �ùíêïñõöþí i êáé j �ïõ G. Óõíåðþò, �A′G(q) = �AG′ (q) êáé �A′′G(q) = �AG′′ (q). Áðü �éòó÷Ýóåéò (2.3), (2.4) êáé �çí õðüèåóç �çò åðáãùãÞò Ý÷ïõìå �ï æç�ïýìåíï. �ÅöáñìïãÞ: Ìå �ç âïÞèåéá �ïõ ðñïçãïýìåíïõ èåùñÞìá�ïò, èá õðïëïãßóïõìå �ï ÷á-ñáê�çñéó�éêü ðïëõþíõìï �ïõ An = {Hij : 1 ≤ i < j ≤ n}. Ôï ãñÜöçìá G ðïõáí�éó�ïé÷åß óå áõ�ü �ï ðáñÜ�áãìá åßíáé �ï ðëÞñåò ãñÜöçìá ó�ï óýíïëï êïñõöþí [n],äçëáäÞ �ï ãñÜöçìá ìå óýíïëï áêìþí E(G) = {{i; j} : 1 ≤ i < j ≤ n}. Áí ðñïóðá-èÞóïõìå íá ÷ñùìá�ßóïõìå �éò êïñõöÝò �ïõ G, èá Ý÷ïõìå q åðéëïãÝò ãéá �çí ðñþ�ç,q − 1 åðéëïãÝò ãéá �ç äåý�åñç, åðåéäÞ Ý÷åé áêìÞ ðïõ �ç óõíäÝåé ìå �çí ðñþ�ç, Üñáäåí ðñÝðåé íá Ý÷åé �ï ÷ñþìá �çò, q − 2 åðéëïãÝò ãéá �çí �ñß�ç, åðåéäÞ äåí ìðïñåß íáÝ÷åé �ï ÷ñþìá �ùí ðñïçãïýìåíùí äýï, ê.ï.ê., ìÝ÷ñé �çí n-ïó�Þ êïñõöÞ, ó�çí ïðïßáìÝíïõí q − n + 1 åðéëïãÝò ÷ñþìá�ïò. ¢ñá �ï ÷ñùìá�éêü ðïëõþíõìï �ïõ G åßíáé�G(q) = q(q − 1) · · · (q − n + 1). Áöïý �áõ�ßæå�áé ìå �ï ÷áñáê�çñéó�ßêï ðïëõþíõìï�ïõ An ãéá Üðåéñá q, èá Ý÷ïõìå�An(t) = t(t− 1) · · · (t− n+ 1) ∀t ∈ R:�åñéóóü�åñá ãéá �ç èåùñßá ãñáöçìÜ�ùí õðÜñ÷ïõí ó�ï [20℄.
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ÊåöÜëáéï 3Áðáñßèìçóç ðëåõñþíÓ�ï êåöÜëáéï áõ�ü èá áó÷ïëçèïýìå áðïêëåéó�éêÜ ìå ðñáãìá�éêÜ ðáñá�Üãìá�á õðå-ñåðéðÝäùí. Ó�ü÷ïò ìáò åßíáé íá äåßîïõìå �ç ó÷Ýóç �ïõ ÷áñáê�çñéó�éêïý ðïëõùíýìïõåíüò ðñáãìá�éêïý ðáñá�Üãìá�ïò õðåñåðéðÝäùí ìå �ï ðëÞèïò �ùí ðåñéï÷þí �ïõ ðáñá-�Üãìá�ïò.Óõìâïëßæïõìå ìå Bn �ç ìïíáäéáßá ìðÜëá ó�ïí Rn, äçëáäÞ �ï óýíïëï {(x1; :::; xn) ∈
Rn : x2

1 + · · · + x2n ≤ 1}, êáé ìå Sn−1 �ç ìïíáäéáßá n-äéÜó�á�ç óöáßñá, äçëáäÞ �ïóýíïñï �çò Bn.3.1 �åñéï÷Ýò ðáñá�áãìÜ�ùí¸ó�ù A ðáñÜ�áãìá õðåñåðéðÝäùí ó�ïí Rn. Ïé óõíåê�éêÝò óõíéó�þóåò �ïõ Rn \
∪H∈AH ïíïìÜæïí�áé ðåñéï÷Ýò (regions) �ïõ A. Óõìâïëßæïõìå ìå r(A) �ï ðëÞèïò �ùíðåñéï÷þí �ïõ A. Ïé ðåñéï÷Ýò �ïõ A åßíáé áíïéê�Ü, êõñ�Ü óýíïëá, ðïõ åßíáé ïìïéïìïñ-öéêÜ ìå �ï åóù�åñéêü �çò n-äéÜó�á�çò ìðÜëáò. Áí �ï ðáñÜ�áãìá A åßíáé ïõóéþäåò,ëÝìå ü�é ìéá ðåñéï÷Þ �ïõ A åßíáé ó÷å�éêÜ öñáãìÝíç (relatively bounded) ü�áí åßíáéöñáãìÝíï õðïóýíïëï �ïõ Rn. Áí �ï A äåí åßíáé ïõóéþäåò, �ü�å ëÝìå ü�é ìéá ðåñéï÷Þ R�ïõ A åßíáé ó÷å�éêÜ öñáãìÝíç ü�áí ç áí�ßó�ïé÷ç ðåñéï÷Þ ó�ï ðáñÜ�áãìá AX , äçëáäÞç ðåñéï÷Þ R ∩ X 1, åßíáé öñáãìÝíç. Óõìâïëßæïõìå ìå b(A) �ï ðëÞèïò �ùí ó÷å�éêÜöñáãìÝíùí ðåñéï÷þí �ïõ A.�áñáäåßãìá�á1. Ó�ï ðáñÜ�áãìá �ïõ ó÷Þìá�ïò Ý÷ïõìå r(A) = 10 êáé b(A) = 2.1Èõìßæïõìå ü�é áí �ï A = {H1; :::;Hk} åßíáé Ýíá ðáñÜ�áãìá õðåñåðéðÝäùí ó�ïí R

n, üðïõ êÜèå Hiïñßæå�áé áðü ìéá åîßóùóç �çò ìïñöÞò ai · x = bi, ìå ai ∈ R
n \ {0} êáé bi ∈ R, �ü�å óõìâïëßæïõìå ìåX �ï ãñáììéêü ÷þñï ðïõ ðáñÜãå�áé áðü �á ai ãéá i = 1; :::; k:
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@@2. ¸ó�ù �ï ðáñÜ�áãìá En = {Hi; 1 ≤ i ≤ n} ó�ïí Rn, üðïõ Hi åßíáé �ï õðåñåðß-ðåäï ðïõ ïñßæå�áé áðü �çí åîßóùóç xi = 0 ãéá i = 1; 2; :::; n. ÊÜèå õðåñåðßðåäïHi ÷ùñßæåé �ïí Rn óå äýï ìÝñç, óå áõ�ü ðïõ Ý÷åé �á ó�ïé÷åßá �ïõ Rn ìå áñíç-�éêü xi êáé óå áõ�ü ðïõ Ý÷åé �á ó�ïé÷åßá �ïõ Rn ìå èå�éêü xi. Óõíåðþò, êÜèåðåñéï÷Þ êáèïñßæå�áé áðü �á ðñüóçìá ðïõ Ý÷ïõí ïé óõí�å�áãìÝíåò �ùí ó�ïé÷åßùí�çò. Áöïý Ý÷ïõìå 2 åðéëïãÝò ðñïóÞìïõ ãéá êáèåìéÜ áðü �éò n óõí�å�áãìÝíåò,éó÷ýåé ü�é r(En) = 2n. Ôï En åßíáé ïõóéþäåò êáé êáìßá áðü �éò ðåñéï÷Ýò �ïõ äåíåßíáé öñáãìÝíç. ¢ñá b(En) = 0.3.2 CW - óõìðëÝãìá�á¸íá ÷ñÞóéìï åñãáëåßï ãéá �çí áðüäåéîç �ïõ êýñéïõ èåùñÞìá�ïò óå áõ�ü �ï êåöÜëáéïåßíáé �á CW-óõìðëÝãìá�á. Èá áó÷ïëçèïýìå ìüíï ìå ðåðåñáóìÝíá CW-óõìðëÝãìá�á.Äßíïõìå åäþ óå óõí�ïìßá üóá Ý÷ïõí ó÷Ýóç ìå áõ�Ü êáé èá ìáò ÷ñåéáó�ïýí ó�ç óõíÝ-÷åéá.Ïñéóìüò 3.1 ¸ó�ù X �ïðïëïãéêüò ÷þñïò Hausdor�. Ìéá CW-äïìÞ ãéá �ïí Xåßíáé Ýíá ðåðåñáóìÝíï óýíïëï X õðïóõíüëùí �ïõ X, ðïõ êáëïýìå êý��áñá (ells) êáéãéá �ï ïðïßï éó÷ýïõí:1. Ôï X åßíáé äéáìÝñéóç �ïõ X.2. �éá êÜèå e ∈ X , õðÜñ÷åé |e| ∈ N (ï ïðïßïò êáëåß�áé äéÜó�áóç �ïõ e) êáé óõíå÷Þòáðåéêüíéóç 'e : B|e| → X �Ý�ïéá þó�å ç 'e ∣

∣int(B|e|) íá åßíáé ïìïéïìïñöéóìüòáðü �ï int(B|e|) ó�ï e êáé ç 'e(S|e|−1) íá åßíáé Ýíùóç êõ��Üñùí ìéêñü�åñçòäéÜó�áóçò.¸íá CW-óýìðëåãìá (CW-omplex) åßíáé Ýíá æåýãïò (X;X ), ðïõ áðï�åëåß�áé áðü Ýíá�ïðïëïãéêü ÷þñï Hausdor� X êáé ìéá CW-äïìÞ X �ïõ X.ÄçëáäÞ, ìéá CW-äïìÞ óå Ýíá ÷þñï åßíáé ìéá äéáìÝñéóç �ïõ ÷þñïõ óå êïììÜ�éá ïìïéï-ìïñöéêÜ ìå �ï åóù�åñéêü ìðáëþí Bn, �á ïðïßá óõìâïëßæïõìå ìå en êáé �á ïðïßáóõíäÝïí�áé ó�ï ÷þñï ìå �Ý�ïéï �ñüðï þó�å �ï óýíïñï êÜèå en íá åßíáé Ýíùóç êÜ-ðïéùí em ìå m < n. Áí ïé áðåéêïíßóåéò 'e åßíáé ïìïéïìïñöéóìïß ãéá êÜèå êý��áñï e�ïõ X , �ü�å ëÝìå ü�é Ý÷ïõìå êáíïíéêü CW-óýìðëåãìá (regular CW-omplex). Äåíáðïêëåßå�áé ó�ïí ßäéï ÷þñï íá ïñßæïí�áé äéáöïñå�éêÝò CW-äïìÝò.15



Ïñéóìüò 3.2 Áí ó�ïí ÷þñï X ïñßæå�áé CW-äïìÞ, �ü�å ç ÷áñáê�çñéó�éêÞ Euler�(X) �ïõ X åßíáé �ï ðëÞèïò �ùí êõ��Üñùí Üñ�éáò äéÜó�áóçò ðëçí �ï ðëÞèïò �ùíêõ��Üñùí ðåñé��Þò äéÜó�áóçò.Ç ÷áñáê�çñéó�éêÞ Euler åíüò ÷þñïõ åßíáé áíåîÜñ�ç�ç áðü �ç CW-äïìÞ ðïõ èá ïñß-óïõìå óå áõ�üí. Åîáñ�Ü�áé ìüíï áðü �çí �ïðïëïãßá �ïõ ÷þñïõ: åîïý êáé êáëåß�áé÷áñáê�çñéó�éêÞ.�áñáäåßãìá�á1. Ó�ç óöáßñá Sn−1 ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå äéÜöïñåò CW-äïìÝò. Èá ðáñïõóéÜóïõìåäýï áðü áõ�Ýò.(a) Áí áöáéñÝóïõìå �ï âüñåéï ðüëï áðü �ç óöáßñá Sn−1, �ü�å áõ�ü ðïõ ìÝíåéåßíáé ïìïéïìïñöéêü ìå �o åóù�åñéêü �çò Ân−1. ¢ñá Ý÷ïõìå Sn−1 = en−1∪e0. Ìå áõ�Þ �ç CW-äïìÞ, ç Sn−1 äåí åßíáé êáíïíéêü CW-óýìðëåãìá. Ç÷áñáê�çñéó�éêÞ Euler �çò Sn−1 åßíáé 0 áí ï n åßíáé Üñ�éïò êáé 2 áí ï nåßíáé ðåñé��üò.(b) ÅðáãùãéêÜ, áí èåùñÞóïõìå ü�é ç Sn−2 Ý÷åé ìéá CW-äïìÞ, ìðïñïýìå íáðÜñïõìå �çí Sn−1 áðü �çí Sn−2 ìå �çí ðñïóèÞêç äýï (n − 1)-êõ��Üñùíen−1
+ ; en−1

− ùò �ï âüñåéï êáé �ï íü�éï çìéóöáßñéï áí�ßó�ïé÷á. Ìå åðáãùãÞåðáëçèåýïõìå ü�é êáé ìå áõ�Þ �çí CW-äïìÞ ðáßñíïõìå �çí ßäéá ÷áñáê�çñé-ó�éêÞ Euler ãéá �çí Sn−1. Óå áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç ç CW-äïìÞ åßíáé êáíï-íéêÞ.2. Áí Ý÷ïõìå Ýíá ðáñÜ�áãìá õðåñåðéðÝäùí A ó�ïí Rn, ìðïñïýìå ìÝóù áõ�ïý íáïñßóïõìå ìéá CW-äïìÞ ó�ïí Rn. Ïñßæïõìå ùò êëåéó�Ýò ðëåõñÝò �ïõ A êÜèåóýíïëï �çò ìïñöÞò F = R̄ ∩ x, üðïõ R åßíáé ðåñéï÷Þ �ïõ A êáé x ∈ L(A).ÊÜèå êëåéó�Þ ðëåõñÜ F ðåñéÝ÷å�áé ó�ïí áí�ßó�ïé÷ï áööéíéêü õðü÷ùñï x ∈ L(A).ÏíïìÜæïõìå ðëåõñÜ �ïõ A, �ï åóù�åñéêü êÜèå êëåéó�Þò ðëåõñÜò ó�ïí x êáéäéÜó�áóç �çò ðëåõñÜò, �ç äéÜó�áóç �ïõ x. Ïé ðëåõñÝò �ïõ A áðï�åëïýí ìéáäéáìÝñéóç �ïõ Rn. ¹äç óçìåéþóáìå ü�é ïé ðåñéï÷Ýò �ïõ ðáñá�Üãìá�ïò, äçëáäÞïé ðëåõñÝò äéÜó�áóçò n, åßíáé ïìïéïìïñöéêÝò ìå �ï åóù�åñéêü �çò Bn. Ïìïßùò,êÜèå ðëåõñÜ ìéêñü�åñçò äéÜó�áóçò åßíáé ðåñéï÷Þ �ïõ ðáñá�Üãìá�ïòAx = {H∩x :H ∈ A}, üðïõ x åßíáé ï áööéíéêüò õðü÷ùñïò ðïõ �çí ðåñéÝ÷åé. ÄçëáäÞ, êÜèåðëåõñÜ äéÜó�áóçò k åßíáé ïìïéïìïñöéêÞ ìå �ï åóù�åñéêü �çò Bk. ÓõíïëéêÜ, ïéðëåõñÝò áõ�Ýò áðï�åëïýí ìéá CW-äïìÞ ãéá �ïí Rn.�åñéóóü�åñåò ðëçñïöïñßåò ãéá CW-óõìðëÝãìá�á õðÜñ÷ïõí ó�á [14℄ êáé [17℄.3.3 Ôï ðëÞèïò �ùí ðåñéï÷þíÔï ÷áñáê�çñéó�éêü ðïëõþíõìï åíüò ðáñá�Üãìá�ïò õðåñåðéðÝäùí ìáò äßíåé áêñéâåßòðëçñïöïñßåò ãéá �ï ðëÞèïò �ùí ðåñéï÷þí êáé �ùí öñáãìÝíùí ðåñéï÷þí �ïõ ðáñá�Üã-ìá�ïò.Èåþñçìá 3.1 (Las Vergnas [16℄, Zaslavsky [29℄) Áí �ï A åßíáé ðáñÜ�áãìá õðåñå-ðéðÝäùí ó�ïí Rn �Üîçò r, �ü�år(A) = (−1)n�A(−1) êáé b(A) = (−1)r�A(1):16



Ó�ï äåý�åñï ìÝñïò �ïõ [26℄ õðÜñ÷ïõí äýï áðïäåßîåéò ãéá �ï èåþñçìá. Ç ðñþ�ç áðü-äåéîç ãßíå�áé ìå �ç ìÝèïäï �çò åðáãùãÞò ÷ñçóéìïðïéþí�áò �çí éäéü�ç�á äéáãñáöÞò -ðåñéïñéóìïý �ïõ ÷áñáê�çñéó�éêïý ðïëõùíýìïõ. Åäþ èá ðáñïõóéÜóïõìå �ç äåý�åñçáðüäåéîç ðïõ ÷ñçóéìïðïéåß �ï Èåþñçìá 2.1 �çò áí�éó�ñïöÞò M�obius êáé �ç ÷áñáê�çñé-ó�éêÞ Euler. Óå áõ�Þ �çí ðáñÜãñáöï, èá óõìâïëßæïõìå �ç ÷áñáê�çñéó�éêÞ Euler �ïõX ìå  (X), ãéá íá áðïöýãïõìå �ç óýã÷õóç ìå �ï ÷áñáê�çñéó�éêü ðïëõþíõìï.Áðüäåéîç: Áöïý ï Rn åßíáé ïìïéïìïñöéêüò ìå �ï åóù�åñéêü �çò n-äéÜó�á�çò ìðÜ-ëáò, ìéá CW-äïìÞ ãéá �ïí Rn åßíáé ç X = {Rn} êáé ç ÷áñáê�çñéó�éêÞ Euler �ïõ Rnåßíáé (−1)n. ¼ðùò åßäáìå óå ðñïçãïýìåíï ðáñÜäåéãìá, ìéá Üëëç CW-äïìÞ ãéá �ïí
Rn åßíáé ç äéáìÝñéóÞ �ïõ ó�éò ðëåõñÝò �ïõ ðáñá�Üãìá�ïò A. Áí fk(A) åßíáé �ï ðëÞèïò�ùí ðëåõñþí �ïõ A äéÜó�áóçò k, �ü�å (−1)n =  (Rn) = f0(A)−f1(A)+f2(A)−· · ·+
(−1)nfn(A). ¹äç ðáñá�çñÞóáìå ü�é êÜèå k-ðëåõñÜ åßíáé ðåñéï÷Þ �ïõ Ax = {H ∩ x :H ∈ A} ãéá êÜðïéï x ìå dimx = k. Óõíåðþò, fk(A) =

∑x∈L(A);dimx=k r(Ax).�ïëëáðëáóéÜæïí�áò ìå (−1)k êáé áèñïßæïí�áò, ðáßñíïõìå:
(−1)dim(Rn) =  (Rn) =

∑x∈L(A)

(−1)dimxr(Ax)
=

∑x∈L(A);x≥Rn(−1)dimxr(Ax):Áðü �çí ðáñáðÜíù ó÷Ýóç, ìå áí�éó�ñïöÞ M�obius (Èåþñçìá 2.1), ðñïêýð�åé ü�é
(−1)nr(A) = (−1)dim(Rn)r(A) =

∑x∈L(A);x≥Rn(−1)dimx�(Rn; x)
=

∑x∈L(A)

(−1)dimx�(x) = �A(−1):Ç áðüäåéîç ãéá �ïí �ýðï ðïõ áöïñÜ �éò ó÷å�éêÜ öñáãìÝíåò ðåñéï÷Ýò ãßíå�áé ìå ðáñüìïéï�ñüðï. Êá�' áñ÷Üò, ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå ü�é �ï ðáñÜ�áãìá åßíáé ïõóéþäåò, ãéá�ß áíäåí åßíáé, �ü�å éó÷ýïõí ïé ó÷Ýóåéò b(A) = b(AX ) êáé �A(t) = tdim(A)−dim(AX)�AX (t)2. Óõíåðþò, áó÷ïëïýìáó�å ìå ïõóéþäç ðáñá�Üãìá�á êáé ìå öñáãìÝíá õðïóýíïëá�ïõ Rn. ¸÷åé áðïäåé÷èåß (âë. Èåþñçìá 4.5.7 ó�ï [6℄) ü�é ç ÷áñáê�çñéó�éêÞ Euler �çòÝíùóçò Γ �ùí öñáãìÝíùí ðåñéï÷þí åßíáé ßóç ìå 1. Ìå �ï ßäéï óêåð�éêü üðùò ðéï ðÜíù,Ý÷ïõìå ü�é 1 = g0 − g1 + g2 − · · ·+ (−1)ngn, üðïõ gk åßíáé �ï ðëÞèïò �ùí öñáãìÝíùíðëåõñþí äéÜó�áóçò k. Ïé ðëåõñÝò áõ�Ýò åßíáé öñáãìÝíåò ðåñéï÷Ýò ãéá êÜðïéï Ax ìå
dimx = k. Óõíåðþò, gk(A) =

∑x∈L(A);dimx=k b(Ax). �ïëëáðëáóéÜæïí�áò ìå (−1)kêáé áèñïßæïí�áò, ðáßñíïõìå:
1 =  (Γ) =

∑x∈L(A)

(−1)dimx b(Ax)
=

∑x∈L(A);x≥Rn(−1)dimx b(Ax) ⇒2Ôï X ïñßæå�áé üðùò ó�çí õðïóçìåßùóç �çò óåëßäáò 14.
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(−1)rank(A) b(A) = (−1)dim(Rn) b(A) =
∑x∈L(A);x≥Rn 1 · �(Rn; x)

=
∑x∈L(A)

�(x) = �A(1):
�Áðü �ï Èåþñçìá 3.1 ìðïñïýìå íá óõìðåñÜíïõìå êÜ�é �ï ïðïßï äåí åßíáé ðñïöáíÝòäéáéóèç�éêÜ. Ôï ðëÞèïò �ùí ðåñéï÷þí åíüò ðáñá�Üãìá�ïò õðåñåðéðÝäùí åîáñ�Ü�áéìüíï áðü �ï óýíïëï �ïìþí �ïõ ðáñá�Üãìá�ïò. ÄçëáäÞ, ç ðáñÜëëçëç ìå�á�üðéóç êáéïðïéáäÞðï�å Üëëç ìå�áöïñÜ õðåñåðéðÝäùí, ç ïðïßá äå ìå�áâÜëëåé �ï óýíïëï �ïìþí �ïõðáñá�Üãìá�ïò, äåí åðçñåÜæåé �ï ðëÞèïò �ùí ðåñéï÷þí.�üñéóìá 3.1 Éó÷ýåé ü�éfk(A) = (−1)k ∑

dim(x)=k;x≤y(−1)dim y�(x; y):Áðüäåéîç: ¹äç áíáöÝñáìå ü�é ïé k-ðëåõñÝò åßíáé ðåñéï÷Ýò ãéá êÜðïéï Ax ìå dimx = k.Åöáñìüæïí�áò �ï Èåþñçìá 3.1 óå üëá �á Ax ìå dim x = k êáé áèñïßæïí�áò, ðáßñíïõìå�ï ðüñéóìá. �ÅöáñìïãÝò1. �éá �ï ðáñÜ�áãìá õðåñåðéðÝäùí
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@@ãíùñßæïõìå ü�é �(t) = t2 − 4t+ 5 êáé r = 10; b = 2. Åýêïëá åðáëçèåýïõìå ü�ééó÷ýåé �ï Èåþñçìá 3.1 óå áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç.2. Áí En = {{xi = 0} : i = 1; :::; n}, �ü�å, üðùò õðïëïãßóáìå ðéï ðÜíù, �En(t) =

(t − 1)n. Óýìöùíá ìå �ï Èåþñçìá 3.1, r(En) = (−1)n(−1 − 1)n = 2n êáéb(En) = (−1)n(1 − 1)n = 0, åðéâåâáéþíïí�áò ðñïçãïýìåíï ðáñÜäåéãìá.3. Áí An = {Hij : 1 ≤ i < j ≤ n} ìå Hij íá åßíáé �ï õðåñåðßðåäï ðïõ ïñßæå�áé áðü�çí åîßóùóç xi = xj , Ý÷ïõìå ü�é �An(t) = t(t− 1) · · · (t− n+ 1). ¢ñá r(An) =
(−1)n(−1)(−2) · · · (−n) = n! êáé b(An) = (−1)n−1 · 1 · 0 · (−1) · · · (−n+ 2) = 0.
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ÊåöÜëáéï 4ÌéãáäéêÜ ðáñá�Üãìá�áõðåñåðéðÝäùíÌå�áöåñüìáó�å �þñá óå ìéãáäéêÜ ðáñá�Üãìá�á õðåñåðéðÝäùí. Èá äïýìå ü�é óå áõ�Þ�çí ðåñßð�ùóç �ï ÷áñáê�çñéó�éêü ðïëõþíõìï ìáò äßíåé �ïðïëïãéêÝò ðëçñïöïñßåò. Ó�ïêåöÜëáéï áõ�ü èá äåßîïõìå ðþò, ìÝóù �ïõ ÷áñáê�çñéó�éêïý ðïëõùíýìïõ åíüò ìéãá-äéêïý ðáñá�Üãìá�ïò õðåñåðéðÝäùí, ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå �ç óõíïìïëïãßá �ïõóõìðëçñþìá�üò �ïõ.¸ó�ù A = {H1; :::; Hk} ðáñÜ�áãìá õðåñåðéðÝäùí ó�ïí Cn. ÏíïìÜæïõìå æåýãìá (link)�ïõ A �ï óýíïëï DA = (∪ki=1Hi) ∩ S2n−1, üðïõ S2n−1 åßíáé ç ìïíáäéáßá óöáßñá ó�ïí
R2n ∼= Cn. Ôï óõìðëÞñùìá CA �ïõ A åßíáé �ï óýíïëï Cn \ {∪ki=1Hi}. Ó�ü÷ïò ìáòåßíáé íá õðïëïãßóïõìå �éò ïìÜäåò ïìïëïãßáò �ïõ DA êáé �éò ïìÜäåò óõíïìïëïãßáò �ïõCA. �éá íá �éò õðïëïãßóïõìå ðñÝðåé ðñþ�á íá åîïéêåéùèïýìå ìå �á åñãáëåßá ðïõ èá÷ñçóéìïðïßçóïõìå.4.1 Ìç�ñïåéäÞÔá ìç�ñïåéäÞ êáé �á óõìðëÝãìá�á óðáóìÝíùí êõêëùìÜ�ùí èá ìáò äþóïõí ìéá íÝá åñ-ìçíåßá ãéá �ï ÷áñáê�çñéó�éêü ðïëõþíõìï, ç ïðïßá èá ìáò âïçèÞóåé íá �ï óõíäÝóïõìåìå �ïðïëïãéêÜ ÷áñáê�çñéó�éêÜ.Áí T åßíáé Ýíá óýíïëï, óõìâïëßæïõìå ìå P(T ) �ï äõíáìïóýíïëï �ïõ T , äçëáäÞ �ïóýíïëï �ùí õðïóõíüëùí �ïõ T .Ïñéóìüò 4.1 ¸íá (ðåðåñáóìÝíï) ìç�ñïåéäÝò (matroid) åßíáé Ýíá æåýãïòM = (S;J ),üðïõ S åßíáé Ýíá ðåðåñáóìÝíï óýíïëï êáé J åßíáé ìéá óõëëïãÞ õðïóõíüëùí �ïõ S ðïõéêáíïðïéåß �á áîéþìá�á:1. Ç J åßíáé ìç êåíÞ êáé áí J ∈ J êáé I ⊆ J , �ü�å I ∈ J .2. �éá êÜèå T ⊆ S, �á ìåãéó�éêÜ ó�ïé÷åßá �ïõ J ∩ P(T ) åßíáé éóïðëçèéêÜ.Ôá ó�ïé÷åßá �ïõ J ëÝãïí�áé áíåîÜñ�ç�á óýíïëá.19



¼�áí ãñÜöïõìå x ∈ M , åííïïýìå x ∈ S. Ç áíåîáñ�çóßá ðïõ óõíáí�ïýìå ó�á ìç-�ñïåéäÞ áðï�åëåß ãåíßêåõóç �çò Ýííïéáò �çò ãñáììéêÞò áíåîáñ�çóßáò ó�á õðïóýíïëáåíüò ãñáììéêïý ÷þñïõ.Ìéá âÜóç �ïõM åßíáé Ýíá ìåãéó�éêü áíåîÜñ�ç�ï óýíïëï. ¸íá êýêëùìá (iruit) åßíáéÝíá óýíïëï ðïõ äåí åßíáé áíåîÜñ�ç�ï, áëëÜ êÜèå ãíÞóéï õðïóýíïëü �ïõ åßíáé áíåîÜñ-�ç�ï. Ïñßæïõìå �çí �Üîç �ïõ T , üðïõ T ⊆ S, ùò rk(T ) = max{|I | : I ∈ J ; I ⊆ T}êáé �çí �Üîç �ïõ M ùò rk(M) = rk(S).�éá íá ïñßóïõìå �á óõìðëÝãìá�á óðáóìÝíùí êõêëùìÜ�ùí ÷ñåéáæüìáó�å ìéá ïëéêÞäéÜ�áîç ó�á ó�ïé÷åßá �ïõ ìç�ñïåéäïýò.Ïñéóìüò 4.2 ¸ó�ù M Ýíá ìç�ñïåéäÝò ó�ï óýíïëï S = {u1; :::; um} êáé u1 < u2 <
· · · < um ìéá ïëéêÞ äéÜ�áîç ó�ï S. ¸íá óðáóìÝíï êýêëùìá (broken iruit) ó�ïM åßíáé Ýíá óýíïëï �çò ìïñöÞò C \ {u}, üðïõ C åßíáé Ýíá êýêëùìá êáé u åßíáé �ïìéêñü�åñï ó�ïé÷åßï �ïõ C ùò ðñïò �ç äéÜ�áîç ó�ï S. Ôï óýìðëåãìá �ùí óðáóìÝíùíêõêëùìÜ�ùí (broken iruit omplex) Þ BC-óýìðëåãìá ïñßæå�áé ùò BC(M) = {T ⊆S : �ï T äåí ðåñéÝ÷åé êáíÝíá óðáóìÝíï êýêëùìá}.�áñÜäåéãìá: ¸ó�ùM �ï ìç�ñïåéäÝò ó�ï S = {1; 2; 3; 4; 5} �ïõ ïðïßïõ �á áíåîÜñ�ç�áõðïóýíïëá åßíáé üëá �á õðïóýíïëá ìå äýï ó�ïé÷åßá Þ ëéãü�åñá, êáèþò êáé üëá �áõðïóýíïëá ìå �ñßá ó�ïé÷åßá åê�üò áðü �á {1; 2; 3}; {3; 4; 5}. Ôï M ìðïñåß íá ïñéó�åßáðü Ýíá óýíïëï ðÝí�å óçìåßùí S = {1; 2; 3; 4; 5} ó�ïí R2, �Ý�ïéï þó�å �á óçìåßá1,2,3 íá åßíáé óõíåõèåéáêÜ, üðùò êáé �á óçìåßá 3,4,5. Ôá êõêëþìá�á �ïõ M åßíáé �á
{1; 2; 3}; {3; 4; 5} êáé {1; 2; 4; 5}. Áí èåùñÞóïõìå �ç äéÜ�áîç 1 < 2 < 3 < 4 < 5,�ü�å �á óðáóìÝíá êõêëþìá�á �ïõ M åßíáé �á óýíïëá {2; 3}; {4; 5} êáé {2; 4; 5}. ÔïBC-óýìðëåãìá �ïõ M ðåñéÝ÷åé üëá �á õðïóýíïëá �ïõ M ðïõ äåí åßíáé õðåñóýíïëá�ùí óðáóìÝíùí êõêëùìÜ�ùí �ïõ M , äçëáäÞBC(M) = {∅; {1}; {2}; {3}; {4}; {5}; {1; 2}; {1; 3}; {1; 4}; {1; 5}; {2; 4}; {2; 5}; {3; 4};

{3; 5}; {1; 2; 4}; {1; 2; 5}; {1; 3; 4}; {1; 3; 5}}:Óå êÜèå ðáñÜ�áãìá õðåñåðéðÝäùí áí�éó�ïé÷åß Ýíá ìç�ñïåéäÝò. ¸ó�ù A = {H1; :::; Hk}Ýíá ðáñÜ�áãìá õðåñåðéðÝäùí ó�ïí Kn, üðïõ �ï õðåñåðßðåäï Hi ïñßæå�áé áðü �çí åîß-óùóç ai · x = bi; ai ∈ Kn \ {0}; bi ∈ K ãéá i = 1; :::; k. Ïñßæïõìå �ï ìç�ñïåéäÝò�ïõ A; MA = (S;J ), ìå S = [k] êáé J ∈ J áí êáé ìüíï áí �ï óýíïëï {ai : i ∈ J}åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñ�ç�ï õðïóýíïëï �ïõ Kn. Ó�ï S Ý÷ïõìå �çí ïëéêÞ äéÜ�áîç �ùíöõóéêþí áñéèìþí.4.2 Ôï óýìðëåãìá �ùí óðáóìÝíùí êõêëùìÜ�ùíÓ�ü÷ïò ìáò åßíáé íá óõíäÝóïõìå �ï óýìðëåãìá �ùí óðáóìÝíùí êõêëùìÜ�ùí �ïõ ìç-�ñïåéäïýò åíüò ðáñá�Üãìá�ïò õðåñåðéðÝäùí ìå �ï ÷áñáê�çñéó�éêü ðïëõþíõìï �ïõ ðá-ñá�Üãìá�ïò. �é' áõ�ü èá óõó÷å�ßóïõìå �ï BC-óýìðëåãìá �ïõ ìç�ñïåéäïýò ðïõ ïñß-æå�áé áðü �ï ðáñÜ�áãìá õðåñåðéðÝäùí A ìå �á BC-óõìðëÝãìá�á �ùí ìç�ñïåéäþí �ùí
A′ êáé A′′. Ìå �ç âïÞèåéá �çò áíáäñïìéêÞò ó÷Ýóçò ðïõ èá âñïýìå ìå áõ�ü �ïí �ñüðïãéá �ï BC-óýìðëåãìá êáé �çò éäéü�ç�áò äéáãñáöÞò - ðåñéïñéóìïý, èá ðå�ý÷ïõìå �çóýíäåóç ðïõ èÝëïõìå. 20



ËÞììá 4.1 (Brylawski [10℄) ¸ó�ù A = {H1; :::; Hk} ðáñÜ�áãìá õðåñåðéðÝäùí ó�ïí
Cn êáé Ýó�ù (A;A′;A′′) ç �ñéÜäá ðïõ ïñßæå�áé ùò ðñïò Hk üðùò ó�çí �áñÜãñáöï2.3. Èåùñïýìå �á ìç�ñïåéäÞ M;M ′;M ′′ �ùí ðáñá�áãìÜ�ùí A;A′;A′′ áí�ßó�ïé÷á. Áíóå áõ�Ü èåùñÞóïõìå �ç äéÜ�áîç �ùí öõóéêþí áñéèìþí, �ü�å éó÷ýåéBC(M) = BC(M ′) ∪ {I ∪ {k} : I ∈ BC(M ′′)}; (4.1)üðïõ �á äýï óýíïëá ó�ï äåîéü ìÝëïò �çò éóü�ç�áò åßíáé îÝíá ìå�áîý �ïõò.Áðüäåéîç: Èõìßæïõìå ü�é A′ = A\ {Hk} êáé êá�Ü óõíÝðåéá �á áíåîÜñ�ç�á õðïóýíïëá�ïõ M ′ = M \ {k} åßíáé �á áíåîÜñ�ç�á õðïóýíïëá �ïõ M ðïõ äåí ðåñéÝ÷ïõí �ï k.Ìå Üëëá ëüãéá, �ï T åßíáé áíåîÜñ�ç�ï õðïóýíïëï �ïõ M ′ áí êáé ìüíï áí �ï T åßíáéáíåîÜñ�ç�ï õðïóýíïëï �ïõ M ðïõ äåí ðåñéÝ÷åé �ï k. Áðü �çí Üëëç, A′′ = {Hm ∩Hk :
1 ≤ m < k} êáé M ′′ = [k − 1]. Áí èåùñÞóïõìå ü�é �ï Hm ó�ï A ïñßæå�áé áðü ìéáåîßóùóç �çò ìïñöÞò am · x = bm ìå am ∈ Cn \ {0} êáé bm ∈ C, �ü�å �ï áí�ßó�ïé÷ïHm∩Hk ó�ïA′′ ïñßæå�áé áðü ìéá åîßóùóç �çò ìïñöÞò a′′m·x = b′′m, üðïõ �ï äéÜíõóìá a′′måßíáé ç ïñèïãþíéá ðñïâïëÞ �ïõ äéáíýóìá�ïò am ó�ï õðåñåðßðåäï Hk. Êá�Ü óõíÝðåéá,Ýíá õðïóýíïëï I �ïõM ′′ åßíáé áíåîÜñ�ç�ï áí êáé ìüíï áí �ï I ∪{k} åßíáé áíåîÜñ�ç�ïõðïóýíïëï �ïõ M .¸÷ïõìå ü�é:BC(M) = {T ⊆M : k =∈ T êáé �ï T äåí ðåñéÝ÷åé óðáóìÝíï êýêëùìá}

∪{T ⊆M : k ∈ T êáé �ï T äåí ðåñéÝ÷åé óðáóìÝíï êýêëùìá}:Áí Ýíá óðáóìÝíï êýêëùìá äåí ðåñéÝ÷åé �ï k, �ü�å áíáãêáó�éêÜ ðñïÝñ÷å�áé áðü êý-êëùìá ðïõ äåí ðåñéÝ÷åé �ï k. Óõíåðþò Ý÷ïõìå ü�éBC(M ′) = {T ⊆M : k =∈ T êáé �ï T äåí ðåñéÝ÷åé óðáóìÝíï êýêëùìá}:¢ñá, ìÝíåé íá äåßîïõìå ü�é
{I∪{k} : I ∈ BC(M ′′)} = {T ⊆M : k ∈ T êáé �ï T äåí ðåñéÝ÷åé óðáóìÝíï êýêëùìá}äçëáäÞ ü�éBC(M ′′) = {I ⊆M \ {k} : �ï I ∪ {k} äåí ðåñéÝ÷åé óðáóìÝíï êýêëùìá �ïõ M}:¼í�ùò, áõ�ü éó÷ýåé áöïý �ï I ðåñéÝ÷åé óðáóìÝíï êýêëùìá ó�ï M ′′ áí êáé ìüíï áí�o É ∪ {k} ðåñéÝ÷åé óðáóìÝíï êýêëùìá ó�ï M . �Ôï åðüìåíï èåþñçìá óõíäÝåé �ï óýìðëåãìá �ùí óðáóìÝíùí êõêëùìÜ�ùí �ïõ ìç�ñïåé-äïýò åíüò ðáñá�Üãìá�ïò õðåñåðéðÝäùí ìå �ï ÷áñáê�çñéó�éêü ðïëõþíõìï �ïõ ðáñá�Üã-ìá�ïò ìÝóù �ïõ �ýðïõ (4.2) �ùí Whitney - Rota.Èá ëÝìå ðëåõñÝò �á ó�ïé÷åßá �ïõ BC(M) êáé i-ðëåõñÝò �á ó�ïé÷åßá �ïõ BC(M) ìåðëçèéêü áñéèìü i+ 1.Èåþñçìá 4.1 ¸ó�ù A = {H1; :::; Hk} ðáñÜ�áãìá õðåñåðéðÝäùí ó�ïí Cn ìå ìç�ñïåé-äÝò M . Áí óõìâïëßóïõìå ìå fi �ï ðëÞèïò �ùí i-ðëåõñþí �ïõ BC(M), �ü�å éó÷ýåé

1 +

n
∑i=1

fi−1ti = (−t)n�A

(

−
1t) : (4.2)21



Áðüäåéîç: Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå �éò ó÷Ýóåéò (2.3) êáé (4.1). Óõìâïëßæïõìå ìå fMi �ïðëÞèïò �ùí i-ðëåõñþí �ïõ BC(M). Áðü �çí ó÷Ýóç (4.1) óõìðåñáßíïõìå ü�éfMi = fM ′i + fM ′′i−1 ∀i ≥ 1 êáé fM0 = fM ′

0 + 1: (4.3)×ñçóéìïðïéïýìå åðáãùãÞ ó�ï k. Áí k = 1, �ü�å f0 = 1 êáé 1+
∑ni=1 fi−1ti = 1+t. Áðü�çí Üëëç, �(t) = tn − tn−1 ⇒ (−t)n�(−1=t) = (−t)n((−1=t)n − (−1=t)n−1) = 1 + t.¢ñá �ï èåþñçìá éó÷ýåé ãéá k = 1. ¸ó�ù �þñá ü�é �ï èåþñçìá éó÷ýåé ãéá êÜèåðáñÜ�áãìá ðïõ ðåñéÝ÷åé ëéãü�åñá áðü k õðåñåðßðåäá. Óõíåðþò,
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= 1 + (fM ′

0 + 1)t+ n
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(fM ′i−1 + fM ′′i−2 )ti
(4:3)
= 1 + fM0 t+

n
∑i=2

fMi−1ti
= 1 +

n
∑i=1

fMi−1ti:
�¢ìåóç óõíÝðåéá �ïõ ÈåùñÞìá�ïò 4.1 åßíáé �ï áêüëïõèï ðüñéóìá.�üñéóìá 4.1 Ôï ðëÞèïò �ùí i-ðëåõñþí �ïõ BC-óõìðëÝãìá�ïò äåí åîáñ�Ü�áé áðü �çíïëéêÞ äéÜ�áîç ó�ï ìç�ñïåéäÝò.4.3 Êõ��áñéêÞ ïìïëïãßá�ñéí ðñï÷ùñÞóïõìå ó�á êýñéá áðï�åëÝóìá�á áõ�ïý �ïõ êåöáëáßïõ ðïõ áöïñïýí ïìï-ëïãßá êáé óõíïìïëïãßá, åßíáé êáëü íá áíáöåñèïýìå åðéãñáììá�éêÜ óå áõ�Ýò �éò äýïÝííïéåò êáé ó�ï �é áêñéâþò áí�éðñïóùðåýïõí. Èá êÜíïõìå ìéá ðïëý óýí�ïìç áíáöïñÜóå èÝìá�á ïìïëïãßáò, ãéá íá ìðïñÝóåé ï áíáãíþó�çò ðïõ äåí åß÷å êáìßá åðáöÞ ìåáõ�ü �ï áí�éêåßìåíï íá ðáñáêïëïõèÞóåé üóá Ýðïí�áé. Èá ðåñéïñéó�ïýìå áðïêëåéó�éêÜóå ïìÜäåò ïìïëïãßáò ìå áêÝñáéïõò óõí�åëåó�Ýò. �éá ðåñáé�Ýñù ëåð�ïìÝñåéåò êáé ãéá�éò áðïäåßîåéò �ùí èåùñçìÜ�ùí ðïõ èá áíáöÝñïõìå óå áõ�Þ �çí ðáñÜãñáöï, ðáñáðÝ-ìðïõìå ó�á [14℄ êáé [17℄.¸íá áëõóù�ü óýìðëåãìá (hain omplex) åßíáé ìéá áêïëïõèßá áâåëéáíþí ïìÜäùí {Cn}êáé ïìïìïñöéóìþí ïìÜäùí �n : Cn → Cn−1 (ðïõ êáëïýìå óõíïñéáêïýò �åëåó�Ýò)

(C; �) : · · · → Cn+1
�n+1

→ Cn �n→ Cn−1 → · · ·22



�Ý�ïéá þó�å �n ◦ �n+1 = 0 ∀n ∈ N, äçëáäÞ íá éó÷ýåé ü�é Im(�n+1) ⊆ ker(�n). ÁíÝ÷ïõìå éóü�ç�á, �ü�å ç áêïëïõèßá ìáò ëÝãå�áé áêñéâÞò. �éá íá õðïëïãßóïõìå ðüóïáðÝ÷åé ç áêïëïõèßá ìáò áðü �ï íá åßíáé áêñéâÞò, ïñßæïõìå �éò ïìÜäåò ïìïëïãßáò (ho-mology groups) Hn((C; �)) = ker(�n)=Im(�n+1). Èá êáëïýìå êýêëïõò �á ó�ïé÷åßá �çòïìÜäáò ker(�n) êáé èá óõìâïëßæïõìå ìå < d > �çí êëÜóç éóïäõíáìßáò �ïõ êýêëïõ dó�çí ïìÜäá ðçëßêï Hn((C; �)).Ïé ïìÜäåò óõíïìïëïãßáò ïñßæïí�áé êáé áõ�Ýò ìÝóù åíüò áëõóù�ïý óõìðëÝãìá�ïò. Óåáõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç, áí�ß �ùí ïìÜäùí Cn, ÷ñçóéìïðïéïýìå �éò ïìÜäåò C∗n = Hom(Cn;Z)êáé áí�ß �ïõ �n : Cn → Cn−1, ÷ñçóéìïðïéïýìå �ïí äõúêü �ïõ �∗n : Hom(Cn−1;Z) →Hom(Cn;Z); ' 7→ �∗n(') = ' ◦ �n. ¸�óé äçìéïõñãåß�áé �ï óõíáëõóù�ü óýìðëåãìá
(C∗; �) : · · · → C∗n−1

�∗n→ C∗n �∗n+1

→ C∗n+1 → · · ·ãéá �ï ïðïßï éó÷ýåé êáé ðÜëé ü�é �∗n+1 ◦ �∗n = 0 ∀n ∈ N, äçëáäÞ ü�é Im(�∗n) ⊆
ker(�∗n+1). Ïé ïìÜäåò óõíïìïëïãßáò (ohomology groups) ïñßæïí�áé ùò ïé ïìÜäåò ðç-ëßêï Hn((C; �)) = ker(�∗n+1)=Im(�∗n).Áí Ý÷ïõìå Ýíá �ïðïëïãéêü ÷þñï X , õðÜñ÷ïõí äéÜöïñåò ìÝèïäïé ãéá íá äçìéïõñãÞ-óïõìå Ýíá áëõóù�ü óýìðëåãìá êáé íá õðïëïãßóïõìå áðü áõ�ü �éò ïìÜäåò ïìïëïãßáòÞ óõíïìïëïãßáò �ïõ ÷þñïõ. ÓõíÞèùò ÷ñçóéìïðïéïýí�áé �á simpliial óõìðëÝãìá�á,ðïõ ó÷å�ßæïí�áé ìå �ñéãùíïðïéÞóåéò �ïõ ÷þñïõ, Þ �á singular óõìðëÝãìá�á êáé Ý�óéÝ÷ïõìå �çí simpliial Þ �çí singular ïìïëïãßá áí�ßó�ïé÷á. Åäþ, áöïý Þäç åîïéêåéù-èÞêáìå ìå �á CW-óõìðëÝãìá�á, èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå �á êõ��áñéêÜ óõìðëÝãìá�á êáé�çí êõ��áñéêÞ ïìïëïãßá. ¸÷åé áðïäåé÷èåß ü�é ç êõ��áñéêÞ ïìïëïãßá åßíáé éóïäýíáìçìå �ç singular êáé �ç simpliial ïìïëïãßá, äçëáäÞ ìáò äßíïõí éóüìïñöåò ïìÜäåò ïìï-ëïãßáò (âë. åíü�ç�á 2.2 �ïõ [14℄). ¸�óé, ÷ñçóéìïðïéþí�áò �çí êõ��áñéêÞ ïìïëïãßá,èá ðÜñïõìå áêñéâþò �á ßäéá áðï�åëÝóìá�á ðïõ èá ìáò Ýäéíáí ç simpliial Þ ç singularïìïëïãßá.Ïé ïìÜäåò ïìïëïãßáò êáé óõíïìïëïãßáò óõíäÝïí�áé ìå�áîý �ïõò êÜ�ù áðü ïñéóìÝíåòóõíèÞêåò.Èåþñçìá 4.2 (Ç äõúêü�ç�á Alexander) Áí �ï D åßíáé óõìðáãÝò, �ïðéêÜ óõó�áë�ü,ìç êåíü, ãíÞóéï õðïóýíïëï �çò Sn−1, �ü�å ïé Hi(Sn−1 \ D) êáé Hn−i−1(D) åßíáééóüìïñöåò.Ìéá áðüäåéîç �ïõ èåùñÞìá�ïò õðÜñ÷åé ó�çí åíü�ç�á 3.3 �ïõ [14℄.Áò äïýìå �þñá ðþò ïñßæïõìå �ï êõ��áñéêü óýìðëåãìá óå ÷þñïõò ìå CW-äïìÞ. ¸ó�ùX ÷þñïò ãéá �ïí ïðïßï Ý÷ïõìå ìéá CW-äïìÞ. Ïñßæïõìå �ï êõ��áñéêü óýìðëåãìá (ellomplex) (C(X); �) ùò �ï áëõóù�ü óýìðëåãìá ðïõ Ý÷åé óáí n-ïó�Þ ïìÜäá Cn(X) �çíåëåýèåñç áâåëéáíÞ ïìÜäá ðïõ ðáñÜãå�áé áðü �á n-êý��áñá êáé óáí óõíïñéáêü �åëåó�Þ� : Cn(X) → Cn−1(X) �çí áðåéêüíéóç ðïõ ïñßæå�áé ùò åîÞò:¸ó�ù en Ýíá êý��áñï äéÜó�áóçò n. Óõìâïëßæïõìå ìå Xn �ï óýíïëï üëùí �ùí êõ��Ü-ñùí �çò CW-äïìÞò ìå äéÜó�áóç ìéêñü�åñç Þ ßóç �ïõ n. Áðü �ïí Ïñéóìü 3.1, Ý÷ïõìåáðåéêüíéóç ' : �en → Xn−1. Ïñßæïõìå óáí 'f : �en → f , üðïõ f åßíáé Ýíá êý��áñïäéÜó�áóçò n− 1, �çí áðåéêüíéóç �f ◦ ', üðïõ �f : Xn−1 → Xn−1=(Xn−1 \ f) åßíáé ç23



öõóéêÞ ðñïâïëÞ. Ìå áõ�ïýò �ïõò óõìâïëéóìïýò, Ý÷ïõìå�([en]) =
∑

dim f=n−1

deg'f [fn−1]1:¸�óé ï ÷þñïò ìáò áðïê�Ü Ýíá êõ��áñéêü óýìðëåãìá. ÌÝóù áõ�ïý ìðïñïýìå íá õðï-ëïãßóïõìå �éò ïìÜäåò ïìïëïãßáò êáé óõíïìïëïãßáò �ïõ ÷þñïõ.¸íá áðï�Ýëåóìá ðïõ áöïñÜ �éò ïìÜäåò ïìïëïãßáò êáé èá ìáò öáíåß ÷ñÞóéìï ó�ç óõ-íÝ÷åéá åßíáé ç ìáêñÜ áêñéâÞò áêïëïõèßá Mayer - Vietoris. Ôï èåþñçìá áõ�ü áðïäåé-êíýå�áé ó�çí åíü�ç�á 2.2 �ïõ [14℄.Èåþñçìá 4.3 Áí X åßíáé �ïðïëïãéêüò ÷þñïò êáé U; V äýï áíïéê�Ü õðïóýíïëá �ïõX ìå U ∪ V = X êáé U ∩ V = A, �ü�å Ý÷ïõìå �ç ìáêñÜ áêñéâÞ áêïëïõèßá
· · · → Hn+1(X)

�∗

→ Hn(A)
'
→ Hn(U) ⊕Hn(V )

 
→ Hn(X)

�∗

→ Hn−1(A) → · · · :Ç ' : Hn(A) → Hn(U) ⊕Hn(V ) åßíáé �ï åõèý Üèñïéóìá �ùí áðåéêïíßóåùí ðïõ åðÜ-ãïí�áé áðü �ïõò åãêëåéóìïýò i1A : A ,→ U êáé i2A : A ,→ V . Ç  : Hn(U) ⊕Hn(V ) →Hn(X) åßíáé ç äéáöïñÜ �ùí áðåéêïíßóåùí ðïõ åðÜãïí�áé áðü �ïõò åãêëåéóìïýò iU :U ,→ X êáé iV : V ,→ X . ÔÝëïò, ç �∗ : Hn+1(X) → Hn(A) åßíáé �çò ìïñöÞò�∗ = (i1A; i2A)−1�(iU − iV )−1.4.4 H s-äéáó�ñùìÜ�ùóçÈá õðïëïãßóïõìå �éò ïìÜäåò ïìïëïãßáò �ïõ DA ðñïóäéïñßæïí�áò êÜðïéïõò ãåííÞ�ï-ñåò �ùí ïìÜäùí áõ�þí. Ó�ïí ðñïóäéïñéóìü �ùí ãåííç�üñùí èá ìáò âïçèÞóåé ç s-äéáó�ñùìÜ�ùóç �ïõ ÷þñïõ üðùò åðé�õã÷Üíå�áé ìå �ç âïÞèåéá �ïõ A. Ç ìÝèïäïò ðïõèá áíáöÝñïõìå áíáð�ý÷èçêå áðü �ïõò Bj�orner êáé Ziegler [8℄. Ôï �åëéêü áðï�Ýëåóìáðïõ áöïñÜ �ç óõíïìïëïãßá �ïõ óõìðëçñþìá�ïò åßíáé ðñïãåíÝó�åñï êáé áðïäåß÷èçêåáðü �ïí Brieskorn [9℄ êáé áðü �ïõò Orlik êáé Solomon [18℄.Ïñéóìüò 4.3 �éá êÜèå ìéãáäéêü áñéèìü z = x+ iy ïñßæïõìå Ýíá ðñüóçìï, ìÝóù �çòóõíÜñ�çóçò s ùò åîÞò:s(x+ iy) =























i; áí y > 0j; áí y < 0
+; áí y = 0 êáé x > 0
−; áí y = 0 êáé x < 0
0; áí y = x = 0:¸ó�ù A = {H1; :::; Hk} Ýíá ðáñÜ�áãìá ãñáììéêþí õðåñåðéðÝäùí ó�ïí Cn êáé lm ãñáì-ìéêÞ ìïñöÞ ó�ïí Cn �Ý�ïéá þó�å Hm = ker(lm) ãéá m = 1; :::; k. �áñá�çñïýìå ü�é �ïz ∈ Cn áíÞêåé ó�ï Hm áí êáé ìüíïí áí lm(z) = 0, äçëáäÞ áí êáé ìüíï áí s(lm(z)) = 0.Ïñßæïõìå �ç óõíÜñ�çóç ìéãáäéêïý ðñïóÞìïõ sA(z) = (s(l1(z)); s(l2(z)); :::; s(lk(z))) ∈1Áí Ý÷ïõìå óõíå÷Þ áðåéêüíéóç f : Sn−1 → Sn−1, �ü�å ç f åðÜãåé ïìïìïñöéóìü Hn−1(f) :Hn−1(Sn−1) → Hn−1(Sn−1) ìå�áîý Üðåéñùí êõêëéêþí ïìÜäùí. Óõíåðþò åßíáé �çò ìïñöÞòHn−1(f)(a) = ka ãéá êÜðïéï k ∈ Z, �ï ïðïßï åîáñ�Ü�áé ìüíï áðü �çí f . Áõ�üò ï áêÝñáéïò êá-ëåß�áé ï âáèìüò �çò f êáé óõìâïëßæå�áé ìå degf . 24



{i; j;+;−; 0}k ãéá z ∈ Cn êáé óõìâïëßæïõìå �ï ðåäßï �éìþí �çò sA ìå KA = {sA(z) :z ∈ Cn}. Èá ëÝìå ü�é äýï óçìåßá áíÞêïõí ó�çí ßäéá ðëåõñÜ �ïõ ðáñá�Üãìá�ïò áí Ý÷ïõí�ï ßäéï ìéãáäéêü ðñüóçìï. ÄçëáäÞ, ðëåõñÝò �ïõ ðáñá�Üãìá�ïò åßíáé ïé áí�ßó�ñïöåòåéêüíåò �ùí ó�ïé÷åßùí �ïõ óõíüëïõ KA ìÝóù �çò sA. Áí �ï ìéãáäéêü ðñüóçìï ìéáòðëåõñÜò Ý÷åé d1 óõí�å�áãìÝíåò ßóåò ìå i Þ j êáé d2 óõí�å�áãìÝíåò ßóåò ìå + Þ −, �ü�åèá ëÝìå ü�é ç äéÜó�áóç d �çò ðëåõñÜò åßíáé d = 2d1 + d2. Áõ�Ýò ïé ðëåõñÝò áðï�åëïýí�á ìÝñç ìéáò äéáìÝñéóçò �ïõ Cn.Ïñéóìüò 4.4 Ç äéáìÝñéóç �ïõ Cn ó�éò ðëåõñÝò �ïõ ðáñá�Üãìá�ïò A, ðïõ ïñßæïí�áéìÝóù �çò óõíÜñ�çóçò ìéãáäéêïý ðñïóÞìïõ, sA : Cn → KA, êáëåß�áé s-äéáó�ñùìÜ�ùóç(s-strati�ation) �ïõ Cn ìÝóù �ïõ A.Ïé �ïìÝò �ùí ðëåõñþí ìå �ç ìïíáäéáßá óöáßñá S2n−1 �ïõ Cn äçìéïõñãïýí ìéá CW-äïìÞ ãéá �ç óöáßñá, áöïý ç �ïìÞ ìéáò d-ðëåõñÜò ìå �çí S2n−1 åßíáé ïìïéïìïñöéêÞìå Ýíá êëåéó�ü d-êý��áñï. Ó�ï óýíïëï KA = sA(Cn) Þ áí�ßó�ïé÷á ó�ç CW-äïìÞ�çò S2n−1 ðïõ ïñßæå�áé ìÝóù �çò sA, ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå ìéá ìåñéêÞ äéÜ�áîç êá�Üóõí�å�áãìÝíç, ìå �á i; j íá êáëýð�ïõí �á +;− êáé �á +;− íá êáëýð�ïõí �ï 0, äçëáäÞêá�Ü óõí�å�áãìÝíç íá Ý÷ïõìå �ï äéÜãñáììá Hasse:
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×ùñßæïõìå �ï ìåñéêþò äéá�å�áãìÝíï óýíïëï KA óå äýï õðïóýíïëá. Ôï ðñþ�ï åß-íáé �ï Klink êáé áðï�åëåß�áé áðü üëá �á ó�ïé÷åßá ðïõ Ý÷ïõí 0 óå �ïõëÜ÷éó�ïí ìßáóõí�å�áãìÝíç. Ôï äåý�åñï åßíáé �ï Komp = KA \ Klink . Äéáöïñå�éêÜ, �ï Klink =sA(∪ki=1Hi) ðåñéÝ÷åé �á ðñüóçìá �ùí ðëåõñþí ðïõ ðåñéÝ÷ïí�áé ó�çí Ýíùóç �ùí õðåñå-ðéðÝäùí H1; :::; Hk êáé �ï Komp = sA(Cn \ ∪ki=1Hi) = sA(CA) ðåñéÝ÷åé �á ðñüóçìá�ùí ðëåõñþí ðïõ áíÞêïõí ó�ï óõìðëÞñùìá �ïõ A.4.5 Ç ïìïëïãßá �ïõ æåýãìá�ïò�éá íá õðïëïãßóïõìå �ç óõíïìïëïãßá �ïõ óõìðëçñþìá�ïò �ïõ ðáñá�Üãìá�ïò, ðñþ�áèá õðïëïãßóïõìå �çí ïìïëïãßá �ïõ æåýãìá�üò �ïõ.¸ó�ù A = {H1; :::; Hk} Ýíá ðáñÜ�áãìá ãñáììéêþí õðåñåðéðÝäùí ó�ïí Cn. Èõìßæïõìåü�é ìå D = DA ⊆ S2n−1 óõìâïëßæïõìå �ï æåýãìá �ïõ ðáñá�Üãìá�ïò õðåñåðéðÝäùí,äçëáäÞ �çí �ïìÞ �ùí õðåñåðéðÝäùí ìå �ç ìïíáäéáßá óöáßñá. Åðßóçò, óõìâïëßæïõìå ìåD′ = DA′ êáé ìå D′′ = DA′′ �á æåýãìá�á �ùí ðáñá�áãìÜ�ùí A′ êáé A′′ áí�ßó�ïé÷á2. Ó�ü÷ïò åßíáé íá õðïëïãßóïõìå �çí êõ��áñéêÞ ïìïëïãßá �ïõ D. Èá ÷ñçóéìïðïéïýìåáíçãìÝíåò ïìÜäåò ïìïëïãßáò (redued homology groups) (âë. óåë. 110 ó�ï [14℄), ãéá�éò ïðïßåò éó÷ýåé åî ïñéóìïýH̃−1(T ) =

{

Z; áí T = ∅
0; áëëéþò:2Ôá ðáñá�Üãìá�á A′ êáé A′′ ùò ðñïò Hk ïñßó�çêáí ó�çí �áñÜãñáöï 2.3.25



Èá ïñßóïõìå êÜðïéïõò êõ��áñéêïýò êýêëïõò ðïõ �åëéêÜ èá äåßîïõìå ü�é åßíáé ãåííÞ-�ïñåò �ùí ïìÜäùí ïìïëïãßáò �ïõ D. ¸ó�ù A ⊆MA Ýíá áíåîÜñ�ç�ï, ìç êåíü óýíïëïìå ðëçèéêü áñéèìü m ≥ 1. Ï LA = {z ∈ Cn : s(la(z)) ∈ {+;−; 0} ãéá üëá �á a ∈ A}åßíáé Ýíáò ðñáãìá�éêüò õðü÷ùñïò äéÜó�áóçò 2n−m. Ôï õðïóýíïëü �ïõ, CA = {z ∈
Cn : s(la(z)) ∈ {0;+} ãéá üëá �á a ∈ A} åßíáé ç �ïìÞ m êëåéó�þí çìé÷þñùí. ¢ñá�ï CA åßíáé Ýíáò êëåéó�üò êþíïò äéÜó�áóçò 2n−m ó�ï LA. Åßíáé ãíÞóéï õðïóýíïëï�ïõ LA áöïý A 6= ∅. Óõìâïëßæïõìå ìå A = CA ∩ S2n−1 �çí �ïìÞ �ïõ êþíïõ ìå �çìïíáäéáßá óöáßñá �ïõ Cn. Ôï A åßíáé ïìïéïìïñöéêü ìå �çí (2n −m − 1)-ìðÜëá êáéìðïñåß íá ðåñéÝ÷å�áé óå ðåñéóóü�åñåò áðü ìßá ðëåõñÝò �çò s-äéáó�ñùìÜ�ùóçò. �ñïó-äéïñßæåé ìéá êõ��áñéêÞ (2n −m − 1)-áëõóßäá, �çí ïðïßá åðßóçò óõìâïëßæïõìå ìå A.Áõ�Þ ç áëõóßäá ðåñéÝ÷åé üëá �á (2n − m − 1)-êý��áñá ðïõ Ý÷ïõí + ó�éò èÝóåéò ìåäåßê�ç áðü �ï A, ìå óõí�åëåó�Þ ±1. Ôï óýíïñï �çò (2n − m − 1)-ìðÜëáò A åßíáéç (2n − m − 2)-óöáßñá dA = �CA ∩ S2n−1. Áöïý �ï óýíïñï �ïõ êþíïõ CA åßíáé�ï �CA = {z ∈ CA : la(z) = 0 ãéá êÜðïéï a ∈ A}, ç dA åßíáé õðïóýìðëåãìá �ïõD. Èá óõìâïëßæïõìå ìå dA êáé �çí áí�ßó�ïé÷ç êõ��áñéêÞ áëõóßäá. �åñéÝ÷åé üëá �á
(2n−m− 2)-êý��áñá, ðïõ ó�éò èÝóåéò ìå äåßê�ç áðü �ï A Ý÷ïõí ðáí�ïý +, åê�üò áðüáêñéâþò ìßá èÝóç üðïõ Ý÷ïõí 0, ìå óõí�åëåó�Þ ±1.Èåþñçìá 4.4 Áí A êáé D åßíáé üðùò ðñïçãïõìÝíùò êáé M åßíáé �ï ìç�ñïåéäÝò �ïõ
A, �ü�å ç ïìÜäá ïìïëïãßáò H̃i(D) �ïõ D ãéá i ≥ 0 åßíáé åëåýèåñç ìå Z-âÜóç {<dA >: A ∈ BC(M); |A| = 2n− 2 − i}.Áðüäåéîç: Ç áðüäåéîç èá ãßíåé ìå åðáãùãÞ ó�ï k = |A|. �éá k = 0 Ý÷ïõìå A =
∅; D = ∅; BC(M) = ∅; H̃i(D) = 0 ãéá i ≥ 0.Ç S2n−1 ìå �çí s-äéáó�ñùìÜ�ùóç åßíáé CW-óýìðëåãìá. Ôá D; D′; D′′ êáé S =Hk∩S2n−1 ∼= S2n−3 åßíáé õðïóõìðëÝãìá�á �çò S2n−1 ìå D′∪S = D êáé D′∩S = D′′.Êá�Ü óõíÝðåéá, ç ìáêñÜ áêñéâÞò áêïëïõèßá Mayer - Vietoris (âë. Èåþñçìá 4.3) ó�çíáíçãìÝíç ïìïëïãßá ãéá áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç åßíáé:

· · · → H̃i(D′′)
(j1∗;j2∗)
→ H̃i(D′) ⊕ H̃i(S)

j3∗−j4∗→ H̃i(D)
�∗→ H̃i−1(D′′) → · · · :Ïé j1∗ ; j2∗ ; j3∗ ; j4∗ åðÜãïí�áé áðü åãêëåéóìïýò êáé ï �∗ ïñßæå�áé ùò �∗ = (j1∗ ; j2∗)−1�(j3∗−j4∗)−1, ìå �ïí � íá åßíáé ï óõíïñéáêüò �åëåó�Þò ó�ï êõ��áñéêü óýìðëåãìá. Áðü �çíõðüèåóç �çò åðáãùãÞò Ý÷ïõìå ü�é ãéá i > 0 ç H̃i−1(D′′) ðáñÜãå�áé áðü �ï óýíïëïÂ′′i−1 = {< d′′A >: A ∈ BC(M ′′); |A| = 2n − i − 3}. Áðü �ç ó÷Ýóç (4.1), ãéá êÜèå< d′′A >∈ B′′i−1, Ý÷ïõìå ü�é A∪{k} ∈ BC(M). ×ùñßæïõìå �çí áëõóßäá dA∪{k} óå äýïáëõóßäåò. Ç ðñþ�ç ðåñéÝ÷åé üëá �á ó�ïé÷åßá z �çò dA∪{k} �Ý�ïéá þó�å s(lk(z)) = 0.Ôá ó�ïé÷åßá �çò áëõóßäáò áõ�Þò ðåñéÝ÷ïí�áé ó�ï õðåñåðßðåäï Hk êáé åßíáé áêñéâþò�á ó�ïé÷åßá �çò ′′A. Ç äåý�åñç áëõóßäá ðåñéÝ÷åé üëá �á ó�ïé÷åßá z �çò dA∪{k} ãéá�á ïðïßá éó÷ýåé s(lk(z)) = +. Ç áëõóßäá áõ�Þ ðåñéÝ÷å�áé ó�ï óýìðëåãìá D′ êáé�ç óõìâïëßæïõìå ìå e′A;k. ÓõíïëéêÜ, Ý÷ïõìå �ç ó÷Ýóç dA∪{k} = (dA∪{k} ∩ S) +

(dA∪{k} ∩ D′) := ′′A + e′A;k. Éó÷ýåé ü�é �A∪{k} = dA∪{k}. ¢ñá èá Ý÷ïõìå ü�é�dA∪{k} = � ◦ �A∪{k} = 0 ⇒ �e′A;k = −�′′A = ±d′′A. Óõíåðþò,�∗ < dA∪{k} > = < (j1∗ ; j2∗)−1�(j3∗ − j4∗)−1dA∪{k} >
= < (j1∗ ; j2∗)−1�(e′A;k;−′′A) >
= < (j1∗ ; j2∗)−1(±d′′A;±d′′A) >
= < ±d′′A > :26



Áðü áõ�ü óõìðåñáßíïõìå ü�é ï �∗ åßíáé åðß �ïõ H̃i−1(D′′) êáé ç (j1∗ ; j2∗) : H̃i−1(D′′) →H̃i−1(D′)⊕H̃i−1(S) åßíáé ç ìçäåíéêÞ áðåéêüíéóç ãéá i > 0. ¸�óé ðáßñíïõìå �ç âñá÷åßááêñéâÞ áêïëïõèßá
0 → H̃i(D′) ⊕ H̃i(S) → H̃i(D) → H̃i−1(D′′) → 0ãéá i > 0. Ïé H̃i(D′) êáé H̃i−1(D′′) åßíáé åëåýèåñåò áðü �çí åðáãùãéêÞ õðüèåóç êáéç H̃i(S) åßíáé åëåýèåñç áöïý S ∼= S2n−3. Èåùñïýìå �çí áðåéêüíéóç � : H̃i−1(D′′) →H̃i(D), ç ïðïßá ïñßæå�áé ó�ïõò ãåííÞ�ïñåò �çò H̃i−1(D′′) ùò �(< d′′A >) =< dA∪{k} >.Ç âñá÷åßá áêñéâÞò áêïëïõèßá äéáóðÜ�áé áöïý �∗ ◦ � = idH̃i−1(D′′). ¢ñá ðáßñíïõìå �ïåõèý Üèñïéóìá H̃i(D) ∼= H̃i(D′) ⊕ H̃i−1(D′′) ⊕ H̃i(S):Áðü áõ�ü �ï Üèñïéóìá âëÝðïõìå ü�é ç H̃i(D) åßíáé åëåýèåñç. Ìðïñïýìå íá ðÜñïõìåìéá âÜóç ãéá �çí ïìÜäá áõ�Þ áðü �éò âÜóåéò �ùí ðñïóèå�Ýùí. Áí < s > åßíáé ÝíáòãåííÞ�ïñáò �çò H̃2n−3(S), �ü�å ðñïöáíþò j4∗(< s >) = ± < d{k} >. ÅðéðëÝïí, áí�ï A åßíáé áíåîÜñ�ç�ï êáé �ï k äåí áíÞêåé ó�ï A, ðáßñíïõìå j3∗(< d′A >) = ± <dA > áðü êá�áóêåõÞ. ¸�óé ðáßñíïõìå óáí âÜóç ãéá �çí H̃i(D) �ï óýíïëï üëùí �ùí�Üîåùí ïìïëïãßáò < dA > ìå |A| = 2n − 2 − i, �Ý�ïéá þó�å �ï A íá áíÞêåé ó�ïBC(M ′) ∪ {A ∪ {k} : A ∈ BC(M ′′); A 6= ∅} ∪ {{k}}. Áðü �ç ó÷Ýóç (4.1) Ý÷ïõìå �ïáðï�Ýëåóìá ðïõ èÝëïõìå. ��üñéóìá 4.2
∑i≥1

rank(H̃i(D))ti = (−t)2n−r−2�(−t) − t2n−2:Áðüäåéîç: Èõìßæïõìå ü�é ìå fj óõìâïëßæïõìå �ï ðëÞèïò �ùí j-ðëåõñþí �ïõ BC-óõìðëÝãìá�ïò �ïõ ðáñá�Üãìá�ïò. Áðü �ï ðñïçãïýìåíï èåþñçìá óõìðåñáßíïõìå Üìåóáü�é rank(H̃i(D)) = f2n−3−i. ×ñçóéìïðïéþí�áò áõ�ü �ï áðï�Ýëåóìá êáé �ïí �ýðï (4.2)ðáßñíïõìå
∑i≥1

rank(H̃i(D))ti =
∑i≥1

f2n−3−iti
= t2n−2

∑i≥1

f2n−3−i(t−1)2n−2−i
= t2n−2

r
∑i=1

f2n−3−i(t−1)2n−2−i
= t2n−2[(−1=t)r�(−t) − 1]

= (−t)2n−r−2�(−t) − t2n−2:
�4.6 Ç óõíïìïëïãßá �ïõ óõìðëçñþìá�ïòÇ óõíïìïëïãßá �ïõ óõìðëçñþìá�ïò õðïëïãßæå�áé Üìåóá áðü �çí ðñïçãïýìåíç ðáñÜ-ãñáöï ÷ñçóéìïðïéþí�áò �ç äõúêü�ç�á Alexander.27



¸ó�ù A Ýíá ðáñÜ�áãìá ãñáììéêþí õðåñåðéðÝäùí ó�ïí Cn. Ó�çí ðñïçãïýìåíç ðáñÜ-ãñáöï áó÷ïëçèÞêáìå ìå �çí ïìïëïãßá �ïõ DA. Èõìßæïõìå ü�é �ï óõìðëÞñùìá �ïõ Aåßíáé �ï CA = Cn \ (H1∪· · ·∪Hk). ×ñçóéìïðïéþí�áò �ï Èåþñçìá 4.2 êáé �ï �üñéóìá4.2, ðáßñíïõìå Üìåóá �ç óõíïìïëïãßá �ïõ CA.Èåþñçìá 4.5 ¸ó�ù CA �ï óõìðëÞñùìá åíüò ìéãáäéêïý ðáñá�Üãìá�ïò ãñáììéêþíõðåñåðéðÝäùí A �Üîçò r ó�ïí ÷þñï Cn. Ç óõíïìïëïãßá �ïõ CA åßíáé åëåýèåñç êáééó÷ýåé:
∑i≥0

rank(H̃ i(C))ti = (−t)r�(

−
1t) − 1:Åéäéêü�åñá, H̃ i(CA) = 0 ãéá i > r.ÅöáñìïãÞ: Ìéá åéäéêÞ ðåñßð�ùóç �ïõ ðñïÞãïõìåíïõ èåùñÞìá�ïò, ãéá �çí ïðïßá ìðï-ñïýìå íá Ý÷ïõìå êáé ìéá äéáéóèç�éêÞ åéêüíá, áöïñÜ �ï ðáñÜ�áãìá {H = {x = 0}}ó�ïí C. Ôï ÷áñáê�çñéó�éêü ðïëõþíõìï �ïõ ðáñá�Üãìá�ïò åßíáé �ï �(t) = t− 1. ¢ñáÝ÷ïõìå ü�é (−t)r� (

− 1t ) − 1 = (−t)1(− 1t − 1) − 1 = t. Óõíåðþò H̃i(C) = 0 ãéái 6= 1 êáé rank(H̃1(C)) = 1. Áõ�ü åßíáé �ï áíáìåíüìåíï áðï�Ýëåóìá, áöïý éó÷ýåé ü�éC = C \ {0} ∼= S1.
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ÊåöÜëáéï 5�áñá�Üãìá�á CoxeterÌéá åéäéêÞ êá�çãïñßá ðáñá�áãìÜ�ùí õðåñåðéðÝäùí åßíáé �á ðáñá�Üãìá�á Coxeter.¼ðùò êáé ó�á ðñïçãïýìåíá êåöÜëáéá, èá äïýìå ü�é �ï ÷áñáê�çñéó�éêü ðïëõþíõìïìáò äßíåé åíäéáöÝñïõóåò ðëçñïöïñßåò. �ñþ�á üìùò èá ïñßóïõìå �á ðáñá�Üãìá�á Cox-eter.5.1 �åñß ïìÜäùí áíáêëÜóåùí¸ó�ù V Ýíáò Åõêëåßäåéïò ÷þñïò ðåðåñáóìÝíçò äéÜó�áóçò n. Óå áõ�ü �ï ÷þñï ïñßæï-í�áé áíáêëÜóåéò, äçëáäÞ ãñáììéêÝò áðåéêïíßóåéò ðïõ Ý÷ïõí n−1 éäéï�éìÝò ßóåò ìå 1 êáéìßá éäéï�éìÞ ßóç ìå −1, êáé ïñèïãþíéïé ìå�áó÷çìá�éóìïß, äçëáäÞ ãñáììéêÝò áðåéêïíß-óåéò ðïõ äéá�çñïýí �ï åóù�åñéêü ãéíüìåíï (Üñá äéá�çñïýí ãùíßåò êáé ìÞêç). Èåùñïýìåü�é êÜèå õðåñåðßðåäï áíÜêëáóçò, äçëáäÞ êÜèå õðåñåðßðåäï ðïõ ìÝíåé ó�áèåñü ü�áí äñáó�ï ÷þñï ìéá áíÜêëáóç, äéÝñ÷å�áé áðü �çí áñ÷Þ �ùí áîüíùí êáé ü�é êÜèå áíáêëÜóçåßíáé ïñèïãþíéá.Ïñéóìüò 5.1 Ìéá ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá áíáêëÜóåùí (�nite reetion group) åßíáé ÝíáðåðåñáóìÝíï óýíïëï ïñèïãþíéùí ìå�áó÷çìá�éóìþí ó�ï ãñáììéêü ÷þñï V �ï ïðïßïáðïê�Ü äïìÞ ïìÜäáò ìå ðñÜîç �ç óýíèåóç ìå�áó÷çìá�éóìþí êáé ðáñÜãå�áé óáí ïìÜäááðü ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò áíáêëÜóåéò ó�ïí V .Ïñéóìüò 5.2 Ôï óýíïëï A üëùí �ùí õðåñåðéðÝäùí áíÜêëáóçò ìéáò ïìÜäáò áíáêëÜ-óåùí W êáëåß�áé ðáñÜ�áãìá Coxeter �çò W .Ìå Üëëá ëüãéá, Ýíá ðáñÜ�áãìá Coxeter åßíáé ìéá ðåðåñáóìÝíç óõëëïãÞ õðåñåðéðÝäùí
A, ç ïðïßá åßíáé êëåéó�Þ ùò ðñïò �éò áíáêëÜóåéò ó�á õðåñåðßðåäá áõ�Ü. Ïé ðåñéï÷Ýò�ïõ ðáñá�Üãìá�ïò åßíáé üóåò êáé �á ó�ïé÷åßá �çò ïìÜäáò áíáêëÜóåùí. �ñÜãìá�é, áíåðéëÝîïõìå ìéá áðü �éò ðåñéï÷Ýò �ïõ ðáñá�Üãìá�ïò êáé �çí ïíïìÜóïõìå R, �ü�å çáðåéêüíéóç w 7→ w(R) åßíáé ìéá 1-1 êáé åðß áí�éó�ïé÷ßá ìå�áîý �ùí ìå�áó÷çìá�éóìþíw �çò ïìÜäáò áíáêëÜóåùò êáé �ùí ðåñéï÷þí �ïõ A. ÏíïìÜæïõìå õðåñåðßðåäá üøçò(faet hyperplanes) �çò R �á õðåñåðßðåäá �ïõ A ðïõ ç �ïìÞ �ïõò ìå �çí êëåéó�Þ èÞêç�çò R Ý÷åé äéÜó�áóç n− 1. Åßíáé ãíùó�ü ü�é ïé áíáêëÜóåéò ó�á õðåñåðßðåäá üøçò �çòR ðáñÜãïõí �çí ïìÜäá áíáêëÜóåùí. ÌÜëéó�á �ï óõãêåêñéìÝíï ðáñÜãïí óýíïëï åßíáéåëÜ÷éó�ï ùò ðñïò �ç ó÷Ýóç �ïõ åãêëåéóìïý.29



Áí � ∈ V , �ü�å ç áíÜêëáóç ðïõ áí�éó�ïé÷åß ó�ï � äßíå�áé áðü �ïí �ýðï ��(x) =x− 2x·aa·aa; ∀x ∈ V .Ïñéóìüò 5.3 ¸íá ðåðåñáóìÝíï óýó�çìá ñéæþí (root system) åßíáé Ýíá ðåðåñáóìÝíï,ìç êåíü óýíïëï Φ ìç ìçäåíéêþí äéáíõóìÜ�ùí �ïõ V , �á ïðïßá êáëïýìå ñßæåò, ðïõéêáíïðïéåß �á åîÞò:1. ÊÜèå ìïíïäéÜó�á�ïò õðü÷ùñïò �ïõ V åß�å äåí ðåñéÝ÷åé ñßæåò, åß�å ðåñéÝ÷åé äýïñßæåò áí�ßèå�åò ìå�áîý �ïõò.2. �éá êÜèå � ∈ Φ ç áíÜêëáóç �� ìå�áèÝ�åé �ï Φ.�éá Ýíá ðåðåñáóìÝíï óýó�çìá ñéæþí Φ ç ïìÜäá ðïõ ðáñÜãå�áé áðü �éò áíáêëÜóåéò
{��; � ∈ Φ} åßíáé ðåðåñáóìÝíç. ÕðÜñ÷åé ìéá áí�éó�ïé÷ßá ìå�áîý ðáñá�áãìÜ�ùí Cox-eter êáé óõó�çìÜ�ùí ñéæþí. ÓõãêåêñéìÝíá, áí Φ = {±�i : i ∈ I}, �ü�å �á õðåñåðß-ðåäá ðïõ ïñßæïí�áé áðü �éò åîéóþóåéò �i · x = 0 ó÷çìá�ßæïõí Ýíá ðáñÜ�áãìá Coxeter.Áí�ßó�ñïöá, áí Ý÷ïõìå Ýíá ðáñÜ�áãìá Coxeter ðïõ áðï�åëåß�áé áðü �á õðåñåðßðåäáHi = {x ∈ V : �i · x = 0}; i ∈ I , �ü�å �ï óýíïëï {±�i=||�i|| : i ∈ I} åßíáé Ýíáóýó�çìá ñéæþí.�áñáäåßãìá�á1. Ôï óýó�çìá ñéæþí B2 ìå �ï ðáñÜ�áãìá Coxeter ðïõ áí�éó�ïé÷åß óå áõ�ü åßíáé:
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2. Ôï óýó�çìá ñéæþí A2 ìå �ï áí�ßó�ïé÷ï ðáñÜ�áãìá Coxeter åßíáé:
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HHHHHHÏñéóìüò 5.4 ¸ó�ù Φ óýó�çìá ñéæþí, A �ï áí�ßó�ïé÷ï ðáñÜ�áãìá Coxeter êáé Rìéá ðåñéï÷Þ �ïõ A. Ïé áðëÝò ñßæåò (simple roots) �ïõ Φ åßíáé �á ó�ïé÷åßá �ïõ ðïõåßíáé êÜèå�á ó�á õðåñåðßðåäá üøçò �çò R êáé äåß÷íïõí ðñïò �çí R. Ï âáèìüò (rank)30



�ïõ Φ åßíáé �ï ðëÞèïò �ùí áðëþí ñéæþí �ïõ, �ï ïðïßï �áõ�ßæå�áé ìå �ç äéÜó�áóç �çòãñáììéêÞò �ïõ èÞêçò.Óõìâïëßæïõìå �ï óýíïëï �ùí áðëþí ñéæþí �ïõ Φ ìå Π.Ïñéóìüò 5.5 ¸ó�ù �1; �2; :::; �n ïé áíáêëÜóåéò ðïõ áí�éó�ïé÷ïýí ó�éò áðëÝò ñßæåò�ïõ Φ. Êáëïýìå �ï ó�ïé÷åßï  = �1�2 · · ·�n ó�ïé÷åßï Coxeter �çò ïìÜäáò áíáêëÜóåùíW ðïõ ðáñÜãå�áé áðü �ï Φ.Ôï ó�ïé÷åßï Coxeter  åîáñ�Ü�áé áðü �çí åðéëïãÞ �ïõ óõíüëïõ Π �ùí áðëþí ñéæþíêáé áðü �çí åðéëïãÞ �çò ãñáììéêÞò äéÜ�áîçò �1; :::; �n �ïõ óõíüëïõ �ùí áí�ßó�ïé÷ùíáðëþí áíáêëÜóåùí. ¼ìùò �á äéáöïñå�éêÜ ó�ïé÷åßá Coxeter åßíáé óõæõãÞ ìå�áîý �ïõòêáé Ý�óé Ý÷ïõí �çí ßäéá �Üîç h, ðïõ ïíïìÜæïõìå áñéèìü Coxeter �çò W . Ç óõæõ-ãßá åîáóöáëßæåé åðßóçò ü�é èá Ý÷ïõí �ï ßäéï ÷áñáê�çñéó�éêü ðïëõþíõìï êáé �éò ßäéåòéäéï�éìÝò.Ïñéóìüò 5.6 ÏíïìÜæïõìå åêèÝ�åò (exponents) �çò ïìÜäáò áíáêëÜóåùí W �ïõò áêå-ñáßïõò m ãéá �ïõò ïðïßïõò ï e2mi�=h åßíáé éäéï�éìÞ �ïõ ó�ïé÷åßïõ Coxeter �çò W êáé�ïõò óõìâïëßæïõìå ìå e1; e2; :::; en.�åñéóóü�åñåò ðëçñïöïñßåò ãéá ðáñá�Üãìá�á Coxeter êáé óõó�Þìá�á ñéæþí õðÜñ÷ïõíó�á [15℄ êáé [13℄.5.2 Áðüëõ�ï ìÞêïò�éá íá õðïëïãßóïõìå �ï ÷áñáê�çñéó�éêü ðïëõþíõìï åíüò ðáñá�Üãìá�ïò Coxeter, èá÷ñåéáó�ïýìå êÜðïéá áðï�åëÝóìá�á ðïõ ó÷å�ßæïí�áé ìå �ïõò ìå�áó÷çìá�éóìïýò �ùíðåðåñáóìÝíùí ïìÜäùí áíáêëÜóåùí êáé �ïõò õðï÷þñïõò ðïõ ó�áèåñïðïéïýí�áé áðü áõ-�ïýò. Ó�çí åíü�ç�á áõ�Þ èá äåßîïõìå ü�é ï õðü÷ùñïò ðïõ ó�áèåñïðïéåß�áé áðü Ýíáìå�áó÷çìá�éóìü ìéáò ðåðåñáóìÝíçò ïìÜäáò áíáêëÜóåùí åßíáé �ïìÞ êÜðïéùí õðåñåðé-ðÝäùí áíÜêëáóçò. Ôá áðï�åëÝóìá�á ðïõ èá ðáñïõóéÜóïõìå õðÜñ÷ïõí ó�ï Üñèñï [11℄.¸ó�ù W ìéá ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá áíáêëÜóåùí ó�ï ãñáììéêü ÷þñï V , A �ï ðáñÜ-�áãìá Coxeter �çò W êáé Φ �ï áí�ßó�ïé÷ï óýó�çìá ñéæþí. Óõìâïëßæïõìå ìå �i, üðïõi ∈ I , �éò áíáêëÜóåéò �çò W , ìå Hi �á áí�ßó�ïé÷á õðåñåðßðåäá áíÜêëáóçò êáé ìå �i�éò áí�ßó�ïé÷åò ñßæåò.Ïñéóìüò 5.7 ËÝìå ü�é ï w ∈ W ó�áèåñïðïéåß �ï v ∈ V ü�áí w(v) = v. Óõìâïëß-æïõìå ìå Fix(w) �ïí õðü÷ùñï �ïõ V ðïõ ðåñéÝ÷åé üëá �á äéáíýóìá�á ðïõ ó�áèåñïðïéåßï w, äçëáäÞ Fix(w) = {v ∈ V : w(v) = v}:Ôï áêüëïõèï ëÞììá åßíáé ìéá ãíùó�Þ éäéü�ç�á �ùí ðåðåñáóìÝíùí ïìÜäùí áíáêëÜóåùí(âë. 1.20 ó�ï [27℄).ËÞììá 5.1 ¸ó�ù S ðåðåñáóìÝíï õðïóýíïëï �ïõ V . Áí ï w ∈ W ó�áèåñïðïéåß �ïS, äçëáäÞ áí w(s) = s ãéá êÜèå s ∈ S, �ü�å ï w åßíáé ãéíüìåíï áíáêëÜóåùí êÜèåìßá áðü �éò ïðïßåò ó�áèåñïðïéåß �ï S.�íùñßæïõìå ü�é ç W ðáñÜãå�áé áðü �éò áíáêëÜóåéò ðïõ ðåñéÝ÷åé, áí êáé �ï óõãêå-êñéìÝíï ðáñÜãïí óýíïëï äåí åßíáé åëÜ÷éó�ï. Åí�ïý�ïéò ìáò åíäéáöÝñåé �ï åëÜ÷éó�ïðëÞèïò �ùí áíáêëÜóåùí �ùí ïðïßùí �ï ãéíüìåíï åßíáé ßóï ìå w ∈ W .31



Ïñéóìüò 5.8 ¸ó�ù w ∈ W . Ïñßæïõìå ùò áðüëõ�ï ìÞêïò lT (w) �ïõ w �ïí ìéêñü�åñïöõóéêü áñéèìü k �Ý�ïéï þó�å �ï w íá ãñÜöå�áé ùò ãéíüìåíï k áíáêëÜóåùí �çò W .Ç Ýêöñáóç w = �1 · · ·�k èá ëÝãå�áé áíçãìÝíç ü�áí lT (w) = k.Ôï áðüëõ�ï ìÞêïò �ïõ w ∈W èá ìáò âïçèÞóåé ó�ç ìåëÝ�ç �ïõ õðï÷þñïõ ðïõ ó�áèå-ñïðïéåß�áé áðü �ï w. �éá íá ö�Üóïõìå ó�çí ðñü�áóç ðïõ ìáò åíäéáöÝñåé, ÷ñåéáæüìáó�å�á ëÞììá�á ðïõ áêïëïõèïýí.ËÞììá 5.2 Ôï ðëÞèïò �ùí éäéï�éìþí �ïõ w ∈ W ðïõ äåí åßíáé ßóåò ìå 1 åßíáé ßóï ìålT (w).Áðüäåéîç: ¸ó�ù lT (w) = k. �ñÜöïõìå �ï w ó�ç ìïñöÞ w = �1 · · ·�k. Ï w ó�áèåñï-ðïéåß �ïí õðü÷ùñï H1∩· · ·∩Hk, ï ïðïßïò Ý÷åé äéÜó�áóç �ïõëÜ÷éó�ïí n−k. Óõíåðþò,ï w Ý÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí n − k éäéï�éìÝò ßóåò ìå 1 êáé �ï ðïëý k éäéï�éìÝò ðïõ äåí åßíáéßóåò ìå 1.�éá íá äåßîïõìå �çí áí�ßó�ñïöç áíéóü�ç�á, èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå åðáãùãÞ ó�ç äéÜ-ó�áóç �ïõ ÷þñïõ. Áò õðïèÝóïõìå ü�é ï w Ý÷åé k éäéï�éìÝò ðïõ äåí åßíáé ßóåò ìå 1.�ñÝðåé íá äåßîïõìå ü�é lT (w) ≤ k. Áí dimV = 1, �ü�å Ý÷ïõìå Üìåóá lT (w) = k.¸ó�ù ü�é dim V ≥ 2, V1 = Fix(w) êáé V ⊥
1 �ï ïñèïãþíéï óõìðëÞñùìá �ïõ V1. ¸÷ïõìåü�é dimV1 = n − k êáé dimV ⊥

1 = k. Áöïý ï w ó�áèåñïðïéåß êÜèå äéÜíõóìá �ïõ V1,áðü �ï ËÞììá 5.1 èá Ý÷ïõìå ü�é w = �1 · · ·�k, üðïõ êÜèå �i ó�áèåñïðïéåß �ïí V1 ãéái = 1; :::; k. ¢ñá ïé áí�ßó�ïé÷åò ñßæåò �i áíÞêïõí ó�ïí V ⊥
1 ãéá i = 1; :::; k.Áí k < n, �ü�å dimV ⊥

1 < dimV . Ïé ñßæåò �i ∈ V ⊥
1 ãéá i = 1; :::; k áðï�åëïýí Ýíáóýó�çìá ñéæþí ó�ïí õðü÷ùñï ðïõ ðáñÜãïõí, ï ïðïßïò Ý÷åé äéÜó�áóç ìéêñü�åñç áðü n.Ï w åßíáé Ýíáò ìå�áó÷çìá�éóìüò �çò ðåðåñáóìÝíçò ïìÜäáò áíáêëÜóåùí ðïõ ðáñÜãïõí�á �i ãéá i = 1; :::; k. Áðü �çí õðüèåóç �çò åðáãùãÞò, ï w ãñÜöå�áé ùò ãéíüìåíï �ïðïëý k áíáêëÜóåùí êáé lT (w) ≤ k.Áí Ý÷ïõìå k = n, �ü�å ï w äåí ó�áèåñïðïéåß êáíÝíá äéÜíõóìá �ïõ V êáé áñêåß íáäåßîïõìå ü�é ï w ãñÜöå�áé ùò ãéíüìåíï �ï ðïëý n áíáêëÜóåùí. ¸ó�ù � ∈ Φ. ÁöïýFix(w) = {0}, èá õðÜñ÷åé v ∈ V �Ý�ïéï þó�å (w − 1)v = �, äçëáäÞ w(v) = v + �.ÅðåéäÞ w(v) · w(v) = v · v, äçëáäÞ (v + �) · (v + �) = v · v, Ý÷ïõìå 2v·��·� = −1.¸ðå�áé ü�é �(v) = v + �, üðïõ � åßíáé ç áíÜêëáóç ðïõ áí�éó�ïé÷åß ó�ï �, êáéw(v) = �(v) ⇒ �w(v) = v. Áðü �ï ËÞììá 5.1 êáé ÷ñçóéìïðïéþí�áò ðáñüìïéáåðé÷åéñçìá�ïëïãßá üðùò ðéï ðÜíù, Ý÷ïõìå ü�é ï �w ðåñéÝ÷å�áé óå ìéá ðåðåñáóìÝíçïìÜäá áíáêëÜóåùí ìéêñü�åñçò äéÜó�áóçò. Ëüãù �çò åðáãùãéêÞò õðüèåóçò, ï �w åß-íáé ãéíüìåíï �ï ðïëý n − 1 áíáêëÜóåùí. Óõíåðþò ï w åßíáé ãéíüìåíï �ï ðïëý náíáêëÜóåùí. �ËÞììá 5.3 ¸ó�ù �1; :::; �k ∈ Φ êáé �1; :::; �k ïé áí�ßó�ïé÷åò áíáêëÜóåéò. Ç Ýêöñáóçw = �1 · · ·�k åßíáé áíçãìÝíç áí êáé ìüíï áí ïé ñßæåò �1; :::; �k åßíáé ãñáììéêÜ áíå-îÜñ�ç�åò.Áðüäåéîç: ¸ó�ù ü�é ï w = �1 · · ·�k åßíáé óå áíçãìÝíç ìïñöÞ. Áðü �ï ËÞììá5.2, ï w Ý÷åé k éäéï�éìÝò ðïõ äåí åßíáé ßóåò ìå 1. Ç äéÜó�áóç �ïõ H1 ∩ · · · ∩ Hkäåí ìðïñåß íá îåðåñíÜ �ïí n − k, áöïý ï w äñá �áõ�ï�éêÜ óå áõ�ü �ï ÷þñï. ¢ñá

dim(H1 ∩ · · · ∩Hk) = n− k êáé �á �1; :::; �k åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñ�ç�á.�éá �çí áí�ßó�ñïöç êá�åýèõíóç, õðïèÝ�ïõìå ü�é �á �1; :::; �k åßíáé ãñáììéêÜ áíå-îÜñ�ç�á. Èåùñïýìå �ïí õðü÷ùñï (w − 1)V êáé �ï äéÜíõóìá x ∈ V , �Ý�ïéï þó�åx ∈ H2 ∩ · · · ∩Hk, áëëÜ x =∈ H1. �éá áõ�ü �ï x èá Ý÷ïõìå w(x) − x = ��1; � 6= 0.Óõíåðþò �1 ∈ (w − 1)V . Ó�ç óõíÝ÷åéá, åðéëÝãïõìå Ýíá Üëëï y ∈ V , �Ý�ïéï þó�å32



y ∈ H3 ∩ · · · ∩Hk êáé y =∈ H2. ÂëÝðïõìå ü�é w(y) − y = ��2 + ��1; �; � ∈ R; � 6= 0êáé �2 ∈ (w − 1)V . Ïìïßùò ìðïñïýìå íá óõìðåñÜíïõìå ü�é �1; :::; �k ∈ (w − 1)V .¢ñá dim(w − 1)V ≥ k. Áðü �çí Üëëç, ç äéÜó�áóç �ïõ (w − 1)V åßíáé �ï ðëÞèïò �ùíéäéï�éìþí �ïõ w ðïõ äåí åßíáé ßóåò ìå 1 êáé �áõ�ßæå�áé ìå �ï áíçãìÝíï ìÞêïò �ïõ w.¢ñá dim(w − 1)V ≤ k êáé lT (w) = k. �Ç áêüëïõèç ðñü�áóç ìáò äßíåé �çí áêñéâÞ ìïñöÞ �ïõ Fix(w) ü�áí ãíùñßæïõìå �çíáíçãìÝíç ìïñöÞ �ïõ w êáé ìáò ðáñÝ÷åé üëåò �éò áðáñáß�ç�åò ðëçñïöïñßåò ãéá íá õðï-ëïãßóïõìå ó�ç óõíÝ÷åéá �ï ÷áñáê�çñéó�éêü ðïëõþíõìï åíüò ðáñá�Üãìá�ïò Coxeter.�ñü�áóç 5.1 Áí ç Ýêöñáóç w = �1 · · ·�k åßíáé áíçãìÝíç, �ü�å Fix(w) = H1 ∩ · · · ∩Hk.Áðüäåéîç: Áí ç Ýêöñáóç w = �1 · · ·�k åßíáé áíçãìÝíç, �ü�å èá Ý÷ïõìå lT (w) = k êáé
dimFix(w) = n−k. Áðü �ï ËÞììá 5.3 ãíùñßæïõìå ü�é ïé ñßæåò �i ãéá i = 1; :::; k åßíáéáíåîÜñ�ç�åò êáé ç äéÜó�áóç �ïõ H1∩· · ·∩Hk åßíáé n−k. Áöïý H1∩· · ·∩Hk ⊆ Fix(w)êáé dim(H1 ∩ · · · ∩Hk) = n− k, Ý÷ïõìå H1 ∩ · · · ∩Hk = Fix(w). �5.3 ÅêèÝ�åòÔï ÷áñáê�çñéó�éêü ðïëõþíõìï åíüò ðáñá�Üãìá�ïò Coxeter óõíäÝå�áé Üìåóá ìå �ïõòåêèÝ�åò �çò áí�ßó�ïé÷çò ïìÜäáò áíáêëÜóåùí. Ôï ó÷å�éêü áðï�Ýëåóìá áðïäåß÷èçêåáðü �ïí Arnol'd êáé �ïí Saito. Åäþ èá ðáñïõóéÜóïõìå ìéá äéáöïñå�éêÞ áðüäåéîç. ÇéäÝá ãéá �çí áðüäåéîç áõ�Þ ïöåßëå�áé ó�ïí ×.Á. ÁèáíáóéÜäç.Èåþñçìá 5.1 (Arnol'd [1℄,[2℄, Saito [21℄,[22℄) Áí e1; e2; :::; en åßíáé ïé åêèÝ�åò �çòïìÜäáò áíáêëÜóåùí W , Φ åßíáé �ï óýó�çìá ñéæþí ðïõ áí�éó�ïé÷åß ó�çí W êáé AΦ�ï áí�ßó�ïé÷ï ðáñÜ�áãìá Coxeter, �ü�å éó÷ýåé�AΦ

(q) =

n
∏i=1

(q − ei): (5.1)Áðüäåéîç: ¸÷åé áðïäåé÷èåß, ðñþ�á êá�Ü ðåñßð�ùóç áðü �ïõò Shephard êáé Todd [23℄êáé áñãü�åñá áðü �ïí Solomon [24℄, ü�é:n
∏i=1

(q − ei) =

n
∑i=1

(−1)n−ihiqi; (5.2)üðïõ hi = |{w ∈ W : dimFix(w) = i}|. ×ñçóéìïðïéþí�áò �ç ó÷Ýóç (5.2), âëÝðïõìåü�é áñêåß íá äåßîïõìå ü�é �AΦ
(q) =

n
∑i=1

(−1)n−ihiqi:Áðü �ïí ïñéóìü �ïõ ÷áñáê�çñéó�éêïý ðïëõùíýìïõ,�AΦ
(q) =

∑x∈L(AΦ)

�(x)qdim x;áñêåß íá äåßîïõìå ü�é�(x) = (−1)n−dimx|{w ∈W : Fix(w) = x}|: (5.3)33



Áðü �ïí ïñéóìü �çò óõíÜñ�çóçò M�obius, áñêåß íá äåßîïõìå ü�é �(0̂) = 1 (�ï ïðïßïåßíáé öáíåñü) êáé ü�é
∑x∈L(AΦ);x≤y(−1)n−dimx|{w ∈W : Fix(w) = x}| = 0 ∀y ∈ L(AΦ):×ñçóéìïðïéþí�áò �ï �üñéóìá 2.6 áðü �ï [15℄, âëÝðïõìå ü�é �ï êëåéó�ü äéÜó�çìá [0̂; y]åßíáé åðßóçò óýíïëï �ïìþí ðáñá�Üãìá�ïò Coxeter. Êá�Ü óõíÝðåéá, áñêåß íá äåé÷èåßü�é

∑x∈L(AΦ)

(−1)n−dimx|{w ∈W : Fix(w) = x}| = 0 Þ
∑w∈W(−1)n−dim(Fix(w)) = 0:¸ó�ù H ∈ AΦ êáé � ∈ W ç áíÜêëáóç ðïõ áí�éó�ïé÷åß ó�ï õðåñåðßðåäï H . Áí�ï S ⊆ W åßíáé �ï óýíïëï S = {w ∈ W : Fix(w) ⊆ H} êáé T = W \ S, �ü�åïñßæïõìå áðåéêüíéóç a� : T → S ìå a�(w) = w�. Èá äåßîïõìå ü�é Fix(a�(w)) =Fix(w) ∩ H . ¸ó�ù w = �1 · · ·�k áíçãìÝíç ìïñöÞ �ïõ w. Áðü �çí �ñü�áóç 5.1ãíùñßæïõìå ü�é Fix(w) = H1 ∩ · · · ∩Hk. Áöïý Fix(w) * H , ç ñßæá � ðïõ áí�éó�ïé÷åßó�ï H åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñ�ç�ç áðü �éò ñßæåò �i ðïõ áí�éó�ïé÷ïýí ó�á Hi, i =

1; :::; k. ¢ñá, áðü �ï ËÞììá 5.3, ï a�(w) = �1 · · ·�k� åßíáé óå áíçãìÝíç ìïñöÞ êáéFix(a�(w)) = H1 ∩ · · · ∩ Hk ∩ H . Óõíåðþò Fix(a�(w)) = Fix(w) ∩ H . Áðü áõ�ü�ï áðï�Ýëåóìá óõìðåñáßíïõìå ü�é ç áðåéêüíéóç a� : T → S åßíáé êáëÜ ïñéóìÝíç êáé
dim(Fix(a�(w))) = dim(Fix(w)) − 1. Áêüìç, ç a� åßíáé 1-1 êáé åðß, ìå áí�ßó�ñïöç�ïí åáõ�ü �çò. Óõíåðþò,

∑w∈W(−1)n−dim(Fix(w)) =
∑w∈T(−1)n−dim(Fix(w)) +

∑w∈S(−1)n−dim(Fix(w))

=
∑w∈Ô(−1)n−dim(Fix(w)) +

∑w∈Ô(−1)n−dim(Fix(a�(w)))

=
∑w∈T(−1)n−dim(Fix(w)) + (−1)n−dim(Fix(w))+1

=
∑w∈T(−1)n−dim(Fix(w))(1 − 1)

= 0:
��áñá�Þñçóç: Ï �ýðïò (5.3) óõíÜãå�áé áðü �ï ËÞììá 4.7 �ïõ [19℄, áëëÜ ç áðüäåéîçåêåß åßíáé ðéï óýíèå�ç.ÅöáñìïãÞ: Áðü �á ðáñá�Üãìá�á ðïõ áíáöÝñáìå Þäç, �ï ðáñÜ�áãìá An = {Hij :

1 ≤ i < j ≤ n} åßíáé ðáñÜ�áãìá Coxeter ìå óýó�çìá ñéæþí �ï An−1 = {ei− ej ∈ Rn :
1 ≤ i; j ≤ n; i 6= j}, üðïõ ei ∈ Rn åßíáé �ï äéÜíõóìá ìå 1 ó�çí i-óõí�å�áãìÝíç êáé 0óå üëåò �éò Üëëåò. �íùñßæïõìå Þäç ü�é �An(q) = q · (q − 1) · · · (q − n + 1). ¢ñá ïéåêèÝ�åò �çò ïìÜäáò áíáêëÜóåùí ìå óýó�çìá ñéæþí �ï An−1 åßíáé ïé 1; :::; n− 1.34



ÊåöÜëáéï 6ÌÝèïäïò ðåðåñáóìÝíùí óùìÜ�ùíÁöïý Ý÷åé ãßíåé óáöÞò ç ÷ñçóéìü�ç�á �ïõ ÷áñáê�çñéó�éêïý ðïëõùíýìïõ, ðñéí ïëï-êëçñþóïõìå �çí áíáöïñÜ ìáò óå áõ�ü, èá áó÷ïëçèïýìå åðéãñáììá�éêÜ ìå ìéá ìÝèïäï÷ñÞóéìç ãéá �ïí õðïëïãéóìü �ïõ ÷áñáê�çñéó�éêïý ðïëõùíýìïõ åíüò ñç�ïý ðáñá�Üãìá-�ïò õðåñåðéðÝäùí. Ôï êýñéï óõó�á�éêü ãéá �ç ìÝèïäï áõ�Þ åìöáíßó�çêå ðïëëÝò öïñÝòó�ç âéâëéïãñáößá. �ñþ�á ÷ñçóéìïðïéÞèçêå �ï 1970 áðü �ïõò Crapo - Rota (åíü�ç�á16 �ïõ [12℄) ó�ç äõúêÞ �ïõ ìïñöÞ. Áêïëïýèùò ÷ñçóéìïðïéÞèçêå áðü �ïí Terao ó�ï[28℄ óå ðáñá�Üãìá�á õðåñåðéðÝäùí ãñáììéêþí ÷þñùí ðÜíù áðü ðåðåñáóìÝíá óþìá�á.�éá ðñþ�ç öïñÜ êáé áíåîÜñ�ç�á áðü �á ðñïçãïýìåíá áðï�åëÝóìá�á, ç ìÝèïäïò áõ�Þáíáð�ý÷èçêå ùò óõó�çìá�éêü åñãáëåßï ãéá �ïí õðïëïãéóìü �ïõ ÷áñáê�çñéó�éêïý ðï-ëõùíýìïõ åíüò ñç�ïý ðáñá�Üãìá�ïò õðåñåðéðÝäùí ó�ç äéäáê�ïñéêÞ äéá�ñéâÞ [4℄ �ïõÁèáíáóéÜäç. �áñÜëëçëá êáé áíåîÜñ�ç�á åìöáíßó�çêå êáé ó�ï Üñèñï [7℄ �ùí Bj�orner -Ekedahl.¸ó�ù A = {H1; :::; Hk} Ýíá ðáñÜ�áãìá õðåñåðéðÝäùí ó�ïí Rn. ¼ðùò ó÷ïëéÜóáìåêáé ðáñáðÜíù, êÜèå õðåñåðßðåäï Hi ïñßæå�áé áðü ìéá åîßóùóç �çò ìïñöÞò ai · x = bi,üðïõ ai ∈ Rn \ {0}; bi ∈ R ∀i = 1; :::; k. Áí ai ∈ Qn êáé bi ∈ Q, Þ ai ∈ Zn êáébi ∈ Z ∀i ∈ [k], êáëïýìå �ï ðáñÜ�áãìá ñç�ü Þ áêÝñáéï áí�ßó�ïé÷á. Èá áó÷ïëçèïýìåìüíï ìå áêÝñáéá ðáñá�Üãìá�á, áëëÜ �á áðï�åëÝóìá�á ìðïñïýí åýêïëá íá åðåê�áèïýíóå ñç�Ü ðáñá�Üãìá�á, áöïý êÜèå ñç�ü ðáñÜ�áãìá ìðïñåß íá ãßíåé áêÝñáéï ü�áí ç åîß-óùóç êÜèå õðåñåðéðÝäïõ �ïõ ðïëëáðëáóéáó�åß ìå êá�Üëëçëï áêÝñáéï áñéèìü.¸ó�ù q äýíáìç ðñþ�ïõ êáé H õðåñåðßðåäï ó�ïí Rn ðïõ ïñßæå�áé áðü �çí åîßóùóça · x = b ìå a = (a1; :::; an) ∈ Zn \ {0}; b ∈ Z. Ïñßæïõìå �ï õðåñåðßðåäï Hq ó�ïí
Fnq ìÝóù �çò åîßóùóçò aq · x = bq , üðïõ aq = (a1modq; :::; anmodq) êáé bq = bmodq.¸�óé áðü �ï áêÝñáéï ðáñÜ�áãìá A = {H1; :::; Hk} ó�ïí Rn, ïñßæïõìå �ï áíçãìÝíïmodulo q ðáñÜ�áãìá Aq = {Hq

1 ; :::; Hqk} ó�ïí Fnq . Ôá èåùñÞìá�á ðïõ áêïëïõèïýí ìáòäßíïõí �ç äõíá�ü�ç�á íá õðïëïãßóïõìå �ï ÷áñáê�çñéó�éêü ðïëõþíõìï åíüò áêÝñáéïõ (Þñç�ïý) ðáñá�Üãìá�ïò, ìå �ç âïÞèåéá �ïõ ÷áñáê�çñéó�éêïý ðïëõùíýìïõ �ïõ áíçãìÝíïõmodulo q ðáñá�Üãìá�üò �ïõ, �ï ïðïßï óå êÜðïéåò ðåñéð�þóåéò ìðïñåß íá õðïëïãéó�åßåýêïëá.Èåþñçìá 6.1 Ôï ÷áñáê�çñéó�éêü ðïëõþíõìï åíüò áêÝñáéïõ ðáñá�Üãìá�ïò A éóïý�áéìå �ï ÷áñáê�çñéó�éêü ðïëõþíõìï �ïõ Aq, ãéá äõíÜìåéò üëùí åê�üò áðü ðåðåñáóìÝíïõðëÞèïõò ðñþ�ùí áñéèìþí q. 35



Áðüäåéîç: ¸ó�ù q = pm, üðïõ p ðñþ�ïò. Áñêåß íá äåßîïõìå ü�é L(A) ∼= L(Aq)ãéá üëïõò åê�üò áðü ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò p. �éá íá éó÷ýåé áõ�ü, ðñÝðåé íá Ý÷ïõìåü�é ãéá êÜèå S ⊆ [k]; dim(∩SH) = dim(∩SHq), üðïõ ∩SH = ∩s∈SHs. Áðü ó�ïé-÷åéþäç ãñáììéêÞ Üëãåâñá, ãíùñßæïõìå ü�é ∩SH 6= ∅ áí êáé ìüíï áí rank[as; s ∈S] = rank[as bs; s ∈ S], üðïõ ïé ðßíáêåò Ý÷ïõí ãñáììÝò �á äéáíýóìá�á as êáé (as; bs)áí�ßó�ïé÷á. Åðßóçò áí ∩SH 6= ∅, �ü�å éó÷ýåé ü�é dim(∩SH) = n − rank[as; s ∈ S].Óõíåðþò, ãéá íá Ý÷ïõìå ü�é L(A) ∼= L(Aq) ðñÝðåé íá éó÷ýïõí �á åîÞò:
• Áí ∩SH = ∅, äçëáäÞ áí rank[as; s ∈ S] < rank[as bs; s ∈ S], �ü�å ðñÝðåé íáéó÷ýåé rank[aqs; s ∈ S] < rank[aqs bqs; s ∈ S].�éá íá éó÷ýåé �ï áí�ßèå�ï, äçëáäÞ ãéá íá Ý÷ïõìå rank[aqs; s ∈ S] = rank[aqs bqs; s ∈S], ðñÝðåé íá éó÷ýåé r = rank[as bs; s ∈ S] > rank[aqs bqs; s ∈ S]. Áõ�ü éó÷ýåéìüíï áí üëåò ïé r × r-õðïïñßæïõóåò �ïõ rank[aqs bqs; s ∈ S] åßíáé ßóåò ìå 0. �éáíá éó÷ýåé áõ�ü, ðñÝðåé �ï q íá äéáéñåß �éò áí�ßó�ïé÷åò r × r-õðïïñßæïõóåò �ïõ

[as bs; s ∈ S]. Áõ�ü üìùò ìðïñåß íá óõìâåß ìüíï ãéá ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõòðñþ�ïõò p.
• Áí ∩SH 6= ∅, �ü�å ðñÝðåé rank[as; s ∈ S] = rank[aqs; s ∈ S].¸ó�ù ü�é rank[as; s ∈ S] = r. Óå áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç, rank[aqs; s ∈ S] < r áíêáé ìüíï áí üëåò ïé r × r-õðïïñßæïõóÝò �ïõ åßíáé 0, �ï ïðïßï ìðïñåß íá óõìâåßìüíï ãéá ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò p.Óõíåðþò, Ý÷ïõìå ü�é �ï ÷áñáê�çñéó�éêü ðïëõþíõìï �ïõ A �áõ�ßæå�áé ìå �ï ÷áñáê�çñé-ó�éêü ðïëõþíõìï �ïõ Aq ãéá äõíÜìåéò üëùí åê�üò áðü ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò ðñþ�ùíáñéèìþí q. �Èåþñçìá 6.2 (Crapo - Rota [12℄, Terao [28℄, ÁèáíáóéÜäçò [3℄,[4℄, Bj�orner - Ekedahl[7℄) Áí A åßíáé ðáñÜ�áãìá õðåñåðéðÝäùí ó�ïí Rn êáé ï q åßíáé äýíáìç áñêå�Ü ìåãÜëïõðñþ�ïõ áñéèìïý (þó�å íá éó÷ýåé �ï Èåþñçìá 6.1), �ü�å�A(q) = |Fnq −

⋃H∈Aq H |:Áðüäåéîç: �íùñßæïõìå ü�é L(A) ∼= L(Aq). Ç äéÜó�áóç �ïõ x êáé ç �éìÞ �çò óõíÜñ�çóçòM�obius ó�ï x äåí ìå�áâÜëëïí�áé åß�å èåùñÞóïõìå ü�é x ∈ L(A) åß�å ü�é x ∈ L(Aq).Ïñßæïõìå f; g : L(Aq) → Z, ìå g(x) = |x| êáé f(x) = |x \ ∪y>xy|. �ñïöáíþò éó÷ýåéü�é g(x) =
∑y≥x f(y). Áðü �ï Èåþñçìá 2.1 �çò áí�éó�ñïöÞò M�obius Ý÷ïõìå ü�éf(y) =

∑x≥y �(y; x)g(x). �éá y = 0̂ ðáßñíïõìå:f(0̂) =
∑x≥0̂

�(0̂; x)g(x) ⇒
|Fnq \

⋃x∈Aq x| =
∑x∈L(Aq)�(x)qdim x = �A(q):

�ÅöáñìïãÝò1. Èá õðïëïãßóïõìå �ï ÷áñáê�çñéó�éêü ðïëõþíõìï �ïõ ðáñá�Üãìá�ïò Bn, �ï ïðïßïðåñéëáìâÜíåé �á õðåñåðßðåäá ìå åîéóþóåéò xi = ±xj ; 1 ≤ i < j ≤ n êáé xi =
0; 1 ≤ i ≤ n. Óýìöùíá ìå �ï Èåþñçìá 6.2, Ý÷ïõìå �Bn(q) = |Fnq \ ∪H∈(Bn)qH |36



ãéá q äýíáìç áñêå�Ü ìåãÜëïõ ðñþ�ïõ. Ôï äåý�åñï ìÝëïò áí�éðñïóùðåýåé �ïðëÞèïò �ùí óçìåßùí a = (a1; :::; an) ó�ïí Fnq �á ïðïßá äåí Ý÷ïõí ìçäÝí ó�éòóõí�å�áãìÝíåò �ïõò, äåí Ý÷ïõí äýï ßóåò óõí�å�áãìÝíåò êáé äåí Ý÷ïõí ìéá �éìÞêáé �çí áí�ßèå�Þ �çò óå äýï áðü �éò óõí�å�áãìÝíåò �ïõò. �éá íá êá�áóêåõÜóïõìåÝíá �Ý�ïéï a, Ý÷ïõìå q− 1 åðéëïãÝò ãéá �çí ðñþ�ç óõí�å�áãìÝíç (üëåò �éò �éìÝòó�ï Fq åê�üò áðü �ï ìçäÝí), q − 3 åðéëïãÝò ãéá �ç äåý�åñç óõí�å�áãìÝíç, áöïýäåí ìðïñåß íá åßíáé ßóç Þ áí�ßèå�ç ìå �çí ðñïçãïýìåíç, q − 5 ãéá �çí �ñß�ç,áöïý äåí èá åßíáé ßóç Þ áí�ßèå�ç ìå �éò äýï ðñïçãïýìåíåò ê.ï.ê. ¢ñá õðÜñ÷ïõí
(q − 1)(q − 3) · · · (q − 2n+ 1) �Ý�ïéá óçìåßá. Áõ�ü �ï ðïëõþíõìï �áõ�ßæå�áé ìå�ï ÷áñáê�çñéó�éêü ðïëõþíõìï �ïõ Bn ãéá Üðåéñåò �éìÝò �ïõ q. Óõíåðþò Ý÷ïõìå�Bn(t) = (t− 1)(t− 3) · · · (t− 2n+ 1):2. ¸ó�ù �ï ðáñÜ�áãìá õðåñåðéðÝäùí Dn, ðïõ áðï�åëåß�áé áðü �á õðåñåðßðåäá xi =
±xj ãéá 1 ≤ i < j ≤ n. Áðü �ï Èåþñçìá 6.2 Ý÷ïõìå �Dn(q) = |Fnq \∪H∈(Dn)qH |ãéá q äýíáìç áñêå�Ü ìåãÜëïõ ðñþ�ïõ. Ôá ó�ïé÷åßá �ïõ óõíüëïõ Fnq \∪H∈(Dn)qHåßíáé �á ó�ïé÷åßá a = (a1; :::; an) �ïõ Fnq ðïõ äåí Ý÷ïõí äýï óõí�å�áãìÝíåò ßóåòÞ áí�ßèå�åò. Áí �ï ó�ïé÷åßï a äåí Ý÷åé ìçäåíéêÞ óõí�å�áãìÝíç, �ü�å, üðùò ó�ïðñïçãïýìåíï ðáñÜäåéãìá, âñßóêïõìå ü�é Ý÷ïõìå (q − 1)(q − 3) · · · (q − 2n + 1)åðéëïãÝò ãéá �ï óçìåßï áõ�ü. Áí Ý÷åé �ï 0 óáí óõí�å�áãìÝíç �ïõ, �ü�å Ý÷ïõìå nåðéëïãÝò ãéá �ç èÝóç �ïõ 0, q− 1 åðéëïãÝò ãéá �çí ðñþ�ç ìç ìçäåíéêÞ óõí�å�áã-ìÝíç, q − 3 åðéëïãÝò ãéá �ç äåý�åñç ìç ìçäåíéêÞ óõí�å�áãìÝíç ê.ï.ê., ìÝ÷ñé �çí�åëåõ�áßá ìç ìçäåíéêÞ óõí�å�áãìÝíç, ãéá �çí ïðïßá Ý÷ïõìå q− 2n+ 3 åðéëïãÝò.ÄçëáäÞ õðÜñ÷ïõí n(q − 1)(q − 3) · · · (q − 2n+ 3) �Ý�ïéá ó�ïé÷åßá. ÓõíïëéêÜ �ï
Fnq \ ∪H∈(Dn)pH Ý÷åé (q − 1)(q − 3) · · · (q − 2n+ 3)(q − n+ 1) ó�ïé÷åßá êáé�Dn(t) = (t− 1)(t− 3) · · · (t− 2n+ 3)(t− n+ 1):
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