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The worst thing you can do is to completely solve a problem.
–Dan Kleitman





Κεφάλαιο 1

Πρόλογος

Οι οµάδες Coxeter είναι ϑεµελειώδεις συνδυαστικές δοµές οι οποίες εµφανίζονται σε
πολλές περιοχές των µαθηµατικών. Οι µερικές διατάξεις στις οµάδες Coxeter απο-
τελούν ένα σηµαντικό εργαλείο µε το οποίο µπορούµε να προσεγγίσουµε τις οµάδες
αυτές. ∆υο κλασικά παραδείγµατα τέτοιων διατάξεων είναι η ασθενής διάταξη (weak
order) και η διάταξη Bruhat. Παραπέµπουµε τον αναγνώστη στα [9, 11, 15, 27] για
πληροφορίες πάνω στις οµάδες Coxeter και στις διατάξεις τους.

Σκοπός της παρούσας διατριβής είναι η µελέτη µιας (σχετικά) νέας µερικής διάτα-
ξης στις πεπερασµένες οµάδες Coxeter, της απόλυτης διάταξης. Το ενδιαφέρον για τη
µελέτη αυτής της διάταξης προέκυψε από ερευνητές της γεωµετρικής ϑεωρίας οµάδων
[6, 16, 17]. Η απόλυτη διάταξη Abs(W ) σε µια πεπερασµένη οµάδα CoxeterW µπορεί
να περιγραφεί ως η µερική διάταξη στην W , το διάγραµµα Hasse της οποίας προκύ-
πτει κατευθύνοντας τις ακµές του γραφήµατος Cayley τηςW , ως προς το σύνολο όλων
των ανακλάσεων της, από το ουδέτερο στοιχείο προς τα έξω (ϐλέπε Παράγραφο 2.3 για
τον ακριβή ορισµό). Η διάταξη Abs(W ) είναι τοπικά αυτοδυϊκή και διαβαθµισµένη.
΄Εχει ελάχιστο στοιχείο, το ουδέτερο e ∈W , αλλά δεν έχει µέγιστο αφού κάθε στοιχείο
Coxeter τηςW είναι µεγιστικό στην Abs(W ). Η συνάρτηση τάξης της Abs(W ) λέγεται
απόλυτο µήκος και συµβολίζεται µε `T . Σηµαντικό παράδειγµα για την κατανόηση
του απόλυτου µήκους και της απόλυτης διάταξης αποτελεί η συµµετρική οµάδα Sn.
Σε αυτήν την περίπτωση το σύνολο των ανακλάσεων T ταυτίζεται µε το σύνολο όλων
των αντιµεταθέσεων της Sn. ΄Ετσι, το απόλυτο µήκος `T (w) µιας µετάθεσης w ∈ Sn
είναι το ελάχιστο δυνατό πλήθος αντιµεταθέσεων οι οποίες έχουν γινόµενο ίσο µε w. Η
διάταξη Abs(Sn) ορίζεται ϑέτοντας u � v (για u, v ∈ Sn) αν υπάρχουν αντιµεταθέσεις
t1, t2, . . . , tk της Sn τέτοιες ώστε ut1t2 · · · tk = v και `T (ut1t2 · · · ti) = `T (u) + i για
1 ≤ i ≤ k.

Το απόλυτο µήκος και η απόλυτη διάταξη εµφανίζονται µε ϕυσιολογικό τρόπο
στη συνδυαστική [2], στη ϑεωρία οµάδων [6, 17], στη στατιστική [22] και στη ϑεωρία
αναλλοιώτων [27]. Για παράδειγµα, το µήκος `T (w) µπορεί επίσης να οριστεί ως η
συνδιάσταση του χώρου ο οποίος µένει σταθερός από το w, όταν η W δρα πιστά (ως
οµάδα που παράγεται από τις ορθογώνιες ανακλάσεις) σε ένα διανυσµατικό χώρο V
µε τη συνήθη γεωµετρική της αναπαράσταση. Επιπλέον, η γεννήτρια συνάρτηση του
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απόλυτου µήκους `T ικανοποιεί τη σχέση

∑
w∈W

t`T (w) =
∏̀
i=1

(1 + eit),

όπου τα e1, e2, . . . , e` είναι οι εκθέτες [27, Παράγραφος 3.20] της W και ` η τάξη της.
Παραπέµπουµε στο [2, Παράγραφος 2.4] για επιπλέον στοιχεία πάνω στη σηµασία της
απόλυτης διάταξης καθώς και για σχετικά ιστορικά στοιχεία.

Εδώ ενδιαφερόµαστε για τη συνδυαστική και την τοπολογία της Abs(W ). Αυτές
έχουν µελετηθεί διεξοδικά για το διάστηµα [e, c] := NC(W, c) της Abs(W ), γνωστό
ως σύνδεσµος των µη διασταυρούµενων διαµερίσεων που σχετίζεται µε τη W , όπου το
c ∈ W συµβολίζει ένα στοιχείο Coxeter. Για παράδειγµα, έχει αποδειχθεί στο [3] ότι
το NC(W, c) είναι αποφλοιώσιµο για κάθε πεπερασµένη οµάδα Coxeter W . Ειδικό-
τερα, το NC(W, c) είναι Cohen-Macaulay επί του Z και το διατακτικό σύµπλεγµα του
NC(W, c)r{e, c} έχει τον ίδιο τύπο οµοτοπίας µε ένα σφηνοειδές άθροισµα (wedge)
σφαιρών. Το επόµενο ερώτηµα τέθηκε (ανεξάρτητα) από τους Αθανασιάδη και Reiner
το 2003 και δηµοσιεύθηκε από τον δεύτερο το 2005 [1, Πρόβληµα 3.1], [43, Πρόβληµα
3.3.7]. Για τη σηµασία της ιδιότητας Cohen-Macaulay για µερικές διατάξεις και, γε-
νικότερα, για µονοπλεκτικά συµπλέγµατα παραπέµπουµε στα [40, Παράγραφος 3.8]
και [39, Κεφάλαιο 2].

Ερώτηµα 1. ΄Εχει η διάταξη Abs(W ) την ιδιότητα Cohen-Macaulay;

Με χρήση υπολογιστή ο Reiner έδειξε ότι η απόλυτη διάταξη δεν είναι Cohen-
Macaulay για την οµάδα D4. Αυτό τον οδήγησε στο να ϑέσει το ακόλουθο ερώτηµα [1,
Πρόβληµα 3.1].

Ερώτηµα 2. ΄Εχει το διατακτικό ιδεώδες της Abs(W ) που παράγεται από τα στοιχεία
Coxeter της W την ιδιότητα Cohen-Macaulay;

Τέλος ένα ακόµα ερώτηµα που τέθηκε από τον Αθανασιάδη είναι το επόµενο.

Ερώτηµα 3. ΄Εχουν όλα τα κλειστά διαστήµατα της Abs(W ) την ιδιότητα Cohen-
Macaulay;

΄Οπως αναφέραµε παραπάνω, είναι γνωστό ότι το Ερώτηµα 3 έχει ϑετική απάντηση
για την περίπτωση της συµµετρικής οµάδας Sn. Επιπλέον, σε αυτήν την περίπτωση
το διατακτικό ιδεώδες της Abs(Sn) που παράγεται από τα στοιχεία Coxeter της Sn
ταυτίζεται µε ολόκληρη τη διάταξη Abs(Sn) και εποµένως τα Ερωτήµατα 1 και 2 είναι
ταυτόσηµα.

Στην παρούσα διατριβή επιχειρούµε να απαντήσουµε στα παραπάνω ερωτήµατα.
Αποδεικνύουµε ότι για τη διάταξη Abs(Sn) τα Ερωτήµατα 1 και 2 έχουν ϑετική απάν-
τηση, ενώ για τη διατάξη Abs(Bn) απαντάµε ϑετικά στα Ερωτήµατα 2 και 3. Επιπλέ-
ον, δείχνουµε ότι υπάρχει ένα διάστηµα στην Abs(D4) το οποίο δεν έχει την ιδιότητα
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Cohen-Macaulay. Το γεγονός αυτό δίνει αρνητική απάντηση στα Ερωτήµατα 1 και 3
για την Abs(Dn) για κάθε n ≥ 4. Τέλος, δίνουµε χαρακτηρισµούς για τα διαστήµατα
των Abs(Bn) και Abs(Dn) που είναι σύνδεσµοι και µελετάµε τις ϐασικές απαριθµητι-
κές τους ιδιότητες. Σηµειώνουµε ότι στην περίπτωση της συµµετρικής οµάδας, κάθε
διάστηµα στην Abs(Sn) είναι ισόµορφο µε ένα ευθύ γινόµενο µη διασταυρούµενων
διαµερίσεων, οι συνδυαστικές ιδιότητες των οποίων είναι γνωστές.

Συγκεκριµένα, τα κύρια αποτελέσµατά µας είναι τα εξής.

Θεώρηµα 1. Η διάταξη Abs(Sn) είναι οµοτοπικά Cohen-Macaulay για κάθε n ≥ 1.

Θεώρηµα 2. Για την τιµή µn = µn(0̂, 1̂) της συνάρτησης Möbius της διάταξης που
προκύπτει αν στην Abs(Sn) επισυνάψουµε ένα µέγιστο στοιχείο 1̂ ισχύει η σχέση∑

n≥1

(−1)n µn
tn

n!
= 1− C(t) exp {−2t C(t)} , (1.1)

όπου C(t) = 1
2t (1 −

√
1− 4t) είναι η συνήθης γεννήτρια συνάρτηση των αριθµών

Catalan.

΄Εστω Jn το διατακτικό ιδεώδες της Abs(Bn) που παράγεται από τα στοιχεία Co-
xeter της Bn. Σε αντίθεση µε τη συµµετρική οµάδα, υπάρχουν µεγιστικά στοιχεία της
Abs(Bn) τα οποία δεν είναι Coxeter. Τα µεγιστικά (ως προς τη διάταξη του εγκλεισµού)
διαστήµατα της Abs(Bn) περιλαµβάνουν τις διατάξεις NCB(n) των µη διασταυρούµε-
νων διαµερίσεων τύπου B, τα οποία εισήχθησαν και µελετήθηκαν από τον Reiner [36],
καθώς και τις διατάξεις NCB(p, q) των δακτυλιοειδών µη διασταυρούµενων διαµερί-
σεων, οι οποίες µελετήθηκαν πρόσφατα από τον Krattenthaler [29] και τους Nica και
Oancea [34].

Θεώρηµα 3. Η διάταξη Jn είναι οµοτοπικά Cohen-Macaulay για κάθε n ≥ 2.

Θεώρηµα 4. Κάθε διάστηµα στην Abs(Bn) είναι αποφλοιώσιµο.

Θεώρηµα 5. Για την τιµή µn = µn(0̂, 1̂) της συνάρτησης Möbius της διάταξης που
προκύπτει αν στην Jn επισυνάψουµε ένα µέγιστο στοιχείο 1̂ ισχύει η σχέση

∑
n≥2

(−1)n µn
tn

n!
= 1−

√
C(2t) exp {−2tC(2t)}

1 +
∑
n≥1

2n−1

(
2n− 1

n

)
tn

n

 ,

όπου C(t) = 1
2t (1 −

√
1− 4t) είναι η συνήθης γεννήτρια συνάρτηση των αριθµών

Catalan.

Σε κάθε w ∈ Bn αντιστοιχούµε µια διαµέριση ακεραίων µ(w), η οποία καθορίζεται
από την κυκλική µορφή του w, όπως ϑα δούµε στην Παράγραφο 3.2. Τα επόµενα
ϑεωρήµατα δίνουν χαρακτηρισµούς για τα διαστήµατα των Abs(Bn) και Abs(Dn),
αντίστοιχα, τα οποία είναι σύνδεσµοι.
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Θεώρηµα 6. Για w ∈ Bn, το διάστηµα [e, w] στην Abs(Bn) είναι σύνδεσµος αν και
µόνο αν η διαµέριση µ(w) έχει τη µορφή (k, 1r) για κάποια k, r ∈ Z≥0.

Θεώρηµα 7. Για w ∈ Dn, το διάστηµα [e, w] στην Abs(Dn) είναι σύνδεσµος αν και
µόνο αν µ(w) = (k, 1) για κάποιο k ≤ n− 1, ή µ(w) = (1, 1, 1, 1).

Παραθέτουµε τα εξής σχετικά ανοικτά ερωτήµατα.

Ερώτηµα 4. Είναι η διάταξη Abs(Bn) Cohen-Macaulay για κάθε n;

Ερώτηµα 5. Είναι το διατακτικό ιδεώδες της Abs(W ) που παράγεται από το σύνολο
των στοιχείων Coxeter αποφλοιώσιµο ή Cohen-Macaulay για κάθε οµάδα Coxeter W ;

Ερώτηµα 6. Είναι οι διατάξεις Abs(Sn),Abs(Bn) αποφλοιώσιµες για κάθε n;

Ερώτηµα 7. Είναι η διάταξη Abs(W ) αποφλοιώσιµη ή Cohen-Macaulay για κάθε
σποραδική οµάδα Coxeter ;

Ερώτηµα 8. Ποιά διαστήµατα της διάταξης Abs(Dn) είναι αποφλοιώσιµα ;

Η δοµή της διατριβής έχει ως εξής. Στην Παράγραφο 2.1 δίνουµε τον ορισµό της
οµάδας Coxeter και περιγράφουµε σύντοµα τις τρεις άπειρες οικογένειες των κλασι-
κών οµάδων Coxeter, δηλαδή τη συµµετρική οµάδα Sn, την υπεροκταεδρική οµάδα
Bn και την κανονική υποοµάδα της (δείκτη δύο) Dn. Στη συνέχεια (Παράγραφος 2.2)
διατυπώνουµε ορισµούς και ϐασικές ιδιότητες των µερικώς διατεταγµένων συνόλων,
ορίζουµε την απόλυτη διάταξη σε µια πεπερασµένη οµάδα Coxeter και εξετάζουµε την
απόλυτη διάταξη στις κλασικές οµάδες Coxeter (Παράγραφος 2.3). Στην Παράγρα-
ϕο 2.4 διατυπώνουµε ορισµούς και ιδιότητες των µονοπλεκτικών συµπλεγµάτων. Το
Κεφάλαιο 2 κλείνει µε την εισαγωγή µιας νέας ιδιότητας για µερικώς διατεταγµένα
σύνολα, της ισχυρά κατασκευάσιµης διάταξης, η οποία αποτελεί σηµαντικό εργαλείο
για πολλές αποδείξεις σε αυτήν τη διατριβή (Παράγραφος 2.5). Στο Κεφάλαιο 3 ασχο-
λούµαστε µε τις συνδυαστικές ιδιότητες της απόλυτης διάταξης. Συγκεκριµένα, στην
Παράγραφο 3.1 αποδεικνύουµε τα Θεωρήµατα 2 και 5. Στην Παράγραφο 3.2 χαρα-
κτηρίζουµε τα κλειστά διαστήµατα των Abs(Bn) και Abs(Dn) που είναι σύνδεσµοι.
΄Υστερα µελετάµε µια ειδική περίπτωση τέτοιου διαστήµατος, του [e, x] ⊆ Abs(Bn), ό-
που x = t1t2 · · · tn είναι µεγιστικό στοιχείο και κάθε ti είναι ισορροπηµένη ανάκλαση.
Τέλος υπολογίζουµε τον πληθάριθµο, τη συνάρτηση Möbius και το πολυώνυµο Ϲήτα
των διαστηµάτων της Abs(Bn) που είναι σύνδεσµοι. Αυτοί οι υπολογισµοί ϐασίζονται
στα αποτελέσµατα των Goulden, Nica και Oancea [25] σχετικά µε τις απαριθµητικές
ιδιότητες της διάταξης NCB(n−1, 1). Στο Κεφάλαιο 4 ασχολούµαστε µε τις τοπολογι-
κές ιδιότητες της απόλυτης διάταξης. Στην Παράγραφο 4.1 δείχνουµε ότι κάθε κλειστό
διάστηµα της Abs(Bn) είναι αποφλοιώσιµο και κατά συνέπεια Cohen-Macaulay (Θε-
ώρηµα 4). Επίσης δίνουµε ένα παράδειγµα διαστήµατος της Abs(Dn) το οποίο δεν
είναι Cohen-Macaulay. Σαν συµπέρασµα παίρνουµε ότι η διάταξη Abs(Dn) δεν εί-
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ναι Cohen-Macaulay για κανένα n ≥ 4. Τα Θεωρήµατα 1 και 3 αποδεικνύονται στις
Παραγράφους 4.2.1 και 4.2.2, αντίστοιχα. Η πρώτη απόδείξη για τα Θεωρήµατα 1
και 3 χρησιµοποιεί την ιδιότητα της ισχυρά κατασκευάσιµης διάταξης. Στη συνέχεια
παραθέτουµε µια ακόµα απόδειξη για τα ϑεωρήµατα αυτά, η οποία ϐασίζεται σε ένα
νηµατικό ϑεώρηµα του Quillen για µερικές διατάξεις [35, Πόρισµα 9.7].

Θα ήθελα να ευχαριστήσω τον επιβλέποντα Καθηγητή µου Χρήστο Αθανασιάδη
για την καθοδήγηση και την υποµονή του και για τις παρατηρήσεις του στο τελικό
κείµενο της διατριβής καθώς και τους Μιχάλη Μαλιάκα και Παναγιώτη Παπάζογλου
που συµµετείχαν στη συµβουλευτική επιτροπή µου. Επίσης ϑα ήθελα να ευχαριστήσω
τους C. Krattenthaler, V. Reiner, Ε. Τζανάκη για ενδιαφέρουσες συζητήσεις και τον
V. Welker, ο οποίος έφερε στην προσοχή µου το άρθρο [14]. Τέλος ϑα ήθελα να
ευχαριστήσω τους καθηγητές µου που µε στήριξαν, τους ϕίλους µου που µε ϐοήθησαν
το γραφείο 124(!) για τη ϕιλοξενία και κυρίως τον Γιώργο και την Καίτη.





Κεφάλαιο 2

Αρχικές ΄Εννοιες

Στο κεφάλαιο αυτό ϑα ορίσουµε τις οµάδες Coxeter και ϑα περιγράψουµε σύντοµα
τη συµµετρική οµάδα Sn, την υπεροκταεδρική οµάδα Bn και την οµάδα Dn (Παρά-
γραφος 2.1). Στη συνέχεια ϑα δώσουµε ϐασικούς ορισµούς για µερικώς διατεταγµένα
σύνολα (Παράγραφος 2.2), ϑα ορίσουµε την απόλυτη διάταξη Abs(W ) σε µια οµάδα
CoxeterW και ϑα περιγράψουµε αναλυτικά την περίπτωση όπου ηW είναι µια από τις
κλασικές οµάδες Coxeter (Παράγραφος 2.3). Στην Παράγραφο 2.4 δίνουµε ορισµούς
που αφορούν τα αφηρηµένα µονοπλεκτικά συµπλέγµατα και περιγράφουµε τη σχέση
που τα συνδέει µε τα µερικώς διατεταγµένα σύνολα. Η Παράγραφος 2.5 αποτελεί
σηµαντικό µέρος αυτής της διατριβής καθώς εισάγεται µια νέα έννοια κατασκευασιµό-
τητας για µερικές διατάξεις µε ϐάση την οποία αποδεικνύονται τα Θεωρήµατα 1 και
3.

2.1 Οµάδες Coxeter

Θεωρούµε τον Ευκλείδειο χώρο Rn, εφοδιασµένο µε το κανονικό εσωτερικό γινόµενο
(·, ·). ΄Εστω α ∈ Rnr{0} και έστω Hα το ορθογώνιο γραµµικό υπερεπίπεδο στο
διάνυσµα α. Θεωρούµε την απεικόνιση rα : Rn → Rn µε rα(v) = v − 2 (v,α)

(α,α)α.
Παρατηρούµε ότι η rα είναι γραµµική, διατηρεί το εσωτερικό γινόµενο και ικανοποιεί
τις σχέσεις rα(α) = −α και rα(u) = u για κάθε u ∈ Hα. Η rα λέγεται ανάκλαση
στον Rn και είναι στοιχείο της οµάδας O(Rn) των ορθογώνιων µετασχηµατισµών του
Rn. Πραγµατική οµάδα ανακλάσεων ονοµάζεται κάθε υποοµάδα της O(Rn) η οποία
παράγεται από κάποιο σύνολο ανακλάσεων.

Οι πεπερασµένες πραγµατικές οµάδες ανακλάσεων µελετήθηκαν τον δέκατο ένατο
αιώνα κυρίως από τους Möbius, Jordan, Schläfli, Killing, Cartan και Weyl. Το 1935
ο Coxeter τις ταξινόµησε χρησιµοποιώντας διαγράµµατα που αντιστοιχούν σε παρα-
στάσεις των οµάδων αυτών [21]. Η ταξινόµηση αυτή είναι στενά συνδεδεµένη µε την
ταξινοµηση ηµιαπλών αλγεβρών Lie, η οποία είχε γίνει νωρίτερα από τους Cartan και
Killing. Υπάρχουν τέσσερις άπειρες οικογένειες ανάγωγων πεπερασµένων πραγµατι-
κών οµάδων ανακλάσεων, οι κλασικές οµάδες (οι οποίες αποτελούνται από τη συµµε-
τρική οµάδα σε n στοιχείαAn−1, την υπεροκταεδρική οµάδαBn και την υποοµάδα της
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Dn) και η διεδρική οµάδα I2(n) και οι έξι σποραδικές οµάδες E6, E7, E8, F4, H3, H4.
Ο δείκτης συµβολίζει τη διάσταση του χώρου στον οποίο δρα η αντίστοιχη οµάδα. Κάθε
πεπερασµένη πραγµατική οµάδα ανακλάσεων µπορεί να παρασταθεί µε τη ϐοήθεια
ενός µη κενού συνόλου S και µιας απεικόνισης m : S×S → N όπως εξηγούµε παρα-
κάτω. Για περισσότερες πληροφορίες πάνω στις οµάδων ανακλάσεων και στην ιστορία
τους παραπέµπουµε στα [15, 20, 24].

Ορισµός 2.1. ΄Εστω S ένα µη κενό πεπερασµένο σύνολο και έστω συνάρτηση m :
S × S → N για την οποία ισχύουν m(s, s′) = m(s′, s) και m(s, s′) = 1 ⇔ s = s′

για όλα τα s, s′ ∈ S. Θεωρούµε την οµάδα W που παράγεται από το σύνολο S µε
σχέσεις (ss′)m(s,s′) = e, για όλα τα s, s′ ∈ S, όπου e είναι το ουδέτερο στοιχείο της
W . Το Ϲεύγος (W,S) λέγεται σύστηµα Coxeter και η οµάδα W λέγεται οµάδα Coxeter
µε σύστηµα γεννητόρων Coxeter S. Τα στοιχεία του συνόλου S ονοµάζονται απλές
ανακλάσεις, ενώ το σύνολο T = {wsw−1 : w ∈ W, s ∈ S} είναι το σύνολο όλων των
ανακλάσεων της W . Κάθε στοιχείο w ∈ W της µορφής w = s1 · · · sn, όπου n είναι ο
πληθάριθµος του συνόλου S και si ∈ S είναι διακεκριµένα, λέγεται στοιχείο Coxeter
της W .

Αποδεικνύεται οτι κάθε πεπερασµένη οµάδα Coxeter είναι ισόµορφη µε µία οµάδα
ανακλάσεων στον Rn και ότι, αντιστρόφως, κάθε πεπερασµένη πραγµατική οµάδα
ανακλάσεων έχει µια παράσταση της παραπάνω µορφής [27].

Παράδειγµα 2.1. Η διεδρική οµάδα I2(n) µε παράσταση:

I2(n) = 〈a, b | a2, b2, (ab)n〉

είναι µια οµάδα Coxeter.

2.1.1 Οι κλασικές πεπερασµένες οµάδες Coxeter

Η συµµετρική οµάδα Sn

Θεωρούµε την οµάδα Sn ως την οµάδα µεταθέσεων του συνόλου {1, 2, . . . , n}. Το
σύνολο T των ανακλάσεων της Sn είναι ίσο µε το σύνολο όλων των αντιµεταθέσεων
(i j), όπου 1 ≤ i < j ≤ n. Τα στοιχεία Coxeter είναι ακριβώς οι n-κύκλοι της Sn.
΄Εστω S το σύνολο των αντιµεταθέσεων si = (i i+1) για i ∈ {1, 2, . . . , n−1}. Ως οµάδα
Coxeter, η Sn έχει παράσταση

Sn = 〈S | (sisj)m(i,j)〉,

όπου m(i, j) = m(j, i) και

m(i, j) =


1 αν j = i,
3 αν j = i+ 1,
2 αν j > i+ 1,

για 1 ≤ i ≤ j ≤ n− 1.
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Η υπεροκταεδρική οµάδα Bn

Θεωρούµε την υπεροκταεδρική οµάδαBn ως την οµάδα των µεταθέσεωνw του συνόλου
{±1,±2, . . . ,±n} που ικανοποιούν τη σχέση w(−i) = −w(i) για 1 ≤ i ≤ n. Η οµάδα
Bn έχει 2n n! στοιχεία και είναι ισόµορφη µε µια υποοµάδα της S2n. Ακολουθώντας
τον συµβολισµό του [17], η µετάθεση που έχει κυκλική µορφή (a1 a2 · · · ak)(−a1 −
a2 · · · − ak) συµβολίζεται ως ((a1, a2, . . . , ak)) και λέγεται Ϲευγαρωµένος (paired) k-
κύκλος, ενώ ο κύκλος (a1 a2 · · · ak −a1 −a2 · · · −ak) συµβολίζεται µε [a1, a2, . . . , ak]
και λέγεται ισορροπηµένος (balanced) k-κύκλος. Για παράδειγµα, το στοιχείο w =
((1, 2, 3))[4, 5] συµβολίζει τη µετάθεση η οποία έχει κυκλική µορφή (1 2 3)(−1 − 2 −
3)(4 5 − 4 − 5). Κάθε στοιχείο w ∈ Bn, ως στοιχείο οµάδας µεταθέσεων, γράφεται
ως γινόµενο ξένων Ϲευγαρωµένων ή ισορροπηµένων κύκλων, οι οποίοι στο εξής ϑα
λέγονται κύκλοι του w [17, Παράγραφος 3].

Με τον παραπάνω συµβολισµό, το σύνολο T των ανακλάσεων της Bn είναι ίσο µε
την ένωση

{[i] : 1 ≤ i ≤ n} ∪ {((i, j)), ((i,−j)) : 1 ≤ i < j ≤ n} (2.1)

και τα στοιχεία Coxeter της Bn είναι ακριβώς οι ισορροπηµένοι n-κύκλοι. ΄Εστω S το
σύνολο των 2-κύκλων si = ((i, i+ 1)) για i ∈ {1, 2, . . . , n− 1} και sn = [n]. Ως οµάδα
Coxeter, η Bn έχει παράσταση

Bn = 〈S | (sisj)m(i,j)〉,

όπου m(i, j) = m(j, i) και

m(i, j) =


1 αν j = i,
3 αν j = i+ 1 και (i, j) 6= (n− 1, n),
4 αν (i, j) = (n− 1, n),
2 αν j > i+ 1,

για 1 ≤ i ≤ j ≤ n.

Παράδειγµα 2.2. ΄Εστω w1 = ((1, 2, 3)), w2 = ((2,−3)) και w3 = [2, 4] στοιχεία της
B4. Τότε w1w2 = (1 2 3)(−1 −2 −3)(2 −3)(−2 3) = (1 2 −1 −2)(3 −3) = ((2, 3))[3]
και w1w3 = (1 2 3)(−1 −2 −3)(2 4 −2 −4) = (1 2 4 −3 −1 −2 −4 3) = [1, 2, 4,−3].

Η οµάδα Dn

Η οµάδα Coxeter Dn είναι η υποοµάδα της Bn που παράγεται από τις ανακλάσεις

{((i, j)), ((i,−j)) : 1 ≤ i < j ≤ n}. (2.2)

Ο δείκτης της [Bn : Dn] της υποοµάδας Dn στην Bn είναι ίσος µε δύο. Το σύνολο
(2.2) περιέχει όλες τις ανακλάσεις της Dn. ΄Ενα στοιχείο w ∈ Bn ανήκει στην Dn

αν και µόνο αν το w έχει άρτιο πλήθος ισορροπηµένων κύκλων στην κυκλική του
παράσταση. Τέλος, κάθε στοιχείο Coxeter τηςDn έχει τη µορφή [a1, a2, . . . , an−1][an],
όπου a1, . . . , an είναι στοιχεία του {±1, . . . ,±n} µε διάφορες ανά δύο απόλυτες τιµές.
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΄Εστω S το σύνολο των 2-κύκλων si = ((i, i + 1)) για i ∈ {1, 2, . . . , n − 1} και s0 =
((1,−2)). Ως οµάδα Coxeter, η Dn έχει παράσταση

Dn = 〈S | (sisj)m(i,j)〉,

όπου m(i, j) = m(j, i) και

m(i, j) =


1 αν j = i,
3 αν j = i+ 1 ή (i, j) = (0, 2),
2 αν j > i+ 1 και (i, j) 6= (0, 2),

για 0 ≤ i ≤ j ≤ n− 1.

2.2 Μερικώς διατεταγµένα σύνολα

Σε αυτήν την παράγραφο δίνουµε τους ϐασικούς ορισµούς για τα µερικώς διατεταγ-
µένα σύνολα. Για περισσότερες πληροφορίες, παραπέµπουµε τον αναγνώστη στο [40,
Κεφάλαιο 3].

Ορισµός 2.2. Μερική διάταξη σε ένα σύνολο P είναι µια διµελής σχέση ≤ στο P µε
τις εξής ιδιότητες:

• x ≤ x (ανακλαστική ιδιότητα)

• αν x ≤ y και y ≤ x, τότε x = y (αντισυµµετρική ιδιότητα)

• αν x ≤ y και y ≤ z, τότε x ≤ z (µεταβατική ιδιότητα)

για όλα τα x, y, z ∈ P . Το Ϲεύγος (P,≤) λέγεται µερικώς διατεταγµένο σύνολο (poset).

Για συντοµία, ϑα αναφερόµαστε στη (µερική) διάταξη P , εννοώντας το µερικώς
διατεταγµένο σύνολο (P,≤). Τα x, y ∈ P λέγονται συγκρίσιµα αν ισχύει x ≤ y ή y ≤ x
και µη συγκρίσιµα διαφορετικά. Γράφουµε x < y, αν x ≤ y και x 6= y. Λέµε ότι το y
καλύπτει το x, αν x < y και δεν υπάρχει z ∈ P ώστε x < z < y. Κάθε πεπερασµένο
µερικώς διατεταγµένο σύνολο P απεικονίζεται µε το διάγραµµα Hasse, το οποίο έχει
ως κορυφές τα στοιχεία του P και ακµές µεταξύ των x, y ∈ P , µε το y να εµφανίζεται
ψηλότερα από το x, αν το y καλύπτει το x.

Παράδειγµα 2.3. ΄Εστω Bn το δυναµοσύνολο του {1, 2, . . . , n} µε τη διµελή σχέση
του εγκλεισµού, δηλαδή µε S ≤ T αν S ⊆ T για S, T ⊆ {1, 2, . . . , n}. Με αυτή τη
µερική διάταξη το σύνολο Bn λέγεται άλγεβρα Boole τάξης n. Το διάγραµµα Hasse
του B3 απεικονίζεται στο Σχήµα 2.1.

Ορισµός 2.3. ΄Εστω P,Q µερικώς διατεταγµένα σύνολα µε µερικές διατάξεις ≤P και
≤Q, αντίστοιχα. Λέµε ότι µια απεικόνιση f : P → Q είναι µορφισµός διάταξεων (poset
map) αν για όλα τα x, y ∈ P ισχύει :

x ≤P y ⇒ f(x) ≤Q f(y).
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{1,2} {1,3} {2,3}

{1} {2} {3}

{1,2,3}

Σχήµα 2.1: Η διάταξη B3

Μια απεικόνιση f : P → Q είναι ισοµορφισµός διατάξεων αν είναι αµφιµονοσήµαντη
και οι f, f−1 είναι µορφισµοί διατάξεων, δηλαδή αν για όλα τα x, y ∈ P ισχύει :

x ≤P y ⇔ f(x) ≤Q f(y).

Τα P,Q λέγονται ισόµορφα αν υπάρχει ισοµορφισµός f : P → Q.

Αλυσίδες, αντιαλυσίδες, ιδεώδη, διαστήµατα. ΄Εστω P ένα µερικώς διατεταγµένο
σύνολο. ΄Ενα υποσύνολο C του P λέγεται αλυσίδα αν οποιαδήποτε δύο στοιχεία του
C είναι συγκρίσιµα και αντιαλυσίδα αν οποιαδήποτε δύο (διαφορετικά) στοιχεία του
C είναι µη συγκρίσιµα. ΄Ενα µη κενό υποσύνολο I του P λέγεται διατακτικό ιδεώδες
του P αν για όλα τα x, y ∈ P µε x ≤ y και y ∈ I ισχύει ότι x ∈ I. Αν S είναι
ένα υποσύνολο του P , το διατακτικό ιδεώδες του P που παράγεται από το S είναι το
〈S〉 = {x ∈ P : x ≤ y για κάποιο y ∈ S}. Θα γράφουµε 〈y1, y2, . . . , ym〉 για το
διατακτικό ιδεώδες του P που παράγεται από το σύνολο {y1, y2, . . . , ym}. Για y ∈ P
συµβολίζουµε µε P≤y το (κύριο) ιδεώδες 〈y〉 = {x ∈ P : x ≤ y} του P που παράγεται
από το y.

Το P έχει ελάχιστο (αντίστοιχα, µέγιστο) στοιχείο αν υπάρχει 0̂ ∈ P (αντίστοιχα,
1̂ ∈ P ) τέτοιο ώστε 0̂ ≤ x (αντίστοιχα, x ≤ 1̂) για κάθε x ∈ P . Αν το P έχει µέγιστο
και ελάχιστο στοιχείο, τότε λέγεται ϕραγµένο. Τα στοιχεία που καλύπτουν το ελάχιστο
στοιχείο λέγονται άτοµα. Αν x ≤ y, τότε το [x, y] = {z ∈ P : x ≤ z ≤ y}, µερικώς
διατεταγµένο µε την επαγόµενη διάταξη, δηλαδή µε a ≤ b για a, b ∈ [x, y] αν και µόνο
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αν a ≤ b στο P , λέγεται κλειστό διάστηµα. Οµοίως ορίζεται το ανοικτό διάστηµα (x, y).
Μια αλυσίδα C λέγεται µεγιστική αν το C ∪ {x} δεν είναι αλυσίδα για κάθε x ∈ PrC.
Το P λέγεται διαβαθµισµένο (graded) αν όλες οι µεγιστικές αλυσίδες του έχουν το ίδιο
πλήθος στοιχείων, έστω n+ 1. Το n λέγεται τάξη του P .

Συνάρτηση τάξης. Αν το P είναι πεπερασµένο και διαβαθµισµένο µε ελάχιστο στοι-
χείο 0̂, τότε υπάρχει µοναδική συνάρτηση ρ : P → Z≥0 τέτοια ώστε

ρ(y) =

{
0, αν y = 0̂,

ρ(x) + 1, αν x→ y.

Η ρ λέγεται συνάρτηση τάξης και το ρ(x) λέγεται τάξη του x ∈ P .

Ευθύ γινόµενο, δυϊκή διάταξη. Αν P,Q είναι µερικώς διατεταγµένα σύνολα, τότε
ορίζεται το ευθύ γινόµενο P × Q των P,Q ως το µερικώς διατεταγµένο σύνολο στο
καρτεσιανό γινόµενο {(x, y) : x ∈ P, y ∈ Q} των P και Q στο οποίο ισχύει ότι
(x, y) ≤ (x′, y′) αν και µόνο αν x ≤P x′ και y ≤Q y′. Αν τα P,Q είναι διαβαθµισµένα
τάξης n καιm αντίστοιχα, τότε το P×Q είναι διαβαθµισµένο τάξης n+m µε συνάρτηση
τάξης ρ(x, y) = ρP (x) + ρQ(y), όπου ρP και ρQ είναι οι συναρτήσεις τάξεων των P
και Q αντίστοιχα. Το σύνολο P , µερικώς διατεταγµένο µε x ≤ y αν και µόνο αν
y ≤P x, λέγεται δυϊκό του P και συµβολίζεται µε P ∗. Το P λέγεται αυτοδυϊκό αν το
P είναι ισόµορφο µε το δυϊκό του, δηλαδή αν υπάρχει αµφιµονοσήµαντη απεικόνιση
f : P → P µε x ≤P y αν και µόνο αν f(y) ≤P f(x), για όλα τα x, y ∈ P . Μια µερική
διάταξη P λέγεται τοπικά αυτοδυϊκή αν κάθε κλειστό διάστηµα του P είναι αυτοδυϊκό.

Συνάρτηση Möbius. ΄Εστω P πεπερασµένο µερικώς διατεταγµένο σύνολο και έστω
Int(P ) το σύνολο των κλειστών διαστηµάτων [x, y] του P . Η συνάρτηση Möbius του P
είναι η συνάρτηση µ : Int(P )→ Z που ορίζεται αναδροµικά ως

µ(x, y) =

{
1 αν x = y,

−
∑

x≤z<y
µ(x, z) αν x < y

για x, y ∈ P µε x ≤ y, όπου µ(x, y) = µ([x, y]). Η τιµή µ(x, y) της µ εξαρτάται
µόνο από το κλειστό διάστηµα [x, y]. Αν το P έχει ελάχιστο στοιχείο 0̂, τότε ϑέτουµε
µ(x) = µ(0̂, x) για x ∈ P . Αν P,Q είναι πεπερασµένα µερικώς διατεταγµένα σύνολα
και (x, y) ≤ (x′, y′) στο P × Q, τότε µP×Q((x, y), (x′, y′)) = µP (x, x′)µQ(y, y′) [40,
Πρόταση 3.8.2].

Στο Σχήµα 2.2 απεικονίζεται το διάγραµµα Hasse ενός µερικώς διατεταγµένου
συνόλου P µαζί µε τις τιµές µ(x) για κάθε στοιχείο x ∈ P .

Πολυώνυµο Ϲήτα. Για m ≥ 2 συµβολίζουµε µε Z(P,m) το πλήθος των ακολου-
ϑιών (x1, x2, . . . , xn−1) στοιχείων του P µε x1 ≤ x2 ≤ · · · ≤ xm−1 (οι ακολουθίες
αυτές λέγονται ασθενείς αλυσίδες µήκους m − 2). Αν d είναι το µέγιστο µήκος µιας
αλυσίδας στο P , τότε η συνάρτηση Z(P,m) είναι πολυώνυµο στο m ϐαθµού d και ο
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Σχήµα 2.2: Οι τιµές µ(x)

συντελεστής του µεγιστοβάθµιου όρουmd είναι ίσος µε rd/d!, όπου rd είναι το πλήθος
των (µεγιστικών) αλυσίδων µήκους d. Αν το P έχει ελάχιστο 0̂ και µέγιστο 1̂, τότε
Z(P,−1) = µ(0̂, 1̂) (ϐλέπε [40, Παράγραφος 3.11], [23]).

EL-αποφλοίωση. Υποθέτουµε ότι P είναι ϕραγµένη και διαβαθµισµένη διάταξη.
΄Εστω C(P ) = {(a, b) ∈ P × P : a → b} το σύνολο των σχέσεων κάλυψης της P .
Επιγραφή ακµών (edge labeling) του P είναι µια απεικόνιση λ : C(P ) → Λ, όπου Λ
είναι ένα µερικώς διατεταγµένο σύνολο. ΄Εστω [x, y] ένα κλειστό διάστηµα του P τάξης
n. Σε κάθε µεγιστική αλυσίδα c : x→ x1 → · · · → xn−1 → y του [x, y] αντιστοιχούµε
την ακολουθία λ(c) = (λ(x, x1), λ(x1, x2), . . . , λ(xn−1, y) ). Λέµε ότι η c είναι γνησίως
αύξουσα (ως προς τη λ) αν η ακολουθία λ(c) είναι γνησίως αύξουσα ως προς τη διάταξη
του Λ, δηλαδή αν λ(x, x1) <Λ λ(x1, x2) <Λ · · · <Λ λ(xn−1, y). Οι µεγιστικές αλυσίδες
του [x, y] µπορούν να διαταχθούν ολικά χρησιµοποιώντας τη λεξικογραφική διάταξη
στις αντίστοιχες ακολουθίες. Μια λεξικογραφική επιγραφή ακµών (EL-επιγραφή) του
P είναι µια επιγραφή ακµών η οποία έχει τις επόµενες ιδιότητες.

(i) σε κάθε κλειστό διάστηµα [x, y] του P υπάρχει µια µοναδική γνησίως αύξουσα
µεγιστική αλυσίδα και

(ii) η µοναδική γνησίως αύξουσα µεγιστική αλυσίδα προηγείται λεξικογραφικά όλων
των άλλων µεγιστικών αλυσίδων του [x, y].

Η διάταξη P λέγεται EL-αποφλοιώσιµη (EL-shellable) αν δέχεται µια EL-επιγραφή. Η
έννοια της EL-αποφλοίωσης εισήχθη από τον Björner. Παραπέµπουµε τον αναγνώστη
στο [8] για περισσότερες λεπτοµέριες.

Παράδειγµα 2.4. Θεωρούµε το µερικώς διατεταγµένο σύνολο Bn του Παραδείγµατος
2.3. Το Bn είναι EL-αποφλοιώσιµο, µε EL-επιγραφή την απεικόνιση που αντιστοιχεί
σε κάθε ακµή (S, T ) το µοναδικό στοιχείο του συνόλου T που δεν ανήκει στο σύνολο
S. Το Σχήµα 2.3 απεικονίζει το διάγραµµα Hasse µε τις επιγραφές στις αντίστοιχες
ακµές.
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Σχήµα 2.3: EL-επιγραφή του B3

Σύνδεσµοι. ΄Ενα στοιχείο z ∈ P λέγεται κατώτατο άνω ϕράγµα (αντίστοιχα ανώτατο
άνω ϕράγµα) των x, y ∈ P αν x, y ≤ z (αντίστοιχα z ≤ x, y) και z ≤ w (αντίστοιχα
w ≤ z) για κάθε w ∈ P µε x, y ≤ w (αντίστοιχα, w ≤ x, y). Αν υπάρχει τέτοιο z, τότε
είναι µοναδικό, συµβολίζεται µε x ∨ y και λέγεται σύνδεση ( join) (αντίστοιχα, x ∧ y
και λέγεται συνάντηση (meet)). Το P λέγεται σύνδεσµος ( lattice) αν κάθε Ϲεύγος x, y
στοιχείων του P έχει κατώτατο άνω ϕράγµα και ανώτατο κάτω ϕράγµα. Στο Σχήµα
2.4 απεικονίζονται τα διαγράµµατα Hasse δύο µερικών διατάξεων. Από αυτές µόνο η
διάταξη στα δεξιά έχει την ιδιότητα του συνδέσµου.

Σχήµα 2.4: ∆ύο µερικές διατάξεις

Πρόταση 2.1. [40, Πρόταση 3.3.1] Αν το P είναι πεπερασµένο, έχει µέγιστο (αντί-
στοιχα, ελάχιστο) στοιχείο και για όλα τα x, y ∈ P υπάρχει το x ∧ y (αντίστοιχα, το
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x ∨ y), τότε το P είναι σύνδεσµος.

2.3 Η απόλυτη διάταξη

΄ΕστωW µια πεπερασµένη οµάδα Coxeter και έστω T το σύνολο όλων των ανακλάσεων
της W .

Ορισµός 2.4. Το απόλυτο µήκος του w ∈ W είναι ο µικρότερος ϑετικός ακέραιος k
για τον οποίο το w γράφεται ως γινόµενο k στοιχείων του T . Το απόλυτο µήκος του
w συµβολίζεται µε `T (w). Η απόλυτη διάταξη Abs(W ) είναι η µερική διάταξη � στην
W που ορίζεται ϑέτοντας

u � v αν και µόνο αν `T (u) + `T (u−1v) = `T (v)

για u, v ∈ W . Ισοδύναµα, η � είναι η µερική διάταξη στην W µε σχέσεις κάλυψης
w → wt, όπου w ∈ W και t ∈ T είναι τέτοια ώστε `T (w) < `T (wt). Σε αυτήν την
περίπτωση γράφουµε w t→ wt.

Η διάταξη Abs(W ) είναι διαβαθµισµένη µε συνάρτηση τάξης `T και τοπικά αυτο-
δυϊκή [2, Λήµµα 2.5.4]. Η τάξη της Abs(W ) είναι ίση µε τη διάσταση του χώρου στον
οποίο δρα η W , αν ϑεωρηθεί ως οµάδα ανακλάσεων. Κάθε κλειστό διάστηµα στην W
είναι ισόµορφο µε κάποιο που περιέχει το ουδέτερο στοιχείο. Ειδικότερα, έχουµε το
επόµενο λήµµα (ϐλέπε επίσης [3, Λήµµα 3.7]).

Λήµµα 2.1. ΄Εστω u, v ∈ W µε u � v. Η απεικόνιση φ : [u, v] → [e, u−1v] που
ορίζεται ϑέτοντας φ(w) = u−1w για w ∈ [u, v] είναι ισοµορφισµός διατάξεων.

Απόδειξη. Προφανώς η φ είναι 1-1. Από το [2, Λήµµα 2.5.4] προκύπτει ότι τα δια-
στήµατα [u, v] και [e, u−1v] είναι ισόµορφα. Εποµένως η φ είναι αµφιµονοσήµαντη
απεικόνιση. Αρκεί να δείξουµε ότι για όλα τα w1, w2 ∈ [u, v] µε w1 → w2 ισχύει
φ(w1) → φ(w2). Αφού w1 → w2, υπάρχει ανάκλαση t ∈ T ώστε w2 = w1t και
`T (w2) = `T (w1)+ 1. ΄Εχουµε φ(w2) = φ(w1t) = u−1(w1t) = (u−1w1)t = φ(w1)t. Ε-
πιπλέον, για i = 1, 2 ισχύει u � wi, άρα `T (u−1wi) = `T (wi)−`T (u). ΄Εχουµε τότε ότι
`T (φ(w2)) = `T (u−1w2) = `T (w2)− `T (u) = `T (w1)− `T (u) + 1 = `T (u−1w1) + 1 =
`T (φ(w1)) + 1. Το Ϲητούµενο έπεται.

Στις επόµενες παραγράφους ϑα περιγράψουµε πιο αναλυτικά την απόλυτη διάταξη
στις κλασικές οµάδες Coxeter. Για περισσότερες πληροφορίες πάνω στην Abs(W )
παραπέµπουµε τον αναγνώστη στο [2, Παράγραφος 2.4].

2.3.1 Η διάταξη Abs(Sn)

΄Εστω w ∈ Sn. Παρατηρούµε ότι το απόλυτο µήκος `T (w) είναι ίσο µε n− γ(w), όπου
το γ(w) συµβολίζει το πλήθος των κύκλων που συµµετέχουν στην κυκλική παράσταση
του w. Συνεπώς τα µεγιστικά στοιχεία είναι οι n-κύκλοι και άρα η τάξη της Abs(Sn)
είναι ίση µε n− 1.
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Περιγράφουµε την Abs(Sn) λίγο πιο αναλυτικά. ∆οσµένου ενός κύκλου c =
(i1 i2 · · · ir) στην Sn και δείκτες 1 ≤ j1 < j2 < · · · < js ≤ r, λέµε ότι ο κύκλος
(ij1 ij2 · · · ijs) µπορεί να προκύψει από τον c διαγράφοντας στοιχεία. ∆οσµένων δυο
ξένων κύκλων a, b στην Sn καθένας από τους οποίους προκύπτει από τον c µε δια-
γραφή στοιχείων, λέµε ότι οι a και b είναι µη διασταυρούµενοι ως προς τον c αν δεν
υπάρχει κύκλος (i j k l) µήκους τέσσερα ο οποίος µπορεί να προκύψει από τον c µε
διαγραφή στοιχείων, τέτοιος ώστε τα i, k να είναι στοιχεία του a και τα j, l να είναι
στοιχεία του b. Για παράδειγµα, αν n = 8 και c = (3 5 1 8 7 2 6 4), τότε οι κύκλοι (3 6 4)
και (5 8 2) είναι µη διασταυρούµενοι ως προς τον c, αλλά οι (3 2 4) και (5 8 6) δεν είναι
(Σχήµα 2.5). Μπορεί να αποδειχθεί [16, Παράγραφος 2] ότι για u, v ∈ Sn έχουµε
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Σχήµα 2.5: Μη διασταυρούµενη και διασταυρούµενη µετάθεση

u � v αν και µόνο αν :

• κάθε κύκλος που συµµετέχει στην κυκλική παράσταση του u µπορεί να προκύψει
από κάποιον κύκλο της κυκλικής παράστασης του v µε διαγραφή στοιχείων και

• οποιοιδήποτε δύο κύκλοι του u οι οποίοι µπορεί να προκύψουν από τον ίδιο κύκλο
c του v µε διαγραφή στοιχείων, είναι µη διασταυρούµενοι ως προς τον c.

Τα Σχήµατα 2.6 και 2.7 απεικονίζουν τα διαγράµµατα Hasse των διατάξεων Abs(S3)
και Abs(S4), αντίστοιχα.

2.3.2 Η διάταξη Abs(Bn)

΄Εστω w ∈ Bn. Το µήκος `T (w) είναι ίσο µε n−γ(w), όπου γ(w) συµβολίζει το πλήθος
των Ϲευγαρωµένων κύκλων που υπάρχουν στην κυκλική παράσταση του w (ϐλέπε [25,
Παρατήρση 2.2, Σχέση 2.2]). ΄Ενα στοιχείο w ∈ Bn είναι µεγιστικό στην Abs(Bn) αν
και µόνο αν το w µπορεί να γραφεί σαν γινόµενο ξένων ισορροπηµένων κύκλων, των
οποίων τα µήκη αθροίζουν στο n.

Οι σχέσεις κάλυψης w t→ wt της Abs(Bn), όταν w και t δεν είναι ξένοι κύκλοι,
περιγράφονται ως εξής. Για 1 ≤ i < j ≤ m ≤ n, έχουµε:
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(12) (23) (13)

e

(123) (132)

Σχήµα 2.6: Η διάταξη Abs(S3)

(a) ((a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . , am))
((ai−1,ai))−→ ((a1, . . . , am))

(b) ((a1, . . . , am))
[ai]−→ [a1, . . . , ai−1, ai,−ai+1, . . . ,−am]

(c) ((a1, . . . , am))
((ai,−aj))
−→ [a1, . . . , ai,−aj+1, . . . ,−am][ai+1, . . . , aj ]

(d) [a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . , am]
((ai−1,ai))−→ [a1, . . . , am]

(e) [a1, . . . , aj ]((aj+1, . . . , am))
((aj ,am))
−→ [a1, . . . , am]

(f) ((a1, . . . , aj))((aj+1, . . . , am))
((aj ,am))
−→ ((a1, . . . , am))

όπου a1, . . . , am είναι στοιχεία του {±1, . . . ,±n} µε ανά δύο διαφορετικές απόλυτες
τιµές. Στο Σχήµα 2.8 απεικονίζεται το διάγραµµα Hasse της διάταξης Abs(B2).

Παρατήρηση 2.1. ΄Εστω w = bp ένα στοιχείο της Bn, όπου b (αντίστοιχα, p) είναι το
γινόµενο όλων των ισορροπηµένων (αντίστοιχα, Ϲευγαρωµένων) κύκλων του w. Από τις
σχέσεις κάλυψης της Abs(Bn) έπεται ο ισοµορφισµός διατάξεων [e, w] ∼= [e, b]× [e, p].
Επιπλέον, αν p = p1 · · · pk είναι γραµµένο σαν γινόµενο ξένων Ϲευγαρωµένων κύκλων,
τότε

[e, w] ∼= [e, b]× [e, p1]× · · · × [e, pk].

2.3.3 Η διάταξη Abs(Dn)

Το απόλυτο µήκος στην Dn είναι ο περιορισµός του απόλυτου µήκους της Bn στο σύ-
νολο Dn, άρα η Abs(Dn) είναι µία «υποδιάταξη» της Abs(Bn). Εποµένως τα µεγιστικά
στοιχεία στην Abs(Dn) είναι τα µεγιστικά στοιχεία της Abs(Bn) τα οποία έχουν άρτιο
πλήθος ισορροπηµένων κύκλων.
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Σχήµα 2.7: Η διάταξη Abs(S4)

2.3.4 Προβολές

Σε αυτήν την παράγραφο αποδεικνύουµε δύο λήµµατα τα οποία ϑα χρησιµοποιήσουµε
στην απόδειξη των Θεωρηµάτων 1 και 3.

΄Εστω Jn το διατακτικό ιδεώδες της Abs(Bn) που παράγεται από τα στοιχεία Co-
xeter της Bn. Συµβολίζουµε µε Pn την Abs(Sn) ή το Jn για κάποιο n ≥ 2. Για
i ∈ {1, 2, . . . , n} ορίζουµε την απεικόνιση πi : Pn → Pn, όπου πi(w) είναι η µετά-
ϑεση που προκύπτει αν διαγράψουµε το ±i από την κυκλική παράσταση της w. Για
παράδειγµα, αν n = i = 5 και w = [1,−5, 2]((3,−4)) ∈ J5, τότε πi(w) = [1, 2]((3,−4)).

Λήµµα 2.2. Για την απεικόνιση πi : Pn → Pn ισχύουν τα επόµενα.

(i) πi(w) � w για κάθε w ∈ Pn.

(ii) η πi είναι µορφισµός διατάξεων.

Απόδειξη. ΄Εστω w ∈ Pn. Αν w(i) = i, τότε προφανώς πi(w) = w. Υποθέτουµε
ότι w(i) 6= i. Τότε από την περιγραφή της Abs(Sn) και τις σχέσεις κάλυψης (a)
και (d) της Abs(Bn) προκύπτει ότι το πi(w) καλύπτεται από το w. ΄Αρα πi(w) �
w. Αυτό αποδεικνύει το (i). Για να δείξουµε το (ii), αρκεί να δείξουµε ότι για κάθε
σχέση κάλυψης u → v στο Pn έχουµε ότι πi(u) = πi(v) ή πi(u) → πi(v). ΄Οπως
προηγουµένως, αυτό έπεται από την περιγραφή της Abs(Sn) και τη λίστα µε τις σχέσεις
κάλυψης της Abs(Bn).
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[1] [2]

[1] [2] ((1, 2)) ((1,-2))

e

[1,2] [1,-2]

Σχήµα 2.8: Η διάταξη Abs(B2)

Λήµµα 2.3. ΄Εστω ότι Pn συµβολίζει ή την Abs(Sn) για κάθε n ≥ 1, ή το Jn για κάθε
n ≥ 2. ΄Εστω επίσης w ∈ Pn και u ∈ Pn−1 τέτοια ώστε πn(w) � u. Τότε υπάρχει
στοιχείο v ∈ Pn που καλύπτει το u και ικανοποιεί πn(v) = u και w � v.

Απόδειξη. Μπορούµε να υποθέσουµε ότι το w δεν αφήνει σταθερό το n, διότι διαφο-
ϱετικά το αποτέλεσµα είναι τετριµµένο. Υποθέτουµε επίσης ότι πn(w) = w1 · · ·wl και
u = u1 · · ·ur είναι γραµµένα σαν γινόµενα ξένων κύκλων στο Pn−1.

Περίπτωση 1: Pn = Abs(Sn) για n ≥ 1. Τότε υπάρχει ένας δείκτης i ∈ {1, 2, . . . , l}
τέτοιος ώστε το w προκύπτει από το πn(w) τοποθετώντας το n στον κύκλο wi. ΄Εστω
y ο κύκλος του w που περιέχει το n, έτσι ώστε πn(y) = wi. Από την περιγραφή της
απόλυτης διάταξης στην Sn που δόθηκε παραπάνω, έχουµε ότι wi � uj για κάποιο
j ∈ {1, 2, . . . , r}. Μπορούµε να τοποθετήσουµε το n στον κύκλο uj µε τέτοιο τρόπο
ώστε ο κύκλος vj που προκύπτει να ικανοποιεί y � vj . ΄Εστω v το στοιχείο της Sn που
παίρνουµε αν αντικαταστήσουµε το uj στην κυκλική παράσταση του u µε το vj . Τότε
το u καλύπτεται από το v, πn(v) = u και w � v.
Περίπτωση 2: Pn = Jn για n ≥ 2. Το αποτέλεσµα προκύπτει όπως στην προηγού-
µενη περίπτωση, αν το [n] δεν είναι κύκλος της w. Υποθέτουµε τώρα ότι w = πn(w)[n],
οπότε όλοι οι κύκλοι του πn(w) είναι Ϲευγαρωµένοι. Αν το u δεν έχει ισορροπηµένο κύ-
κλο, τότε w � u[n] ∈ Jn και άρα το v = u[n] έχει τις επιθυµητές ιδιότητες. ΄Εστω ότι το
u έχει ισορροπηµένο κύκλο στην κυκλική του παράσταση, τον b = [a1, . . . , ak]. Συµ-
ϐολίζουµε µε p το γινόµενο όλων των Ϲευγαρωµένων κύκλων του u, έτσι ώστε u = bp.
Αν πn(w) � p, τότε η επιλογή v = [a1, . . . , ak, n] p έχει τις επιθυµητές ιδιότητες. ∆ια-
ϕορετικά, µπορούµε να υποθέσουµε ότι υπάρχει δείκτης m ∈ {1, 2, . . . , l} τέτοιος
ώστε w1 · · ·wm � b και τα wi και b να είναι ξένα για κάθε i > m. Από τις σχέσεις
κάλυψης (a), (b) και (f) της Abs(Bn) προκύπτει ότι υπάρχει Ϲευγαρωµένος κύκλος
c ο οποίος καλύπτεται από τον b και ικανοποιεί την ανισότητα w1 · · ·wm � c. ΄Αρα
πn(w) � cp � u. Συγκεκριµένα, το c έχει τη µορφή ((a1, . . . , ai,−ai+1, . . . ,−ak)) για
κάποιο i ∈ {2, . . . , k}. Θέτουµε v = [a1, . . . , ai, n, ai+1, . . . , al] p. Τότε το v καλύπτει
το u και w � cp[n] � v. Αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη του λήµµατος.



30 Αρχικές ΄Εννοιες

2.4 Μονοπλεκτικά συµπλέγµατα

Σε αυτήν την παράγραφο δίνουµε ϐασικούς ορισµούς για µονοπλεκτικά συµπλέγ-
µατα. Για περισσότερες πληροφορίες πάνω στη συνδυαστική και την τοπολογία των
µονοπλεκτικών συµπλεγµάτων, παραπέµπουµε τον αναγνώστη στα [10, 32, 43].

Ορισµός 2.5. Μονόπλοκο διάστασης k, ή k-µονόπλοκο (k-simplex ), στον Rd είναι η
κυρτή ϑήκη

σ =

{
k∑
i=0

ciai : ci ≥ 0,
k∑
i=0

ci = 1

}
k + 1 αφφινικά ανεξάρτητων σηµείων a0, a1, . . . , ak ∈ Rd.

Σχήµα 2.9: µονόπλοκο διάστασης ≤ 3

Η κυρτή ϑήκη οποιουδήποτε υποσυνόλου του {a0, a1, . . . , ak} είναι και αυτή µο-
νόπλοκο και λέγεται πλευρά ( face) του σ. Το Σχήµα 2.9 απεικονίζει ένα k-µονόπλοκο
για k ∈ {0, 1, 2, 3}.

Ορισµός 2.6. ΄Ενα γεωµετρικό µονοπλεκτικό σύµπλεγµα (geometric simplicial com-
plex ) είναι ένα σύνολο Γ µε στοιχεία µονόπλοκα, τέτοιο ώστε κάθε πλευρά ενός µονό-
πλοκου του Γ να ανήκει στο Γ και για κάθε σ1, σ2 ∈ Γ, η τοµή σ1 ∩ σ2 να είναι κοινή
πλευρά (πιθανώς κενή) των σ1, σ2.

Τα στοιχεία του Γ λέγονται πλευρές. Η ένωση των πλευρών του Γ λέγεται πολύεδρο
του Γ και συµβολίζεται µε ‖Γ‖. Στην παρούσα διατριβή ϑα ασχοληθούµε µόνο µε
πεπερασµένα γεωµετρικά συµπλέγµατα.

Ορισµός 2.7. ΄Εστω V ένα πεπερασµένο σύνολο. ΄Ενα αφηρηµένο µονοπλεκτικό σύµ-
πλεγµα (abstract simplicial complex ) στο σύνολο V είναι µια οικογένεια ∆ υποσυνόλων
του V µε την ιδιότητα S ⊂ T ∈ ∆⇒ S ∈ ∆.

Για F ∈ ∆ ϑέτουµε dimF = #F − 1 και dim ∆ = maxF∈∆ dimF . Ειδικότερα
έχουµε dim∅ = −1. Τα στοιχεία του ∆ λέγονται πλευρές ( faces) του ∆. Αν το F ∈ ∆
δεν περιέχεται σε πλευρά µεγαλύτερης διάστασης, τότε το F λέγεται έδρα ( facet). Το
∆ λέγεται αγνό (pure) αν κάθε έδρα του ∆ έχει διάσταση ίση µε dim ∆.

΄Ενα γεωµετρικό σύµπλεγµα Γ µε σύνολο κορυφών (πλευρών διάστασης µηδέν) V
ορίζει ένα αφηρηµένο µονοπλεκτικό σύµπλεγµα ∆(Γ) ως εξής. Για F ⊆ V έχουµε
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F ∈ ∆(Γ) αν και µόνο αν τα στοιχεία του S είναι οι κορυφές κάποιας πλευράς του
Γ. Αντίστροφα, κάθε αφηρηµένο µονοπλεκτικό σύµπλεγµα µπορεί να προκύψει µε
αυτόν τον τρόπο. ∆ηλαδή για κάθε αφηρηµένο µονοπλεκτικό σύµπλεγµα ∆ υπάρχει
ένα γεωµετρικό µονοπλεκτικό σύµπλεγµα Γ τέτοιο ώστε ∆(Γ) = ∆. Το πολύεδρο
‖Γ‖ λέγεται γεωµετρική υλοποίηση του ∆. ∆ύο οποιεσδήποτε γεωµετρικές υλοποι-
ήσεις του ίδιου συµπλέγµατος είναι οµοιοµορφικοί χώροι [9, Παράγραφος 9]. ΄Οταν
αναφερόµαστε σε τοπολογικές ιδιότητες του ∆, εννοούµε αυτές του ‖Γ‖.

Για κάθε πλευρά F ενός µονοπλεκτικού συµπλέγµατος ∆, συµβολίζουµε µε 〈F 〉
το υποσύµπλεγµα που παράγεται από το F , δηλαδή 〈F 〉 = {G : G ⊆ F}. Επίσης
ϑέτουµε link∆(F ) = {E : E ∩F = ∅ και E ∪F ∈ ∆}. Το link∆(F ) είναι αφηρηµένο
σύµπλεγµα και λέγεται Ϲεύγµα της πλευράς F . Εξ ορισµού έχουµε ότι ∆ = link∆(∅).

Παράδειγµα 2.5. Στο Σχήµα 2.10 απεικονίζεται το σύµπλεγµα ∆ στο σύνολο κορυ-
ϕών V = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} µε έδρες {1}, {2, 3}, {3, 4, 7} και {4, 5, 6, 7}. Αν F = {4, 5},
τότε link∆(F ) = {∅, {3}, {6}, {7}, {6, 7}}.

6

1

2 3 4

5

7

Σχήµα 2.10: ΄Ενα 3-διάστατο σύµπλεγµα

Θα χρειαστούµε επίσης τους παρακάτω ορισµούς.

Ορισµός 2.8. ΄Ενα αγνό µονοπλεκτικό σύµπλεγµα ∆ λέγεται αποφλοιώσιµο (pure
shellable) αν υπάρχει ολική διάταξη

G1, G2, . . . , Gm

του συνόλου των εδρών του ∆, τέτοια ώστε για κάθε 1 ≤ k ≤ m η τοµή του 〈G1〉 ∪
〈G2〉 ∪ · · · ∪ 〈Gk−1〉 µε το 〈Gk〉 να είναι αγνό σύµπλεγµα διάστασης dim ∆− 1.

Το Σχήµα 2.11 απεικονίζει ένα απφλοιώσιµο και ένα µη αποφλοιώσιµο σύµπλεγµα
διάστασης 2.

Ορισµός 2.9. Ενα µονοπλεκτικό σύµπλεγµα ∆ λέγεται

(i) k-συνεκτικό αν οι οµάδες οµοτοπίας πi(‖∆‖, x) είναι τετριµµένες για κάθε 0 ≤
i ≤ k και x ∈ ‖∆‖,
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G1

G2

G3

G4G5

Σχήµα 2.11: ΄Ενα αποφλοιώσιµο και ένα µη αποφλοιώσιµο σύµπλεγµα

(ii) οµοτοπικά Cohen-Macaulay (homotopy Cohen-Macaulay) αν το Ϲεύγµα link∆(σ)
είναι (dim link∆(σ)− 1)-συνεκτικό για κάθε σ ∈ ∆,

(iii) Cohen-Macaulay επί του K (όπου K είναι σώµα ή ο δακτύλιος Z) αν για κάθε
F ∈ ∆ και i < dim link∆(F ) ισχύει

H̃i(link∆(F ),K) = 0,

(iv) κατασκευάσιµο (constructible) αν είναι µονόπλοκο ή µπορεί να γραφεί ως ∆ =
∆1 ∪∆2, όπου τα ∆1,∆2,∆1 ∩∆2 είναι κατασκευάσιµα υποσυµπλέγµατα και
dim ∆ = dim ∆1 = dim ∆2 = 1 + dim(∆1 ∩∆2).

Σχόλια. ΄Εστω V = {x1, x2, . . . , xn} το σύνολο κορυφών ενός συµπλέγµατος ∆. Θε-
ωρούµε τον πολυωνυµικό δακτύλιο K[x1, x2, . . . , xn], όπου K είναι σώµα. ΄Εστω I το
ιδεώδες το οποίο παράγεται από τα µονώνυµα xi1xi2 · · ·xik µε {xi1 , xi2 , . . . , xik} 6∈
∆, 1 ≤ i1 < i2 < · · · < ik ≤ n, k ≥ 1. ΄Εστω επίσης ο δακτύλιος πηλίκο
K[∆] = K[x1, x2, . . . , xk]/I (ο δακτύλιος αυτός λέγεται δακτύλιος Stanley Reisner
ή δακτύλιος πλευρών του ∆). Τότε το ∆ είναι Cohen-Macaulay επί τουK αν και µόνο
αν ο δακτύλιος K[∆] είναι Cohen-Macaulay, µε την έννοια της µεταθετικής άλγεβρας
[37, 39].

Από τις παραπάνω ιδιότητες, η ιδιότητα Cohen-Macaulay και η k-συνεκτικότητα
είναι τοπολογικές. ∆ηλαδή το αν ένα σύµπλεγµα ∆ είναι Cohen-Macaulay ή k-
συνεκτικό εξαρτάται µόνο από την τοπολογία της γεωµετρικής του υλοποίησης ‖∆‖.
Αντίθετα, ένα αποφλοιώσιµο (αντίστοιχα, οµοτοπικά Cohen-Macaulay, κατασκευάσι-
µο) µονοπλεκτικό σύµπλεγµα µπορεί να είναι οµοιοµορφικό µε ένα µη αποφλοιώσιµο
(αντίστοιχα, οµοτοπικά Cohen-Macaulay, κατασκευάσιµο) σύµπλεγµα. Για παρά-
δειγµα, υπάρχει τριγωνοποίηση της 3-σφαίρας και 3-µπάλας η οποία δεν είναι ούτε
αποφλοιώσιµη, ούτε οµοτοπικά Cohen-Macaulay [33, 44].

Για ένα d-διάστατο σύµπλεγµα ∆ ισχύουν οι επόµενες (αυστηρές) συνεπαγωγές:

αγνό αποφλοιώσιµο⇒ κατασκευάσιµο⇒ οµοτοπικά Cohen-Macaulay⇒

⇒
{

Cohen-Macalay επί του Z⇒ Cohen-Macalay επί του K ⇒ αγνό.
(d− 1)-συνεκτικό⇒ οµοτοπικά ισοδύναµο µε σφηνοειδές άθροισµα d-σφαιρών.
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∆ιατακτικό σύµπλεγµα. Κάθε πεπερασµένο µερικώς διατεταγµένο σύνολο P ορίζει
ένα αφηρηµένο µονοπλεκτικό συµπλεγµα ∆(P ), το διατακτικό σύµπλεγµα (order com-
plex ) ∆(P ). Οι κορυφές του ∆(P ) είναι τα στοιχεία του P και οι πλευρές του είναι οι
αλυσίδες του P . Παρατηρούµε ότι το P είναι διαβαθµισµένο τάξης n αν και µόνο αν
το ∆(P ) είναι αγνό διάστασης n. ΄Ολες οι τοπολογικές ιδιότητες του P αναφέρονται
στις αντίστοιχες ιδιότητες της γεωµετρικής υλοποίησης του ∆(P ). Λέµε ότι το P είναι
αποφλοιώσιµο (αντίστοιχα, οµοτοπικά Cohen-Macaulay, κατασκευάσιµο) αν το ∆(P )
είναι αποφλοιώσιµο (αντίστοιχα οµοτοπικά Cohen-Macaulay, κατασκευάσιµο). Αν το
P είναι EL-αποφλοιώσιµο, τότε είναι και αποφλοιώσιµο [8, Θεώρηµα 2.3].

Στο Σχήµα 2.4 η διάταξη στα αριστερά είναι Cohen-Macaulay, ενώ η διάταξη
στα δεξιά δεν είναι. Αυτό ϕαίνεται από το γεγονός ότι αν αφαιρέσουµε το µέγιστο
και το ελάχιστο στοιχείο της δεξιάς διάταξης, το διάγραµµα Hasse που προκύπτει
είναι µη συνεκτικό και συνεπώς το αντίστοιχο διατακτικό σύµπλεγµα δεν είναι Cohen-
Macaulay. Το Σχήµα 2.12 απεικονίζει ένα µερικώς διατεταγµένο σύνολο P και το
διατακτικό του σύµπλεγµα ∆(P ).

1 4

2 5 6

3 2

1 3

5

6

4

P ∆(P)

Σχήµα 2.12: P και ∆(P )

Χαρακτηριστική Euler και συνάρτηση Möbius. ΄Εστω ∆ ένα µονοπλεκτικό σύµ-
πλεγµα και έστω fi = fi(∆) το πλήθος των πλευρών του ∆ που έχουν διάσταση i.
Ο αριθµός χ(∆) =

∑
i≥0

(−1)ifi(∆) ονοµάζεται χαρακτηριστική Euler του ∆. Η χα-

ϱακτηριστική Euler είναι µια τοπολογική αναλλοίωτη. Η ανηγµένη χαρακτηριστική
Euler του ∆ είναι ο αριθµός χ̃(∆) = −1 + χ(∆). Για παράδειγµα, για το σύµ-
πλεγµα του Σχήµατος 2.10 έχουµε ότι f0 = 7, f1 = 8, f2 = 4, f3 = 1, συνεπώς
χ̃(∆) = −1 + 7 − 8 + 4 − 1 = 1. Η συνάρτηση Möbius µιας διάταξης συνδέεται
µε την ανηγµένη χαρακτηριστική Euler του αντίστοιχου διατακτικού συµπλέγµατος,
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όπως δείχνει η επόµενη πρόταση.

Πρόταση 2.2. [40, Πρόταση 3.8.6] ΄Εστω P πεπερασµένη µερική διάταξη και έστω
P̂ = P ∪ {0̂, 1̂}. Τότε µP̂ (0̂, 1̂) = χ̃(∆(P )).

Από την πρόταση αυτή έπεται ότι η τιµή µP̂ (0̂, 1̂) εξαρτάται µόνο από τη γεωµε-
τρική υλοποίηση του συµπλέγµατος ∆(P ). Στο Σχήµα 2.13 απεικονίζεται το µερικώς
διατεταγµένο σύνολο P̂ = P ∪ {0̂, 1̂}, όπου P είναι η διάταξη του Σχήµατος 2.12.
Οι αριθµοί δίπλα στις κορυφές του διαγράµµατος Hasse αντιστοιχούν στις τιµές της
συνάρτησης µ(x). Παρατηρούµε ότι µP̂ (0̂, 1̂) = 0 και χ̃(∆(P )) = −1 + 6− 8 + 3 = 0.

P

1

-1 -1

0 1 0

0

0

Σχήµα 2.13: Η διάταξη P̂ µε τις τιµές µ(x)

Τέλος αναφέρουµε το επόµενο νηµατικό ϑεώρηµα για µερικώς διατεταγµένα σύ-
νολα, το οποίο οφείλεται στον Quillen.

Θεώρηµα 8. ([35, Πόρισµα 9.7]). ΄Εστω P,Q δύο διαβαθµισµένα µερικώς διατεταγ-
µένα σύνολα και f : P → Q ένας επιµορφισµός διατάξεων που διατηρεί την τάξη.
Υποθέτουµε ότι το νήµα f−1(〈q〉) είναι οµοτοπικά Cohen-Macaulay για κάθε q ∈ Q.
Αν το Q είναι οµοτοπικά Cohen-Macaulay, τότε είναι και το P .

2.5 Κατασκευάσιµα συµπλέγµατα και διατάξεις

Σε αυτήν την παράγραφο ορίζουµε µια νέα ιδιότητα για µερικές διατάξεις (την ισχυρά
κατασκευάσιµη διάταξη), µε ϐάση την οποία αποδεικνύονται τα Θεωρήµατα 1 και 3.
Επιπλέον εισάγουµε µια παραλλαγή της έννοιας του κατασκευάσιµου συµπλέγµατος.
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2.5.1 Κατασκευάσιµα συµπλέγµατα

Ορισµός 2.10. Ενα µονοπλεκτικό σύµπλεγµα ∆ λέγεται *κατασκευάσιµο αν είναι
µονόπλοκο ή αν µπορεί να γραφεί ως ∆ = ∆1 ∪∆2, όπου τα ∆1,∆2,∆1 ∩∆2 είναι
*κατασκευάσιµα µε dim ∆1 = dim ∆2 = 1 + dim(∆1 ∩ ∆2) ή dim ∆1 = dim ∆2 =
dim(∆1 ∩∆2).

Προφανώς τα *κατασκευάσιµα συµπλέγµατα είναι κατασκευάσιµα µε την κλασική
έννοια. ∆εν γνωρίζουµε όµως αν ισχύει το αντίστροφο.

Ερώτηµα 9. Είναι η έννοια του *κατασκευάσιµου συµπλέγµατος ισοδύναµη µε εκείνη
του κατασκευάσιµου συµπλέγµατος ;

Τα *κατασκευάσιµα συµπλέγµατα έχουν ισχυρές τοπολογικές ιδιότητες, όπως ϕαί-
νεται στα επόµενα λήµµατα.

Λήµµα 2.4. (i) Αν το ∆ είναι d-διάστατο *κατασκευάσιµο µονοπλεκτικό σύµπλεγ-
µα, τότε το ∆ είναι (d− 1)-συνεκτικό.

(ii) Αν το ∆ είναι *κατασκευάσιµο, τότε το ίδιο ισχύει για το Ϲεύγµα οποιασδήποτε
πλευράς του ∆.

Απόδειξη. Το µέρος (i) έπεται από το γεγονός [10, Λήµµα 10.3 (ii)] ότι αν τα ∆1,∆2

είναι k-συνεκτικά και η τοµή ∆1 ∩∆2 είναι (k − 1)-συνεκτική, τότε η ένωση ∆1 ∪∆2

είναι επίσης k-συνεκτική. Το µέρος (ii) έπεται από την παρατήρηση ότι αν το F
είναι πλευρά της ένωσης ∆1 ∪ ∆2, τότε link∆1∪∆2(F ) = link∆1(F ) ∪ link∆2(F ) και
link∆1(F ) ∩ link∆2(F ) = link∆1∩∆2(F ).

Πόρισµα 2.1. Αν το ∆ είναι *κατασκευάσιµο µονοπλεκτικό σύµπλεγµα, τότε το ∆
είναι οµοτοπικά Cohen-Macaulay.

Απόδειξη. ΄Επεται από το Λήµµα 2.4.

Λήµµα 2.5. ΄Εστω ∆1,∆2, . . . ,∆k d-διάστατα *κατασκευάσιµα µονοπλεκτικά συµ-
πλέγµατα.

(i) Αν η τοµή οποιωνδήποτε δύο ή περισσότερων από τα ∆1,∆2, . . . ,∆k είναι *κα-
τασκευάσιµη διάστασης d, τότε η ένωσή τους είναι επίσης *κατασκευάσιµη.

(ii) Αν η τοµή οποιωνδήποτε δύο ή περισσότερων από τα ∆1,∆2, . . . ,∆k είναι *κα-
τασκευάσιµη διάστασης d− 1, τότε η ένωσή τους είναι επίσης *κατασκευάσιµη.

Απόδειξη. Θα χρησιµοποιήσουµε επαγωγή στο k. Η περίπτωση k = 1 είναι τετριµµένη
και η περίπτωση k = 2 είναι προφανής από τον ορισµό. Υποθέτουµε ότι k ≥ 3. Τα
συµπλέγµατα ∆1 ∩ ∆k, . . . ,∆k−1 ∩ ∆k έχουν διάσταση d ή d − 1 στην περίπτωση
του µέρους (i) και (ii), αντίστοιχα, και ικανοποιούν την υπόθεση του µέρους (i). ΄Αρα,
από την επαγωγική υπόθεση, η ένωση (∆1 ∪ · · · ∪∆k−1) ∩∆k είναι *κατασκευάσιµη
διάστασης d ή d − 1, αντίστοιχα. Αφού από επαγωγή η ένωση ∆1 ∪ · · · ∪∆k−1 είναι
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*κατασκευάσιµη διάστασης d και το ∆k είναι *κατασκευάσιµο, λόγω της υπόθεσης,
έπεται ότι η ένωση ∆1 ∪ · · · ∪∆k είναι επίσης *κατασκευάσιµη.

2.5.2 Κατασκευάσιµες διατάξεις

Θεωρούµε τώρα την κλάση των πεπερασµένων µερικώς διατεταγµένων συνόλων που
έχουν ελάχιστο στοιχείο και ορίζουµε την έννοια της ισχυρής κατασκευασιµότητας ως
εξής.

Ορισµός 2.11. Μια πεπερασµένη µερική διάταξη P τάξης d µε ελάχιστο στοιχείο
λέγεται ισχυρά κατασκευάσιµη (strongly constructible) αν είναι ϕραγµένη, διαβαθµι-
σµένη και αποφλοιώσιµη ή µπορεί να γραφεί ως ένωση P = I1 ∪ I2 δυο ισχυρά
κατασκευάσιµων γνήσιων ιδεωδών I1, I2 τάξης d, τέτοια ώστε η τοµή I1 ∩ I2 να είναι
ισχυρά κατασκευάσιµο ιδεώδες τάξης τουλάχιστον d− 1.

Παρατηρούµε ότι κάθε ισχυρά κατασκευάσιµη διάταξη είναι διαβαθµισµένη.

Πρόταση 2.3. Το διατακτικό σύµπλεγµα κάθε ισχυρά κατασκευάσιµης διάταξης είναι
*κατασκευάσιµο.

Απόδειξη. ΄Εστω P µία ισχυρά κατασκευάσιµη διάταξη τάξης d. Για να δείξουµε ότι
το ∆(P ) είναι κατασκευάσιµο ϑα χρησιµοποιήσουµε επαγωγή στον πληθάριθµο του
P . Αν η διάταξη P είναι ϕραγµένη διαβαθµισµένη και αποφλοιώσιµη, τότε το ∆(P )
είναι αγνό αποφλοιώσιµο και άρα κατασκευάσιµο. ∆ιαφορετικά η P είναι η ένωση
δύο ισχυρά κατασκευάσιµων γνήσιων ιδεωδών I1, I2 τάξης d, τέτοιων ώστε η τοµή
I1 ∩ I2 είναι ισχυρά κατασκευάσιµο ιδεώδες τάξης τουλάχιστον d − 1. Προφανώς
έχουµε ∆(P ) = ∆(I1) ∪ ∆(I2) και ∆(I1) ∩ ∆(I2) = ∆(I1 ∩ I2). Αφού από την
επαγωγική υπόθεση τα ∆(I1) και ∆(I2) είναι *κατασκευάσιµα διάστασης d και το
∆(I1 ∩ I2) είναι *κατασκευάσιµο διάστασης τουλάχιστον d − 1, έπεται ότι το ∆(P )
επίσης *κατασκευάσιµο. Αυτό ολοκληρώνει την επαγωγή και την απόδειξη.

Λήµµα 2.6. Το ευθύ γινόµενο δύο ισχυρά κατασκευάσιµων διατάξεων είναι επίσης
ισχυρά κατασκευάσιµη διάταξη.

Απόδειξη. ΄Εστω P,Q δύο ισχυρά κατασκευάσιµες διατάξεις τάξης d και e, αντίστοιχα.
Θα χρησιµοποιήσουµε επαγωγή στο άθροισµα των πληθάριθµων των συνόλων P καιQ.
Αν P και Q είναι ϕραγµένες και διαβαµισµένες αποφλοιώσιµες διατάξεις, τότε και το
ευθύ γινόµενό τους P × Q είναι επίσης ϕραγµένη διαβαθµισµένη και αποφλοιώσιµη
διάταξη [12, Θεώρηµα 8.3] και άρα είναι ισχυρά κατασκευάσιµη. Αν όχι, τότε µια
από αυτές, έστω η P , µπορεί να γραφεί σαν την ένωση P = I1 ∪ I2 δύο ισχυρά
κατασκευάσιµων γνήσιων ιδεωδών I1, I2 τάξης d, τέτοια ώστε η τοµή I1 ∩ I2 να είναι
ισχυρά κατασκευάσιµη τάξης τουλάχιστον d − 1. Τότε το P × Q είναι η ένωση των
γνήσιων ιδεωδών I1 ×Q και I2 ×Q. Από την υπόθεση της επαγωγής, τα ιδεώδη αυτά
είναι ισχυρά κατασκευάσιµα τάξης d + e και η τοµή τους (I1 ∩ I2) × Q είναι ισχυρά
κατασκευάσιµη τάξης τουλάχιστον d + e − 1. Ως αποτέλεσµα, το P × Q είναι επίσης
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ισχυρά κατασκευάσιµο.

Το επόµενο λήµµα είναι ανάλογο του Λήµµατος 4.6 (ii) και η απόδειξή του παρα-
λείπεται.

Λήµµα 2.7. ΄Εστω P µια πεπερασµένη µερική διάταξη τάξης d µε ελάχιστο στοιχείο.
Αν η P είναι ένωση των ισχυρά κατασκευάσιµων ιδεωδών I1, I2, . . . , Ik του P τάξης
d και η τοµή οποιωνδήποτε δύο ή περισσοτέρων από αυτά τα ιδεώδη είναι ισχυρά
κατασκευάσιµη τάξης d− 1, τότε η P είναι ισχυρά κατασκευάσιµη.





Κεφάλαιο 3

Συνδυαστικές Ιδιότητες

Σε αυτό το κεφάλαιο ασχολούµαστε µε τη συνδυαστική της διάταξης Abs(W ), όπουW
είναι µια κλασική οµάδα Coxeter. Συγκεκριµένα, στην Παράγραφο 3.1 υπολογίζου-
µε την εκθετική γεννήτρια συνάρτηση της συνάρτησης Möbius των Abs(Sn) και Jn.
Στην Παράγραφο 3.2 δίνουµε χαρακτηρισµούς για τα διαστήµατα των Abs(Bn) και
Abs(Dn) που είναι σύνδεσµοι και υπολογίζουµε κάποιες από τις συνδυαστικές τους
αναλλοίωτες.

3.1 Η συνάρτηση Möbius των Abs(Sn) και Jn
Σε αυτήν την παράγραφο αποδεικνύουµε τα Θεωρήµατα 2 και 5.

Θεώρηµα 2. Για την τιµή µn = µn(0̂, 1̂) της συνάρτησης Möbius της διάταξης που
προκύπτει αν στην Abs(Sn) επισυνάψουµε ένα µέγιστο στοιχείο 1̂ ισχύει η σχέση∑

n≥1

(−1)n µn
tn

n!
= 1− C(t) exp {−2t C(t)} , (3.1)

όπου C(t) = 1
2t (1 −

√
1− 4t) είναι η συνήθης γεννήτρια συνάρτηση των αριθµών

Catalan.

Απόδειξη. Συµβολίζουµε µε 0̂ το ελάχιστο στοιχείο της Abs(Sn). ΄Εχουµε ότι

µn(0̂, 1̂) = −
∑
x∈Sn

µn(0̂, x). (3.2)

΄Εστω Cm = 1
m+1

(
2m
m

)
οmοστός αριθµός Catalan. Είναι γνωστό [40, ΄Ασκηση 3.68 (b)]

ότι
µn(0̂, x) = (−1)k−1Ck−1

αν το x ∈ Sn είναι κύκλος µήκους k, αφού σε αυτήν την περίπτωση το διάστηµα [0̂, x]
στο Abs(Sn) είναι ισόµορφο µε το σύνδεσµο των µη διασταυρούµενων διαµερίσεων του
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συνόλου {1, 2, . . . , k}. Επιπλέον, για κάθε x ∈ Sn το διάστηµα [0̂, x] είναι ισόµορφο
µε το ευθύ γινόµενο των διαστηµάτων [0̂, y], όπου το y διατρέχει τους κύκλους του x.
Εποµένως έχουµε

µn(0̂, x) =
∏

y∈C(x)

(−1)#y−1C#y−1, (3.3)

όπου C(x) είναι το σύνολο των κύκλων που εµφανίζονται στην κυκλική παράσταση του
x και #y είναι το µήκος του y.

∆εδοµένων των (3.2) και (3.3), ο εκθετικός τύπος [41, Πόρισµα 5.1.9] δίνει ότι

1−
∑
n≥1

µn(0̂, 1̂)
tn

n!
= exp

∑
n≥1

(−1)n−1Cn−1
tn

n
. (3.4)

Ολοκληρώνοντας την παρακάτω γνωστή ισότητα

∑
n≥1

Cn−1 t
n−1 =

1−
√

1− 4t

2t

παίρνουµε ότι∑
n≥1

Cn−1
tn

n
= 1−

√
1− 4t + log

(
1 +
√

1− 4t
)
− log 2.

Αντικαθιστώντας το t µε −t στην προηγούµενη ισότητα καταλήγουµε στο ότι

exp
∑
n≥1

(−1)n−1Cn−1
tn

n
=

√
1 + 4t− 1

2t
exp

(√
1 + 4t− 1

)
.

Το συµπέρασµα έπεται από την παραπάνω ισότητα, αν στη σχέση (3.4) αντικαταστή-
σουµε το t µε το −t.

Θεώρηµα 5. Για την τιµή µn = µn(0̂, 1̂) της συνάρτησης Möbius της διάταξης που
προκύπτει αν στην Jn επισυνάψουµε ένα µέγιστο στοιχείο 1̂ ισχύει η σχέση

∑
n≥2

(−1)n µn
tn

n!
= 1−

√
C(2t) exp {−2tC(2t)}

1 +
∑
n≥1

2n−1

(
2n− 1

n

)
tn

n

 ,

όπου C(t) = 1
2t (1 −

√
1− 4t) είναι η συνήθης γεννήτρια συνάρτηση των αριθµών

Catalan.

Απόδειξη. Συµβολίζουµε µε 0̂ το ελάχιστο στοιχείο της Abs(Bn). ΄Οπως προηγουµένως
έχουµε ότι

µn(0̂, 1̂) = −
∑
x∈Jn

µn(0̂, x). (3.5)

Υποθέτουµε ότι το x ∈ Bn είναι κύκλος. Είναι γνωστό [36] ότι είναι
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µ(0̂, x) =

{
(−1)m

(
2m−1
m

)
, αν το x είναι ισορροπηµένος m-κύκλος,

(−1)m−1Cm−1, αν το x είναι Ϲευγαρωµένος m-κύκλος,

όπου Cm = 1
m+1

(
2m
m

)
είναι ο mοστός αριθµός Catalan. Υπενθυµίζουµε (Παρατήρηση

2.1) ότι αν το x ∈ Jn έχει ακριβώς k Ϲευγαρωµένους κύκλους, έστω οι p1, . . . , pk, και
έναν ισορροπηµένο κύκλο, έστω τον b, τότε [0̂, x] ∼= [0̂, b]× [0̂, p1]×· · ·× [0̂, pk] και άρα

µn(0̂, x) = µn(0̂, b)
k∏
i=1

µn(0̂, pi).

΄Επεται ότι

µn(0̂, x) = (−1)`T (b)

(
2`T (b)− 1

`T (b)

) k∏
i=1

(−1)`T (pi)C`T (pi). (3.6)

Από τα (3.5), (3.6), [40, Πρόταση 5.1.1] και τον εκθετικό τύπο [40, Πόρισµα 5.1.9],
καταλήγουµε στο ότι

1−
∑
n≥2

µn(0̂, 1̂)
tn

n!
=

1 +
∑
n≥1

2n−1αn
tn

n

 exp

∑
n≥1

2n−1βn
tn

n

 , (3.7)

όπου αn = (−1)n
(

2n−1
n

)
και βn = (−1)n−1Cn−1. Εποµένως, αρκεί να υπολογίσουµε

το exp
(∑

n≥1 2n−1βn
tn

n

)
. Από την απόδειξη του Θεωρήµατος 2 έχουµε

exp
∑
n≥1

βn
tn

n
=

√
1 + 4t− 1

2t
exp

(√
1 + 4t− 1

)
και εποµένως, αντικαθιστώντας το t µε 2t,

exp

∑
n≥1

2n−1βn
tn

n

 =

(√
1 + 8t− 1

4t

)1/2

exp

(√
1 + 8t− 1

2

)
.

΄Αρα, το δεξί µέλος της ισότητας (3.7) µπορεί να γραφτεί ως

1−
(√

1 + 8t− 1

4t

)1/2

exp

(√
1 + 8t− 1

2

)1 +
∑
n≥1

2n−1αn
tn

n

 .

Το συµπέρασµα έπεται από την ισότητα που προκύπτει αντικαθιστώντας το t µε το
−t.
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3.2 Σύνδεσµοι

΄Εστω W µια πεπερασµένη οµάδα Coxeter και c ∈ W ένα στοιχείο Coxeter. Είναι
γνωστό [6, 17, 18] ότι το διάστηµα [e, c] της Abs(W ) είναι σύνδεσµος. Σε αυτήν την πα-
ϱάγραφο αποδεικνύουµε τα Θεωρήµατα 6 και 7, τα οποία χαρακτηρίζουν, αντίστοιχα,
τα διαστήµατα της Abs(Bn) και Abs(Dn) που είναι σύνδεσµοι. Κάποια αποτελέσµατα
σε αυτήν την κατεύθυνση προέκυψαν στα [6, 17, 18, 25, 36]. Επιπλέον,υπολογίζουµε
µερικές από τις απαριθµητικές αναλλοίωτες των συνδέσµων της Abs(Bn).

Θα χρησιµοποιήσουµε τον ακόλουθο συµβολισµό. Σε κάθε w ∈ Bn αντιστοιχούµε
τη διαµέριση ακεραίου µ(w), τα µέρη της οποίας είναι τα απόλυτα µήκη όλων των
ισορροπηµένων κύκλων του w, διατεταγµένα σε ϕθίνουσα σειρά. Για παράδειγµα, αν
n = 8 και w = [1,−5][2, 7][6]((3, 4)), τότε µ(w) = (2, 2, 1). ΄Επεται από τα αποτε-
λέσµατα της [25, Παράγραφος 6] ότι το διάστηµα [e, w] στην Abs(Bn) είναι σύνδε-
σµος αν µ(w) = (n − 1, 1) και ότι το [e, w] δεν είναι σύνδεσµος, αν µ(w) = (2, 2).
Υπενθυµίζουµε ότι µια διαµέριση hook είναι µια διαµέριση ακεραίου της µορφής
µ = (k, 1, . . . , 1) = (k, 1r), όπου το r είναι κάτα ένα µικρότερο από τον συνολικό
πλήθος των µερών της µ.

3.2.1 Σύνδεσµοι στην Abs(Bn)

Η επόµενη πρόταση δίνει τη µια κατεύθυνση του χαρακτηρισµού για τα διαστήµατα
της Abs(Bn).

Πρόταση 3.1. ΄Εστω w ∈ Bn. Αν µ(w) είναι διαµέριση hook, τότε το διάστηµα [e, w]
στην Abs(Bn) είναι σύνδεσµος.

Απόδειξη. Γράφουµε w = bp, όπου b (αντίστοιχα, p) είναι το γινόµενο όλων των ισορ-
ϱοπηµένων (αντίστοιχα, Ϲευγαρωµένων) κύκλων του w. Υπενθυµίζουµε ότι [e, w] ∼=
[e, b]× [e, p] (ϐλέπε Παρατήρηση 2.1). Αφού το [e, p] είναι ισόµορφο µε ένα ευθύ γινό-
µενο συνδέσµων µη διασταυρούµενων διαµερίσεων, το διάστηµα [e, w] είναι σύνδεσµος
αν και µόνο αν το [e, b] είναι σύνδεσµος. Εποµένως, µπορούµε να υποθέσουµε ότι το
w είναι γινόµενο ξένων ισορροπηµένων κύκλων. Αφού το µ(w) είναι διαµέριση hook,
µπορούµε επιπλέον να υποθέσουµε ότι w = [1, 2, . . . , k][k+ 1] · · · [k+ r] µε k+ r ≤ n.
Θα δείξουµε ότι το L(k, r) := [e, w] είναι σύνδεσµος µε επαγωγή στο k + r. Το συµ-
πέρασµα είναι προφανές για k + r = 2. Υποθέτουµε ότι k + r ≥ 3 και ότι η διάταξη
L(k, r) είναι σύνδεσµος για k + r < κ + ρ ≤ n. Θα δείξουµε ότι το L(κ, ρ) είναι και
αυτό σύνδεσµος. Για ρ ≤ 1, αυτό έπεται από την [36, Πρόταση 2] και το συµπέρασµα
του [25] που αναφέρθηκε προηγουµένως. Εποµένως, µπορούµε να υποθέσουµε ότι
ρ ≥ 2. ΄Εστω u, v ∈ L(κ, ρ). Από την [40, Πρόταση 3.3.1], αρκεί να δείξουµε ότι
[e, u] ∩ [e, v] = [e, z] για κάποιο z ∈ L(κ, ρ).

Υποθέτουµε πρώτα ότι u(i) = i για κάποιο i ∈ {1, 2, . . . , κ + ρ}. ΄Εστω v′ η
προσηµασµένη µετάθεση που προκύπτει διαγράφοντας το στοιχείο i απο την κυκλική
παράσταση του v. Μπορούµε να υποθέσουµε ότι u, v′ ∈ L(κ1, ρ1), όπου ή κ1 = κ− 1
και ρ1 = ρ, ή κ1 = κ και ρ1 = ρ − 1. Παρατηρούµε ότι [e, u] ∩ [e, v] = [e, u] ∩ [e, v′].
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Αφού το L(κ1, ρ1) είναι σύνδεσµος, υπάρχει ένα στοιχείο z ∈ L(κ1, ρ1) τέτοιο ώστε
[e, u] ∩ [e, v′] = [e, z]. Επιχειρηµατολογούµε µε τον ίδιο τρόπο αν v(i) = i για κάποιο
i ∈ {1, 2, . . . , κ+ ρ}.

Υποθέτουµε ότι u(i) 6= i και v(i) 6= i για κάθε i ∈ {1, 2, . . . , κ + ρ}. Αφού
ρ ≥ 2, τα u, v έχουν τουλάχιστον µια ανάκλαση στην κυκλική τους παράσταση. Χωρίς
ϐλάβη της γενικότητας, µπορούµε να υποθέσουµε ότι κανένας κύκλος της u δεν είναι
συγκρίσιµος µε κάποιον κύκλο της v στην Abs(Bn) (διαφορετικά το συµπέρασµα
προκύπτει από επαγωγή). Τότε ισχύει τουλάχιστον ένα από τα επόµενα:

• Η ανάκλαση [i] είναι κύκλος της u ή της v, για κάποιο i ∈ {κ+1, κ+2, . . . , κ+ρ}.

• Υπάρχουν i, j ∈ {κ + 1, κ + 2, . . . , κ + ρ} µε i < j, τέτοια ώστε ή το ((i, j)) ή το
((i,−j)) είναι κύκλος της u και τα i και j ανήκουν σε διαφορετικούς κύκλους της
v, ή αντίστροφα.

• Υπάρχουν i, j ∈ {κ + 1, κ + 2, . . . , κ + ρ} µε i < j, τέτοια ώστε το ((i, j)) είναι
κύκλος της u και το ((i,−j)) είναι κύκλος της v, ή αντίστροφα.

Σε κάθε µια από τις προηγούµενες περιπτώσεις, συµβολίζουµε µε u′ και v′ τις µετα-
ϑέσεις που προκύπτουν από τις u και v, αντίστοιχα, διαγράφοντας τον αριθµό i απο
την κυκλική τους παράσταση. Μπορούµε πάλι να υποθέσουµε ότι u′, v′ ∈ L(κ1, ρ1),
όπου ή κ1 = κ − 1 και ρ1 = ρ, ή κ1 = κ και ρ1 = ρ − 1. ΄Οπως πριν, έχουµε ότι
[e, u] ∩ [e, v] = [e, u′] ∩ [e, v′]. Από την επαγωγική υπόθεση το L(κ1, ρ1) είναι σύνδε-
σµος και άρα [e, u′]∩ [e, v′] = [e, z] για κάποιο z ∈ L(κ1, ρ1). Αυτό συνεπάγεται ότι το
L(κ, ρ) είναι σύνδεσµος και έτσι ολοκληρώνεται η επαγωγή.

Θεώρηµα 6. Για w ∈ Bn, το διάστηµα [e, w] στην Abs(Bn) είναι σύνδεσµος αν και
µόνο αν η διαµέριση µ(w) είναι διαµέριση hook.

Απόδειξη. Αν η µ(w) είναι διαµέριση hook, τότε το συµπέρασµα έπεται από την Πρό-
ταση 3.1. Για να δείξουµε την αντίστροφη κατεύθυνση, υποθέτουµε ότι η w έχει
τουλάχιστον δυο ισορροπηµένους κύκλους, έστω w1 και w2, µε `T (w1), `T (w2) ≥ 2.
Τότε υπάρχουν i, j, l,m ∈ {±1,±2, . . . ,±n} µε |i|, |j|, |l|, |m| ανά δύο διαφορετικά,
τέτοια ώστε [i, j] � w1 και [l,m] � w2. Ωστόσο, στο [34, Παράγραφος 5] αποδεικνύεται
ότι το διάστηµα [e, [i, j][l,m]] δεν είναι σύνδεσµος. ΄Επεται ότι ούτε το διάστηµα [e, w]
είναι σύνδεσµος. Αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη.

Στη συνέχεια συµβολίζουµε µε L(k, r) το σύνδεσµο [e, w] ⊂ Abs(Bn), όπου w =
[1, 2, . . . , k][k + 1] · · · [k + r] ∈ Bn. Προφανώς το L(k, r) είναι ισόµορφο µε κάθε
διάστηµα της µορφής [e, w], όπου w ∈ Bn δεν έχει Ϲευγαρωµένους µη τετριµµένους
κύκλους και ικανοποιεί την ισότητα µ(w) = (k, 1r).

Ο σύνδεσµος Ln

Το µερικώς διατεταγµένο σύνολο L(n, 0) συµπίπτει µε το διάστηµα [e, c] της Abs(Bn),
όπου το c είναι το στοιχείο Coxeter [1, 2, . . . , n] τηςBn. Το διάστηµα αυτό είναι ισόµορ-
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ϕο µε το σύνδεσµοNCB(n) των µη διασταυρούµενων διαµερίσεων τύπου B. Ο Reiner
[36] υπολόγισε τις ϐασικές απαριθµητικές αναλλοίωτες, τις οποίες παραθέτουµε :

(i) Ο πληθάριθµος του NCB(n) είναι ίσος µε
(

2n
n

)
.

(ii) Το πλήθος των στοιχείων τάξης k είναι ίσο µε
(
n
k

)2.
(iii) Το πολυώνυµο Ϲήτα ικανοποιεί τη σχέση Z(NCB(n),m) =

(
mn
n

)
.

(iv) Το πλήθος των µεγιστικών αλυσίδων είναι ίσο µε nn.

(v) Η συνάρτηση Möbius ικανοποιεί τη σχέση µn(0̂, 1̂) = (−1)n
(

2n−1
n

)
.

Σε αυτήν την παράγραφο εστιάζουµε στις απαριθµητικές ιδιότητες µιας άλλης ει-
δικής περίπτωσης της διάταξης L(k, r), του συνδέσµου Ln := L(0, n). Πρώτα ϑα
περιγράψουµε το Ln πιο αναλυτικά. Κάθε στοιχείο του Ln µπορεί να προκύψει από
το [1][2] · · · [n] εφαρµόζοντας διαδοχικά τα επόµενα ϐήµατα:

• διαγραφή κάποιου [i],

• αντικατάσταση ενός γινοµένου [i][j] µε ((i, j)) ή ((i,−j)).

Εποµένως το w ανήκει στο Ln αν και µόνο αν κάθε µη τετριµµένος κύκλος του w είναι
ανάκλαση. Σε αυτήν την περίπτωση υπάρχει ένας ισοµορφισµός διατάξεων [e, w] ∼=
Lk×Bl, όπου τα k και l είναι το πλήθος των ισορροπηµένων και Ϲευγαρωµένων κύκλων
του w, αντίστοιχα και το Bl συµβολίζει τον σύνδεσµο των υποσυνόλων του συνόλου
{1, 2, . . . , l}, µερικώς διατεταγµένα µε τη σχέση του εγκλεισµού. Αξίζει να σηµειωθεί
ότι το Ln ταυτίζεται µε την «υποδιάταξη» της Abs(Bn) που αποτελείται από το σύνολο
των αυτοαντίστορφων στοιχείων. Το Σχήµα 3.1 απεικονίζει το διάγραµµα Hasse του
L3.

Στην Πρόταση 3.2 δίνουµε το ανάλογο της προηγούµενης λίστας για τον σύνδεσµο
Ln. Υπενθυµίζουµε ότι το πολυώνυµο Ϲήτα Z(P,m) ενός πεπερασµένου µερικώς
διατεταγµένου συνόλου P απαριθµεί το πλήθος των ασθενών αλυσίδων x1 ≤ x2 ≤
· · · ≤ xm−1 του P . Υπενθυµίζουµε ότι (ϐλέπε [23], [40, Πρόταση 3.11.1]) ότι το
Z(P,m) είναι πολυώνυµο στο m ϐαθµού n, όπου n είναι το µήκος του P και ότι
Z(P, 2) = #P . Επιπλέον, ο συντελεστής του µεγιστοβάθµιου όρου του Z(P,m) είναι
ίσος µε το πηλίκο του πλήθους των µεγιστικών αλυσίδων προς n! και αν το P είναι
ϕραγµένο, τότε Z(P,−1) = µ(0̂, 1̂).

Πρόταση 3.2. Για το σύνδεσµο Ln ισχύουν τα επόµενα:

(i) Το πλήθος των στοιχείων του Ln είναι ίσο µε

bn/2c∑
k=0

(
n

2k

)
2n−k(2k − 1)!!,

όπου (2m− 1)!! = 1 · 3 · · · (2m− 1) για ϑετικούς ακεραίους m.
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[1] [2] [3]

[2]((1,3))

[1] [2]((1, 3)) ((1,-3))

e

[3]((1,2)) ((2,-3))((2,3)) ((1,-2))

[3]((1,2)) [1]((2,-3))[1]((2,3)) [3]((1,-2)) [2]((1,-3))[1] [2] [1] [3] [2] [3]

Σχήµα 3.1: Ο σύνδεσµος L3

(ii) Το πλήθος των στοιχείων του Ln τάξης r είναι ίσο µε

min{r,n−r}∑
k=0

n!

k!(r − k)!(n− r − k)!
.

(iii) Το πολυώνυµο Ϲήτα του Ln δίνεται από τον τύπο

Zn(m) =

bn/2c∑
k=0

(
n

2k

)
mn−k(m− 1)k(2k − 1)!!.

(iv) Το πλήθος των µεγιστικών αλυσίδων του Ln είναι ίσο µε

n!

bn/2c∑
k=0

(
n

2k

)
(2k − 1)!!.

(v) Για τη συνάρτηση Möbius µn του Ln έχουµε

µn(0̂, 1̂) = (−1)n
bn/2c∑
k=0

(
n

2k

)
2k(2k − 1)!!,

όπου 0̂ και 1̂ συµβολίζουν το ελάχιστο και µέγιστο στοιχείο του Ln, αντίστοιχα.
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Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι το x έχει k Ϲευγαρωµένες ανακλάσεις. Αυτές µπορούν να
επιλεγούν µε 2k

(
n
2k

)
(2k − 1)!! τρόπους. Από την άλλη µεριά, οι ισορροπηµένες ανα-

κλάσεις της w µπορούν να επιλεγούν µε 2n−2k τρόπους. ΄Αρα, ο πληθάριθµος του Ln
είναι ίσος µε

bn/2c∑
k=0

(
n

2k

)
2n−k(2k − 1)!!.

Ο ίδιος ισχυρισµός δείχνει ότι το πλήθος των στοιχείων του Ln τάξης r, όπου r ≤ bn/2c,
είναι ίσος µε

r∑
k=0

2k
(
n

2k

)
(2k − 1)!!

(
n− 2k

r − k

)
=

r∑
k=0

2k
(
n

2k

)
(2k)!

2k k!

(
n− 2k

r − k

)

=

r∑
k=0

n!

k!(r − k)!(n− r − k)!
.

Αφού το Ln είναι αυτοδυϊκό, το πλήθος των στοιχείων του Ln τάξης r είναι ίσο µε
το πλήθος εκείνων που έχουν τάξη n − r. Το πλήθος των ασθενών αλυσίδων του
Ln στις οποίες εµφανίζονται k διακεκριµένες Ϲευγαρωµένες ανακλάσεις, είναι ίσο µε(
n
2k

)
(2k − 1)!!(m(m− 1))kmn−2k. Εποµένως, το πολυώνυµο Ϲήτα του Ln δίνεται από

τη σχέση

Zn(m) =

bn/2c∑
k=0

(
n

2k

)
(2k − 1)!!mn−k(m− 1)k.

Τέλος, υπολογίζοντας τον συντελεστή τουmn στην έκφραση του Zn(m) και πολλαπλα-
σιάζοντας µε n! καταλήγουµε στο ότι το πλήθος των µεγιστικών αλυσίδων του Ln είναι
ίσο µε

n!

bn/2c∑
k=0

(
n

2k

)
(2k − 1)!!.

Θέτοντας m = −1, παίρνουµε ότι

µn(0̂, 1̂) = Zn(−1) = (−1)n
bn/2c∑
k=0

(
n

2k

)
(2k − 1)!! 2k.

Παρατήρηση 3.1. Από την Πρόταση 4.1 προκύπτει ότι ο σύνδεσµος Ln είναι EL-
αποφλοιώσιµος. Εδώ περιγράφουµε δυο άλλες EL-επιγραφές για το Ln.

(i) ΄Εστω Λ = {[i] : i = 1, 2, . . . , n} ∪ {((i, j)) : i, j = 1, 2, . . . , n, i < j}. ∆ιατάσσουµε
ολικά τα στοιχεία του Λ µε τον εξής τρόπο. Πρώτα διατάσσουµε τις ισορροπηµένες
ανακλάσεις, έτσι ώστε [i] <Λ [j] αν και µόνο αν i < j. Μετά, διατάσσουµε τις
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Ϲευγαρωµένες ανακλάσεις λεξικογραφικά. Τέλος, ορίζουµε [n] <Λ ((1, 2)). Η
απεικόνιση λ1 : C(Bn)→ Λ που ορίζεται ως:

λ1(a, b) =

{
[i] αν a−1b = [i],
((i, j)) αν a−1b = ((i, j)) ή ((i,−j))

είναι µια EL-επιγραφή του Ln.

(ii) ΄Εστω T το σύνολο των ανακλάσεων του Bn. Ορίζουµε µια ολική διάταξη<T στο T
η οποία επεκτείνει τη διάταξη <Λ, διατάσσοντας τις ανακλάσεις ((i,−j)), για 1 ≤
i < j ≤ n, λεξικογραφικά και ϑέτοντας ((n− 1, n)) <T ((1,−2)). Για παράδειγµα,
αν n = 3 έχουµε τη διάταξη [1]T <T [2] <T [3] <T ((1, 2)) <T ((1, 3)) <T
((2, 3)) <T ((1,−2)) <T ((1,−3)) <T ((2,−3)). ΄Εστω ti η i-οστή ανάκλαση στην
παραπάνω διάταξη. Ορίζουµε µια απεικόνιση λ2 : C(Bn)→ {1, 2, . . . , n2} ως:

λ2(a, b) = min
1≤i≤n2

{i : ti ∨ a = b}.

Η απεικόνιση λ2 είναι µια EL-επιγραφή για το Ln.

Το Σχήµα 3.2 απεικονίζει αυτές τις δύο EL-επιγραφές όταν n = 2.

[1] [2]

[1] [2] ((1, 2)) ((1,-2))

e

2 1 3 3

1 2 3 3

[1] [2]

[1] [2] ((1, 2)) ((1,-2))

e

2 1 1 1

1 2 3 4

Σχήµα 3.2: ∆ύο EL-επιγραφές για το L2

Απαριθµητική συνδυαστική του συνδέσµου L(k, r)

Σε αυτήν την παράγραφο υπολογίζουµε τον πληθάριθµο, τη συνάρτηση Möbius και
το πολυώνυµο Ϲήτα του L(k, r), όπου τα k, r είναι µη αρνητικοί ακέραιοι τέτοιοι ώστε
k+r = n. Η περίπτωση k = n−1 µελετήθηκε από τους Goulden, Nica και Oancea στο
άρθρο [25] πάνω στις δακτυλιοειδείς µη διασταυρούµενες διαµερίσεις (ϐλέπε επίσης
[30, 34]). Εδώ ϑα χρησιµοποιήσουµε τα απότελέσµατά τους, τους τύπους για τον
πληθάριθµο και το πολυώνυµο Ϲήτα του NCB(n), καθώς επίσης και την Πρόταση 3.2,
για να ϐρούµε τις αντίστοιχες εκφράσεις για το L(k, r).
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Πρόταση 3.3. ΄Εστω αr = |Lr|, βr(m) = Z(Lr,m) και µr = µr(Lr), όπου αr =
βr(m) = µr = 1 για r = 0, 1. Για σταθερούς µη αρνητικούς ακεραίους k, r τέτοιους
ώστε k + r = n, ο πληθάριθµος, το πολυώνυµο Ϲήτα και η συνάρτηση Möbius του
L(k, r) δίνονται από τους τύπους:

• #L(k, r) =

(
2k

k

)(
2 r k

k + 1
αr−1 + ar

)
.

• Z(L(k, r),m) =

(
mk

k

)(
2 r k

k + 1
(m− 1)βr−1(m) + βr(m)

)
.

• µ(L(k, r)) = (−1)n
(

2k − 1

k

)(
4 r k

k + 1
|µr−1|+ |µr|

)
.

Απόδειξη. Συµβολίζουµε µε A το υποσύνολο του L(k, r) που αποτελείται από τα στοι-
χεία x µε την ακόλουθη ιδιότητα : κάθε κύκλος x που περιέχει τουλάχιστον ένα από
τα ±1,±2, . . . ,±k είναι µικρότερος ή ίσος µε το στοιχείο [1, 2, . . . , k] στη διάταξη
Abs(Bn). ΄Εστω x = x1x2 · · ·xν ∈ A, γραµµένο ως γινόµενο ξένων κύκλων. Χω-
ϱίς ϐλάβη της γενικότητας, υποθέτουµε ότι υπάρχει ένα t ∈ {0, 1, . . . , ν} τέτοιο ώστε
x1x2 · · ·xt � [1, 2, . . . , k] και xt+1xt+2 · · ·xν � [k + 1][k + 2] · · · [k + r]. Παρατηρού-
µε ότι αν t = 0, τότε x � [k + 1][k + 2] · · · [k + r] στο Abs(Bn), ενώ αν t = ν, τότε
x � [1, 2, . . . , k]. Προφανώς, υπάρχει ένας ισοµορφισµός διατάξεων

f : A→ NCB(k) × 〈[k + 1] · · · [k + r]〉
x 7→ (x1 · · ·xt , xt+1 · · ·xν),

τέτοιος ώστε
A ∼= NCB(k)× Lr. (3.8)

΄Εστω C = L(k, r)rA και x = x1x2 · · ·xν ∈ C, γραµµένα ως γινόµενα ξένων
κύκλων. Τότε υπάρχει ακριβώς ένας Ϲευγαρωµένος κύκλος x1 του x και µια ανάκλαση
((i, l)) µε i ∈ {±1,±2, . . . ,±k}, l ∈ {k + 1, k + 2, . . . , k + r}, τέτοια ώστε ((i, l)) � x1.
Για κάθε l ∈ {k + 1, k + 2, . . . , k + r} συµβολίζουµε µε Cl το σύνολο των µεταθέσεων
x ∈ L(k, r) οι οποίες έχουν έναν κύκλο, έστω τον x1, τέτοιον ώστε ((i, l)) � x1 για
κάποιο i ∈ {±1,±2, . . . ,±k}. ΄Εχουµε ότι Cl ∩ Cl′ = ∅ για l 6= l′. Προφανώς,
Cl ∼= Cl′ για l 6= l′ και C =

⋃k+r
l=k+1Cl.

Συνοψίζοντας, για κάθε x ∈ C υπάρχει µια διάταξη x1, x2, . . . , xν των κύκλων του
x και ένας µοναδικός δείκτης t ∈ {1, 2, . . . , ν} τέτοιος ώστε x1x2 · · ·xt � [1, 2, . . . , k][l]
και xt+1xt+2 · · ·xν � [k + 1][k + 2] · · · [l − 1][l + 1] · · · [k + r]. ΄Εστω

El = {x ∈ C : x � [1, 2, . . . , k][l]}.

Παρατηρούµε ότι καµία µετάθεση του El δεν έχει ισορροπηµένο κύκλο στην κυκλική
της παράσταση. Προφανώς υπάρχει ένας ισοµορφισµός διατάξεων

gl : Cl → El × 〈[k + 1] · · · [l − 1][l + 1] · · · [k + r]〉
x 7→ (x1 · · ·xt , xt+1 · · ·xν)
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τέτοιος ώστε
Cl ∼= El × Lr−1 (3.9)

για κάθε l ∈ {k + 1, k + 2, . . . , k + r}. Χρησιµοποιώντας τα (3.8) και (3.9), απο-
δεικνύουµε την Πρόταση 3.3 ως εξής. Από την προηγούµενη µας συζήτηση έχουµε
L(k, r) = #A+ r (#Ck+1). Από τον ισοµορφισµό (3.8) έχουµε ότι

#A =

(
2k

k

)
αr

και ο ισοµορφισµός (3.9) δίνει ότι

#Ck+1 = (#Ek+1) (#Lr−1) = (#Ek+1)αr−1.

Αφού το Ek+1 αποτελείται από τις µεταθέσεις του 〈[1, 2, . . . , k][k+ 1]〉 ∩C, έπεται από
την [25, Παράγραφος 5] ότι #Ek+1 = 2

(
2k
k−1

)
. ΄Αρα,

#L(k, r) = 2 r

(
2k

k − 1

)
αr−1 +

(
2k

k

)
αr =

(
2k

k

)(
2rk

k + 1
αr−1 + ar

)
.

Υπενθυµίζουµε ότι το πολυώνυµο ϹήταZ(L(k, r),m) απαριθµεί το πλήθος των ασθενών
αλυσίδων π1 � π2 � · · · � πm−1 στο L(k, r). ∆ιακρίνουµε δυο περιπτώσεις. Αν
πm−1 ∈ C, τότε πm−1 ∈ Cl για κάποιο l ∈ {k + 1, . . . , k + r}. Ο ισοµορφισµός (3.9)
δίνει ότι υπάρχουν Z(El,m)Z(Lr−1,m) σε πλήθος τέτοιες ασθενείς αλυσίδες. Από την
[25, Παράγραφος 5] έχουµε ότι Z(El,m) = 2

(
mk
k+1

)
, εποµένως Z(El,m)Z(Lr−1,m) =

2
(
mk
k+1

)
βr−1. Αφού υπάρχουν r επιλογές για το σύνολο Cl, καταλήγουµε στο ότι το

πλήθος των ασθενών αλυσίδων π1 � π2 � · · · � πm−1 στο L(k, r) για τις οποίες
πm−1 ∈ C είναι ίσο µε

2 r

(
mk

k + 1

)
βr−1(m). (3.10)

Αν πm−1 ∈ A, τότε πm−1 ∈ NCB(k) × Lr και άρα το πλήθος αυτών των ασθενών
αλυσίδων είναι ίσο µε (

mk

k

)
βr(m). (3.11)

Η προτεινόµενη έκφραση για το πολυώνυµο Ϲήτα του L(k, r) προκύπτει αθροίζοντας
τις εκφράσεις (3.10) και (3.11). Η έκφραση για τη συνάρτηση Möbius προκύπτει πάλι
από το πολυώνυµο Ϲήτα ϑέτοντας m = −1.

3.2.2 Σύνδεσµοι στην Abs(Dn)

Θεώρηµα 7. Για w ∈ Dn, το διάστηµα [e, w] στην Abs(Dn) είναι σύνδεσµος αν και
µόνο αν µ(w) = (k, 1) για κάποιο k ≤ n− 1, ή µ(w) = (1, 1, 1, 1).

Απόδειξη. Ο ισχυρισµός στην απόδειξη του Θεωρήµατος 6 δείχνει ότι το διάστηµα
[e, w] δεν είναι σύνδεσµος εκτός αν η διαµέριση µ(w) είναι διαµέριση hook. Επιπλέον,
είναι γνωστό [6, 18] ότι το διάστηµα [e, w] είναι σύνδεσµος αν µ(w) = (k, 1) για κάποιο
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k ≥ 1. Υποθέτουµε ότι µ(w) = (k, 1r), όπου r > 1 και r + k ≤ n. Αν k ≥ 2, τότε
υπάρχουν διακεκριµένα στοιχεία στο διαστήµα [e, w] της µορφής u = [a1, a2][a3] και
v = [a1, a2][a4]. Η τοµή [e, u] ∩ [e, v] ⊂ Abs(Dn) έχει δυο µεγιστικά στοιχεία, τις
Ϲευγαρωµένες ανακλάσεις ((a1, a2)) και ((a1,−a2)). Αυτό συνεπάγεται ότι τα u και v
δεν έχουν συνάντηση και άρα το διάστηµα [e, w] δεν είναι σύνδεσµος. Υποθέτουµε
ότι k = 1. Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, υποθέτουµε ότι [1][2] · · · [r + 1] � w. ΄Εστω
r + 1 ≥ 5. Θεωρούµε τα στοιχεία u = [1][2][3][4] και v = [1][2][3][5] του [e, w] και
παρατηρούµε ότι η τοµή [e, u] ∩ [e, v] έχει τρία µεγιστικά στοιχεία, τα [1][2], [1][3]
και [2][3]. Αυτό συνεπάγεται ότι το διάστηµα [e, w] δεν είναι σύνδεσµος. Τέλος, αν
r + 1 = 4, τότε µ(w) = (1, 1, 1, 1) και [e, w] = [e, [1][2][3][4]] × [e, p], όπου το p είναι
γινόµενο ξένων Ϲευγαρωµένων κύκλων που σταθεροποιούν κάθε i ∈ {1, 2, 3, 4}. Από
το Σχήµα 4.2 είναι ϕανερό ότι το διάστηµα [e, [1][2][3][4]] είναι σύνδεσµος και άρα
είναι και το [e, w] σύνδεσµος. Αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη.



Κεφάλαιο 4

Τοπολογικές Ιδιότητες

Σε αυτό το κεφάλαιο ασχολούµαστε µε την τοπολογία της διάταξης Abs(W ), όπου W
είναι µια κλασική οµάδα Coxeter. Συγκεκριµένα, στην Παράγραφο 4.1 εξετάζουµε
την τοπολογία των κλειστών διαστηµάτων και στη Παράγραφο 4.2 εξετάζουµε την το-
πολογία ολόκληρων των διατάξεων Abs(Sn) και Abs(Dn) καθώς και του ιδεώδους της
Abs(Bn) το οποίο παράγεται από το σύνολο των στοιχείων Coxeter της Bn.

4.1 Αποφλοιωσιµότητα

Είναι γνωστό ότι κάθε κλειστό διάστηµα στην Abs(Sn) είναι ισόµορφο µε ένα ευ-
ϑύ γινόµενο συνδέσµων µη διασταυρούµενων διαµερίσεων και συνεπώς ότι είναι EL-
αποφλοιώσιµο. Εδώ αποδεικνύουµε ότι την ιδιότητα αυτή έχουν όλα τα κλειστά δια-
στήµατα στην Abs(Bn). Αντίθετα, δείχνουµε ότι για κάθε n ≥ 4 υπάρχει διάστηµα
στην Abs(Dn) το οποίο δεν είναι αποφλοιώσιµο.

4.1.1 ∆ιαστήµατα στην Abs(Bn)

Θεώρηµα 4. Κάθε διάστηµα στην Abs(Bn) είναι αποφλοιώσιµο.

Για την απόδειξη του Θεωρήµατος 4, ϑα χρησιµοποιήσουµε τα παρακάτω. ΄Εστω
C(Bn) το σύνολο των σχέσεων κάλυψης της Abs(Bn) και (a, b) ∈ C(Bn). Τότε το a−1b
είναι ανάκλαση του Bn, άρα ή a−1b = [i] για κάποιο i ∈ {1, 2, . . . , n}, ή υπάρχουν
i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, µε i < j, τέτοια ώστε a−1b = ((i, j)) ή a−1b = ((i,−j)). Ορίζουµε
µια απεικόνιση λ : C(Bn)→ {1, 2, . . . , n} ως εξής:

λ(a, b) =

{
i αν a−1b = [i],
j αν a−1b = ((i, j)) ή ((i,−j)).

Μια παρόµοια επιγραφή χρησιµοποιήθηκε από τον Biane [7] προκειµένου να µε-
λετήσει τις µεγιστικές αλυσίδες της διάταξης NCB(n) των µη διασταυρούµενων Bn-
διαµερίσεων.

Το Σχήµα 4.1 απεικονίζει το διάγραµµα Hasse του διαστήµατος [e, [3,−4]((1, 2))],
µε τις αντίστοιχες επιγραφές στις ακµές.



52 Τοπολογικές Ιδιότητες

[3,-4]((1,2))

[3] [4]

[3]((1,2))

((3,-4))

4 4 4 4

((3,4))

((3,4))((1,2))

((1,2))

[3,-4] [4]((1,2)) ((3,-4))((1,2))

434 2 4

2
4 2

4

4

3 4

4

2

4
2 4

2

e

Σχήµα 4.1: EL-επιγραφή για το διάστηµα [e, [3,−4]((1, 2))]

Πρόταση 4.1. ΄Εστω u, v ∈ Bn µε u � v. Τότε, ο περιορισµός της απεικόνισης λ στο
διάστηµα [u, v] είναι EL-επιγραφή.

Απόδειξη. ΄Εστω u, v ∈ Bn µε u � v. Θεωρούµε το µορφισµό διατάξεων φ : [u, v] →
[e, u−1v] του Λήµµατος 2.1. ΄Εστω (a, b) ∈ C([u, v]). Τότε

φ(a)−1φ(b) = (u−1a)−1u−1b = a−1uu−1b = a−1b,

το οποίο συνεπάγεται ότι λ(a, b) = λ(φ(a), φ(b)). ΄Αρα, αρκεί να δείξουµε ότι η λ|[e,w]

είναι EL-επιγραφή για το διάστηµα [e, w], όπου w = u−1v.
΄Εστω b1b2 · · · bk p1p2 · · · pl η κυκλική παράσταση του w, όπου bi = [b1i , . . . , b

ki
i ]

για i ≤ k και pj = ((p1
j , . . . , p

lj
j )), µε p1

j = min{|pmj | : 1 ≤ m ≤ lj} για j ≤ l.
Θεωρούµε την ακολουθία των ϑετικών ακεραίων που προκύπτει τοποθετώντας τους
αριθµούς |bhi | και |pmj |, για i, j, h ≥ 1 και m > 1, σε αύξουσα σειρά. Υπάρχουν
r = `T (w) σε πλήθος τέτοιοι ακέραιοι. Για να απλοποιήσουµε τον συµβολισµό, ϑέτου-
µε c(w) = (c1, c2, . . . , cr) και λέµε ότι το cµ (µ = 1, 2, . . . , r) ανήκει στον ισορροπηµένο
(αντίστοιχα, Ϲευγαρωµένο) κύκλο αν είναι ίσο µε κάποιο |bhi | (αντίστοιχα, |pmj |). Προ-
ϕανώς έχουµε:

c1 < c2 < · · · < cr (4.1)

και λ(a, b) ∈ {c1, c2, . . . , cr} για κάθε (a, b) ∈ C([e, w]). Στην ακολουθία (4.1) αντι-
στοιχεί µια µοναδική µεγιστική αλυσίδα

Cw : w0 = e
c1→ w1

c2→ w2
c3→ · · · cr→ wr = w,

η οποία µπορεί να κατασκευαστεί επαγωγικά ως εξής (εδώ, ο ακέραιος κ στο a κ→ b
συµβολίζει την επιγραφή λ(a, b)). Αν το c1 ανήκει σε έναν ισορροπηµένο κύκλο, τότε
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w1 = [c1]. Αλλιώς, το c1 ανήκει σε κάποιον κύκλο pi, έστω στον p1. ΄Εστω ότι w1

είναι ή το ((p1
1, c1)) ή το ((p1

1,−c1)), έτσι ώστε να ισχύει w1 � p1. Παρατηρούµε ότι σε
κάθε περίπτωση έχουµε λ(e, w1) = c1 και λ(e, w1) < λ(e, w) για κάθε άλλο άτοµο
t ∈ [e, w]. Πράγµατι, υποθέτουµε ότι υπάρχει ένα άτοµο t 6= w1 τέτοιο ώστε λ(e, t) =
c1. Υποθέτουµε πρώτα ότι το c1 ανήκει σε έναν ισορροπηµένο κύκλο, άρα w1 =
[c1]. Τότε, το t είναι ανάκλαση της µορφής ((c0,±c1)), όπου c0 < c1 και εποµένως,
το c0 ανήκει σε κάποιο Ϲευγαρωµένο κύκλο του w (αν όχι, τότε το c1 δε ϑα ήταν
ελάχιστο). Ωστόσο, από τις σχέσεις κάλυψης (a)-(e) που υπάρχουν στην Παράγραφο
2.3.2 έπεται ότι ((c0,±c1)) 6� w, άρα ((c0,±c1)) 6∈ [e, w], άτοπο. Συνεπώς το c1 ανήκει
σε ένα Ϲευγαρωµένο κύκλο του w, έστω p1, και τα w1, t είναι και τα δυο Ϲευγαρωµένες
ανακλάσεις. Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, υποθέτουµε ότι w1 = ((p1

1, c1)) και t =
((c0, c1)) για κάποιο c0 < c1. Από την πρώτη σχέση κάλυψης που είναι στο τέλος της
Παραγράφου 2.3.2 και τον ορισµό της απεικόνισης λ, έπεται ότι c0 = p1

1, άρα w1 = t,
το οποίο οδηγεί επίσης σε άτοπο.

Υποθέτουµε τώρα ότι έχουµε ορίσει µε µοναδικό τρόπο τα στοιχεία

w1, w2, . . . , wj ,

έτσι ώστε για κάθε i = 1, 2, . . . , j να έχουµε wi−1 → wi µε λ(wi−1, wi) = ci και
λ(wi−1, wi) < λ(wi−1, z) για κάθε z ∈ [e, w] τέτοιο ώστε z 6= wi και wi−1 → z.
Θεωρούµε τον αριθµό cj+1 και διακρίνουµε δυο περιπτώσεις.

Περίπτωση 1: Το cj+1 ανήκει σε κύκλο του οποίου τα στοιχεία δεν έχουν χρησι-
µοποιηθεί. Σε αυτήν την περίπτωση, αν το cj+1 ανήκει σε ισορροπηµένο κύκλο, τότε
ϑέτουµε wj+1 = wj [cj+1], ενώ αν το cj+1 ανήκει στο ps για κάποιο s ∈ {1, 2, . . . , l},
τότε ϑέτουµε wj+1 να είναι ή το wj ((p1

s, cj+1)) ή το wj ((p1
s,−cj+1)), έτσι ώστε να ισχύει

w−1
j wj+1 � ps.

Περίπτωση 2: Το cj+1 ανήκει σε κύκλο του οποίου κάποιο στοιχείο έχει χρησιµοποι-
ηθεί. Τότε υπάρχει ένας δείκτης i < j+ 1 τέτοιος ώστε το ci να ανήκει στον ίδιο κύκλο
µε το cj+1. Αν τα ci, cj+1 ανήκουν σε κάποιο bs, τότε υπάρχει ένας ισορροπηµένος
κύκλος του wj , έστω ο a, που να περιεχει το ci. Σε αυτήν την περίπτωση ϑέτουµε wj+1

να είναι η µετάθεση που προκύπτει από το wj αν τοποθετήσουµε το cj+1 στον κύκλο
a στην ίδια σειρά και µε το ίδιο πρόσηµο που εµφανίζεται στο bs. Ενεργούµε όµοια αν
τα ci, cj+1 ανήκουν στον ίδιο Ϲευγαρωµένο κύκλο.

Σε κάθε περίπτωση έχουµε λ(wj , wj+1) = cj+1. Αυτό έπεται από τις σχέσεις κά-
λυψης (a)-(e) που δίνονται στο τέλος της Παραγράφου 2.3.2. Επιπλέον, ισχυριζόµαστε
ότι αν z ∈ [e, w] µε z 6= wj+1 είναι τέτοιο ώστε wj → z, τότε λ(wj , wj+1) < λ(wj , z).
Πράγµατι, µε χρήση του ισοµορφισµού διατάξεων φ : [u, v] → [e, u−1v] για u = wj
και v = w, το παραπάνω έπεται από την ειδική περίπτωση j = 0 µε την οποία α-
σχοληθήκαµε προηγουµένως. Από τον ορισµό της λ και την κατασκευή του Cu, η
ακολουθία

(λ(e, w1), λ(w1, w2), . . . , λ(wr−1, w))

ταυτίζεται µε την c(w). Επιπλέον η Cw είναι η µοναδική µεγιστική αλυσίδα που
έχει αυτήν την ακολουθία επιγραφών. Αυτό, καθώς και το γεγονός ότι οι επιγραφές
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οποιασδήποτε αλυσίδας στο [e, w] είναι στοιχεία του συνόλου {c1, c2, . . . , cr} µας δίνει
ότι η Cw είναι η µοναδική γνησίως αύξουσα αλυσίδα. Από αυτά που έχουµε δείξει
ως τώρα προκύπτει ότι η Cw προηγείται λεξικογραφικά όλων των µεγιστικών αλυσίδων
του [e, w]. ΄Αρα η Cw είναι λεξικογραφικά πρώτη και η µοναδική γνησίως αύξουσα
αλυσίδα στο [e, w]. Εποµένως, η λ είναι EL-επιγραφή για το διάστηµα [e, w]. Αυτό
αποδεικνύει την πρόταση.

Παράδειγµα 4.1. (i) ΄Εστω n = 7 και w = [1,−7][3]((2, −6, −5))((4)) ∈ B7. Τότε
c(w) = (1, 3, 5, 6, 7) και

Cw : e
1→ [1]

3→ [1][3]
5→ [1][3]((2,−5))

6→ [1][3]((2,−6,−5))
7→ w.

(ii) ΄Εστω n = 4 και w = [3,−4]((1, 2)). Τότε c(w) = (2, 3, 4) και

Cw : e
2→ ((1, 2))

3→ ((1, 2))[3]
4→ w.

Απόδειξη του Θεωρήµατος 4. Από την Πρόταση 4.1 έπεται το συµπέρασµα, αφού κάθε
EL-αποφλοιώσιµη διάταξη είναι αποφλοιώσιµη.

4.1.2 ∆ιαστήµατα στην Abs(Dn)

Παρατήρηση 4.1. Για κάθε n ≥ 4 υπάρχει διάστηµα της Abs(Dn) το οποίο δεν
είναι Cohen-Macaulay. Πράγµατι, το Σχήµα 4.2 απεικονίζει το διάγραµµα Hasse
του διαστήµατος I = [e, u] της Abs(Dn), όπου u = [1][2][3][4]. Παρατηρούµε ότι το
διάγραµµα Hasse του ανοικτού διαστήµατος (e, u) είναι µη συνεκτικό και, εποµένως,
το I δεν είναι Cohen-Macaulay πάνω σε κανένα σώµα.

4.2 Η ιδιότητα Cohen-Macaulay

4.2.1 Η διάταξη Abs(Sn)

Σε αυτήν την παράγραφο αποδεικνύουµε το Θεώρηµα 1 σχετικά µε την Abs(Sn). Συγ-
κεκριµένα, παραθέτουµε δύο αποδείξεις. Η πρώτη ϐασίζεται στην έννοια του ισχυρά
κατασκευάσιµου µερικού διατεταγµένου συνόλου, ενώ η δεύτερη σε ένα νηµατικό
ϑεώρηµα του Quillen για µερικές διατάξεις (Παράγραφος 2.4, Θεώρηµα 8).

Θεώρηµα 1. Η διάταξη Jn είναι οµοτοπικά Cohen-Macaulay για κάθε n ≥ 2.

Πρώτη απόδειξη του Θεωρήµατος 1. Θα χρησιµοποιήσουµε τον παρακάτω συµ-
ϐολισµό. ΄Εστω τ0, τ1, . . . , τk ανά δύο ξένα υποσύνολα του {1, 2, . . . , n}, τέτοια ώστε
τα τ1, . . . , τk να είναι µη κενά. ΄Εστω επίσης σ µια µη κενή ακολουθία διακεκριµένων
στοιχείων του {1, 2, . . . , n}, κανένα απο τα οποία δεν ανήκει σε κάποιο τi. Θέτουµε
R = (σ, τ0, . . . , τk) και συµβολίζουµε µε Sn(R) το σύνολο των µεταθέσεων της w ∈ Sn
που έχουν ακριβώς k + 1 κύκλους, c0, c1, . . . , ck, στην κυκλική τους παράσταση, έτσι
ώστε
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Σχήµα 4.2: Το διάστηµα [e, [1][2][3][4]] της Abs(Dn)
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(i) τα στοιχεία της σ εµφανίζονται διαδοχικά στον κύκλο c0 µε την ίδια διάταξη που
εµφανίζονται στη σ και

(ii) τα στοιχεία του τi εµφανίζονται στον κύκλο ci για 0 ≤ i ≤ k.

Παράδειγµα 4.2. ΄Εστω ότι k = 0 και σ = (1, 2, . . . , r). Τότε το Sn(R) είναι το
σύνολο των κύκλων w ∈ Sn µήκους n για τους οποίους ισχύει w(i) = i + 1 για
1 ≤ i ≤ r − 1. Ειδικότερα, αν r = 1, τότε Sn(R) είναι το σύνολο των µεγιστικών
στοιχείων της Abs(Sn).

Πρόταση 4.2. ΑνR είναι όπως παραπάνω, τότε το ιδεώδες της Abs(Sn) που παράγεται
από το σύνολο Sn(R) είναι ισχυρά κατασκευάσιµο.

Παρατήρηση 4.2. ΄Εστω ότι w � c στην Abs(Sn), όπου c = (a1 a2 · · · an) είναι
κύκλος µήκους n, και έστω 1 ≤ p ≤ n. Υποθέτουµε ότι το w έχει ένα κύκλο που δεν
περιέχει κανένα ai µε 1 ≤ i ≤ p. Τότε υπάρχει στοιχείο στην Sn το οποίο έχει ακριβώς
δύο κύκλους u, v στην κυκλική του παράσταση, τέτοιους ώστε u(ai) = ai+1 για 1 ≤
i ≤ p−1, τα στοιχεία που εµφανίζονται στο u είναι ακριβώς εκείνα που εµφανίζονται σε
αυτούς τους κύκλους του w που περιέχουν τα a1, a2, . . . , ap, και w � uv. Αυτό έπεται
άµεσα από την περιγραφή της απόλυτης διάταξης στην Sn που δίνεται στο Παράγραφο
2.3.1. Συγκεκριµένα, ο κύκλος u µπορεί να κατασκευαστεί ενώνοντας κατάλληλα τους
κύκλους του w στους οποίους εµφανίζονται τα στοιχεία a1, a2, . . . , ap, ενώ κύκλος v
µπορεί να κατασκευαστεί ενώνοντας κατάλληλα τους υπόλοιπους κύκλους του w. Οι
λεπτοµέρειες αφήνονται στον αναγνώστη.

Λήµµα 4.1. ΄Εστω 1 ≤ r ≤ n − 2 και J ένα υποσύνολο του {r + 1, . . . , n} που έχει
τουλάχιστον δύο στοιχεία. Υποθέτουµε ότι το w ∈ Sn είναι τέτοιο ώστε για κάθε j ∈ J
να υπάρχει ένας κύκλος c στην Sn µήκους n που να ικανοποιεί τη σχέση c(i) = i+ 1
για 1 ≤ i ≤ r − 1, c(r) = j και w � c. Τότε

(i) υπάρχει τουλάχιστον ένα j ∈ J τέτοιο ώστε τα i και j να είναι στοιχεία του ίδιου
κύκλου στην κυκλική παράσταση του w για κάποιο 1 ≤ i ≤ r,

(ii) υπάρχει ένα στοιχείο στην Sn το οποίο έχει ακριβώς δύο κύκλους u, v στην κυκλική
του παράσταση, έτσι ώστε w � uv, u(i) = i+ 1 για 1 ≤ i ≤ r− 1 και τουλάχιστον
ένα από τα επόµενα ισχύει : (a) όλα τα στοιχεία του J εµφανίζονται στον v, ή (b)
υπάρχει ένα j ∈ J µε u(r) = j και όλα τα υπόλοιπα στοιχεία του J εµφανίζονται
στον v.

Απόδειξη. Το µέρος (i) είναι πάλι µια άµεση συνέπεια της περιγραφής της απόλυτης
διάταξης στην Sn που δίνεται στην Παράγραφο 2.3.1. Το δεύτερο µέρος έπεται από
το µέρος (i) και την Παρατήρηση 4.2 (η παρατήρηση εφαρµόζεται είτε για p = r στην
w και σε έναν κύκλο c µήκους n ο οποίος ικανοποιεί τη σχέση c(i) = i + 1 για
1 ≤ i ≤ r − 1, αν κανένα στοιχείο του J δεν εµφανίζεται στον ίδιο κύκλο της w µε
κάποιο 1 ≤ i ≤ r, είτε για p = r+ 1 και σε ένα κύκλο c µήκους n ο οποίος ικανοποιεί
τη σχέση c(i) = i + 1 για 1 ≤ i ≤ r − 1 και c(r) = j, αν j ∈ J εµφανίζεται στον ίδιο
κύκλο του w µε κάποιο 1 ≤ i ≤ r).
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Απόδειξη της Πρότασης 4.2. Συµβολίζουµε µε In(R) το ιδεώδες της Abs(Sn) που παρά-
γεται από το σύνολο Sn(R) και ϑέτουµε Pn = Abs(Sn). Το In(R) είναι διαβαθµισµένο
τάξης n − k − 1. Επίσης, συµβολίζουµε µε m το πλήθος των στοιχείων του συνόλου
{1, 2, . . . , n} που δεν εµφανίζονται στην R = (σ, τ0, . . . , τk). Εφαρµόζουµε επαγωγή
στα n, n− k και m, µε αυτήν τη σειρά.

΄Εστω ότι n ≥ 3 (διαφορετικά το αποτέλεσµα είναι τετριµµένο). Υποθέτουµε αρχικά
ότι k ≥ 1. Για m = 0, το ιδεώδες In(R) είναι ισόµορφο µε το ευθύ γινόµενο Ir(S) ×
Pr1×· · ·×Prk , όπου S = (σ, τ0), r είναι το πλήθος των στοιχείων του {1, 2, . . . , n} που
εµφανίζονται στο S και ri είναι ο πληθάριθµος του τi για 1 ≤ i ≤ k. Αφού τα Ir(S) και
Pri είναι ισχυρά κατασκευάσιµα από την επαγωγική υπόθεση στο n, το ιδεώδες In(R)
είναι ισχυρά κατασκευάσιµο από το Λήµµα 2.6. Υποθέτουµε τώρα ότι m ≥ 1 και έστω
j ένα στοιχείο του {1, 2, . . . , n} που δεν εµφανίζεται στο R. Προφανώς έχουµε

In(R) =
k⋃
i=0

In(Ri),

όπου το Ri προκύπτει από το R αν τοποθετήσουµε τον αριθµό j στο σύνολο τi. Κάθε
ιδεώδες In(Ri) έχει τάξη n − k − 1 και, από την επαγωγική υπόθεση στο m, είναι
ισχυρά κατασκευάσιµο. Επιπλέον, η τοµή οποιωνδήποτε δύο ή περισσοτέρων από
αυτά τα ιδεώδη είναι ίση µε In(S), όπου S = (σ, τ0, . . . , τk+1) µε τk+1 = {j}. Αφού το
In(S) έχει τάξη n−k−2, είναι ισχυρά κατασκευάσιµο από την επαγωγική υπόθεση στο
n−k. ΄Επεται τότε από το Λήµµα 2.7 ότι το In(R) είναι επίσης ισχυρά κατασκευάσιµο.

Τέλος, υποθέτουµε ότι k = 0. Αφού τα στοιχεία του τ0 δεν παίζουν κάποιο ϱόλο
σε αυτήν την περίπτωση, µπορούµε να υποθέσουµε ότι το τ0 είναι κενό. Προφανώς, ο
τύπος ισοµορφίας του In(R) εξαρτάται µόνο από το µήκος της ακολουθίας σ. ΄Αρα για
απλοποίηση του συµβολισµού µπορούµε να υποθέσουµε επιπλέον ότι σ = (1, 2, . . . , r)
για κάποιο 1 ≤ r ≤ n. Αν m = 0, εποµένως r = n, τότε το Sn(R) αποτελείται από
µόνο έναν κύκλο µήκους n και το ιδεώδες In(R) είναι ισόµορφο µε το σύνδεσµο των µη
διασταυρούµενων διαµερίσεων του {1, 2, . . . , n}. Εποµένως το In(R) είναι ϕραγµένο,
διαβαθµισµένο και αποφλοιώσιµο ιδεώδες [8, Παράδειγµα 2.9] και ειδικότερα, είναι
ισχυρά κατασκευάσιµο. Υποθέτουµε τώρα ότι m ≥ 1, άρα r ≤ n − 1. Για r + 1 ≤
j ≤ n ϑέτουµε Rj = (σj ,∅), όπου σj = (1, . . . , r, j) προκύπτει από την ακολουθία σ
επισυνάπτοντας τον αριθµό j στο τέλος. Καθένα από τα ιδεώδη In(Rj) έχει τάξη n− 1
και, από την επαγωγική υπόθεση στο m, είναι ισχυρά κατασκευάσιµο. Επιπλέον,
έχουµε

In(R) =
n⋃

j=r+1

In(Rj).

Από το Λήµµα 2.7, για να δείξουµε ότι το In(R) είναι ισχυρά κατασκευάσιµο, αρκεί
να δείξουµε ότι η τοµή οποιωνδήποτε δύο ή περισσότερων από τα ιδεώδη In(Rj) είναι
ισχυρά κατασκευάσιµο ιδεώδες τάξης n−2. ΄Εστω J ένα υποσύνολο του {r+1, . . . , n}
µε τουλάχιστον δύο στοιχεία. Ισχυριζόµαστε ότι
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⋂
j∈J

In(Rj) = In(S0) ∪

⋃
j∈J

In(Sj)

 , (4.2)

όπου S0 = (σ,∅, J) και Sj = (σj ,∅, Jr{j}) για j ∈ J . Πράγµατι, είναι ϕανερό ότι
κάθε ιδεώδες In(Sj) για j ∈ J ∪ {0} περιέχεται στην τοµή στο αριστερό µέλος της
(4.3). Ο αντίστροφος εγκλεισµός έπεται από το Λήµµα 4.1 (ii). Επίσης, παρατηρούµε
ότι τα ιδεώδη In(Sj) για j ∈ J ∪ {0} έχουν τάξη n − 2 και ότι, από την επαγωγική
υπόθεση για το n − k, είναι ισχυρά κατασκευάσιµα. Εφαρµόζοντας επαγωγή στον
πληθάριθµο του J , για να δείξουµε ότι η ένωση στο δεξί µέλος της ισότητας (4.3) είναι
ισχυρά κατασκευάσιµη, αρκεί να δείξουµε ότι για q ∈ J , η τοµή

In(Sq) ∩

 ⋃
j∈(Jr{q})∪{0}

In(Sj)


είναι ισχυρά κατασκευάσιµη τάξης n−3. Ισχυριζόµαστε ότι αυτή η τοµή είναι ίση µε το
ιδεώδες In(S), όπου S = (σ,∅, Jr{q}, {q}). Πράγµατι, ο ένας εγκλεισµός έπεται από
το γεγονός ότι In(S) ⊆ In(Sq) ∩ In(S0). Για τον αντίστροφο εγκλεισµό, παρατηρούµε
ότι σε κάθε µετάθεση του Sn(Sq), ο αριθµός q εµφανίζεται σε έναν κύκλο που περιέχει
τα 1, 2, . . . , r και κανένα στοιχείο του Jr{q} και ότι για όλα τα j ∈ (Jr{q})∪ {0}, σε
κάθε µετάθεση της Sn(Sj), το q εµφανίζεται σε έναν κύκλο που δεν περιέχει κανένα
από τα 1, 2, . . . , r. Τέλος, παρατηρούµε ότι το ιδεώδες In(S) έχει την επιθυµητή τάξη
n − 3 και είναι ισχυρά κατασκευάσιµο από την επαγωγική υπόθεση στο n − k. Αυτό
ολοκληρώνει την επαγωγή καθώς και την απόδειξη της πρότασης.

΄Οταν k = 0 και η ακολουθία σ έχει µήκος ένα (Παράδειγµα 4.2), το ιδεώδες In(R)
ταυτίζεται µε την Abs(Sn). ΄Αρα, από την Πρόταση 4.2 έπεται ότι η διάταξη Abs(Sn)
είναι ισχυρά κατασκευάσιµη. Από την Πρόταση 2.3 και το Πόρισµα 2.1 έχουµε ότι η
Abs(Sn) είναι οµοτοπικά Cohen-Macaulay.

Παράδειγµα 4.3. Θεωρούµε τη διάταξη Abs(S3). Τα Σχήµατα 4.3 και 4.4 απεικονί-
Ϲουν αντίστοιχα τα ιδεώδη I1 = 〈(1 2 3)〉, I2 = 〈(1 3 2)〉 και την τοµή I1∩I2. Προφανώς
Abs(S3) = I1 ∪ I2 και τα I1, I2, I1 ∩ I2 είναι ισχυρά κατασκευάσιµα.

∆εύτερη απόδειξη του Θεωρήµατος 1. Θα χρησιµοποιήσουµε το νηµατικό Θεώ-
ϱηµα του Quillen (Θεώρηµα 8). ΄Εστω {0̂, 1̂} µια αλυσίδα µε δύο στοιχεία, 0̂ < 1̂, και
i ∈ {1, 2, . . . , n}. Θεωρούµε τη συνάρτηση προβολής πi : Abs(Sn) → Abs(Sn) της
Παραγράφου 2.3.4 και ορίζουµε την απεικόνιση

fi : Abs(Sn)→ Abs(Sn−1)× {0̂, 1̂}
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Σχήµα 4.3: Τα ιδεώδη I1, I2
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Σχήµα 4.4: Το ιδεώδες I1 ∩ I2

µε

fi(w) =

{
(πi(w), 0̂), αν w(i) = i,

(πi(w), 1̂), αν w(i) 6= i

για w ∈ Abs(Sn). Πρώτα ελέγχουµε ότι η fi είναι επιµορφισµός διατάξεων που διατη-
ϱεί την τάξη. Πράγµατι, από τον ορισµό της η fi είναι ϕανερό ότι διατηρεί την τάξη.
΄Εστω u, v ∈ Abs(Sn) µε u � v. Το Λήµµα 2.2 (ii) δίνει ότι πi(u) � πi(v). Αν u(i) 6= i,
τότε έχουµε και ότι v(i) 6= i και συνεπώς fi(u) = (πi(u), 1̂) ≤ (πi(v), 1̂) = fi(v). Αν
u(i) = i, τότε fi(u) = (πi(u), 0̂) και άρα fi(u) ≤ fi(v). Εποµένως η fi είναι οµοµορ-
ϕισµός διατάξεων. Επιπλέον, αν w ∈ πi(Pn), τότε f−1

i

(
{(w, 0̂)}

)
= {w} και άρα κάθε

µετάθεση που προκύπτει από την w τοποθετώντας το στοιχείο i σε ένα κύκλο της w
ϐρίσκεται στο f−1

i

(
{(w, 1̂

)
}). Συνεπώς f−1

i ({q}) 6= ∅ για κάθε q ∈ πi(Pn) × {0̂, 1̂},
που σηµαίνει ότι η fi είναι επί.

Για απλοποίηση του συµβολισµού, δοσµένης µιας συνάρτησης f : P → Q, ϑα
συµβολίζουµε µε f−1(q) την αντίστροφη εικόνα f−1({q}) του µονοσυνόλου {q} του Q.
Επίσης, για υποσύνολα U και V της Sn γράφουµε U · V = {uv : u ∈ U, v ∈ V }. Θα
χρειαστούµε τα επόµενα λήµµατα.

Λήµµα 4.2. Για κάθε q ∈ Sn−1 × {0̂, 1̂} έχουµε f−1
n (〈q〉) = 〈f−1

n (q)〉.
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Απόδειξη. Το αποτέλεσµα είναι τετριµµένο αν q = (u, 0̂) ∈ Sn−1 × {0̂, 1̂}, εποµένως
υποθέτουµε ότι q = (u, 1̂). Αφού fn έναι µορφισµός διατάξεων, έχουµε ότι 〈f−1

n (q)〉 ⊆
f−1
n (〈q〉). Για τον αντίστροφο εγκλεισµό, ϑεωρούµε ένα στοιχείο w ∈ f−1

n (〈q〉) και
παρατηρούµε ότι fn(w) ≤ q, άρα πn(w) � u. Από το Λήµµα 2.3 υπάρχει ένα στοιχείο
v ∈ Sn που καλύπτει το u και ικανοποιεί πn(v) = u και w � v. ΄Εχουµε τότε ότι
v ∈ f−1

n (q) και άρα w ∈ 〈f−1
n (q)〉. Αυτό αποδεικνύει ότι f−1

n (〈q〉) ⊆ 〈f−1
n (q)〉.

Λήµµα 4.3. Για κάθε u ∈ Sn−1, το διατακτικό ιδεώδες

M(u) = 〈v ∈ Sn : πn(v) = u〉

της Abs(Sn) είναι οµοτοπικά Cohen-Macaulay τάξης `T (u) + 1.

Απόδειξη. ΄Εστω u = u1u2 · · ·ul, γραµµένο ως γινόµενο ξένων κύκλων της Sn−1. Τότε

M(u) =

l⋃
i=1

C(ui) · 〈u1 · · · ûi · · ·ul〉,

όπου u1 · · · ûi · · ·ul συµβολίζει τη µετάθεση που προκύπτει από το u διαγράφοντας τον
κύκλο ui και το C(ui) συµβολίζει το διατακτικό ιδεώδες της Abs(Sn) που παράγεται
από τους κύκλους v της Sn που καλύπτουν το ui και ικανοποιούν πn(v) = ui. Το
Λήµµα 4.4, το οποίο αποδεικνύεται στο τέλος αυτής της παραγράφου, δίνει ότι το
C(ui) είναι οµοτοπικά Cohen-Macaulay τάξης `T (ui) + 1 για κάθε i. Καθένα από τα
ιδεώδη C(ui)·〈u1 · · · ûi · · ·ul〉 είναι ισόµορφα µε ένα ευθύ γινόµενο οµοτοπικά Cohen-
Macaulay διατάξεων και άρα είναι οµοτοπικά Cohen-Macaulay, από το Λήµµα 2.7 (i).
Συγκεκριµένα, οι τάξεις τους είναι ίσες µε `T (u) + 1. Επιπλέον, η τοµή οποιωνδήποτε
δύο ή περισσοτέρων από τα ιδεώδη C(ui) · 〈u1 · · · ûi · · ·ul〉 είναι ίση µε 〈u〉, η οποία
είναι οµοτοπικά Cohen-Macaulay τάξης `T (u). Εποµένως το συµπέρασµα έπεται από
το Λήµµα 2.7 (ii).

Επιστρέφουµε στην απόδειξη του Θεωρήµατος 1. Θα χρησιµοποιήσουµε επαγωγή
στο n. Το αποτέλεσµα είναι τετριµµένο για n ≤ 2. Υποθέτουµε ότι η διάταξη Abs(Sn−1)
είναι οµοτοπικά Cohen-Macaulay. Τότε είναι οµοτοπικά Cohen-Macaulay και το ευθύ
γινόµενο Abs(Sn−1)× {0̂, 1̂}, από το Λήµµα 2.7 (i). Θεωρούµε την απεικόνιση

fn : Abs(Sn)→ Abs(Sn−1)× {0̂, 1̂}.

Από το Θεώρηµα 8 και το Λήµµα 4.2, αρκεί να δείξουµε ότι για κάθε q ∈ Sn−1×{0̂, 1̂},
το διατακτικό ιδεώδες 〈f−1

n (q)〉 της Abs(Sn) είναι οµοτοπικά Cohen-Macaulay. Αυτό
ισχύει αν q = (u, 0̂) για κάποιο u ∈ Sn−1, αφού τότε 〈f−1

n (q)〉 = 〈u〉 και κάθε διάστηµα
στην Abs(Sn) είναι αποφλοιώσιµο. Υποθέτουµε ότι q = (u, 1̂). Τότε 〈f−1

n (q)〉 = M(u),
το οποίο είναι οµοτοπικά Cohen-Macaulay από το Λήµµα 4.3. Αυτό ολοκληρώνει την
επαγωγή και την απόδειξη του ϑεωρήµατος.

Λήµµα 4.4. Το διατακτικό ιδεώδες της Abs(Sn) που παράγεται από όλους τους κύ-
κλους u ∈ Sn για τους οποίους πn(u) = (1 2 · · · n − 1) είναι οµοτοπικά Cohen-
Macaulay τάξης n− 1.
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Παρατήρηση 4.3. ΄Εστω u1, u2, . . . , um ∈ Sn στοιχεία µε απόλυτο µήκος k και έστω
v ∈ Sn ένας κύκλος µε απόλυτο µήκος r, ο οποίος είναι ξένος µε τον ui για κάθε
i ∈ {1, 2, . . . ,m}. Υποθέτουµε ότι η ένωση

⋃m
i=1[e, ui] είναι ισχυρά κατασκευάσιµη

τάξης k. Τότε το

m⋃
i=1

[e, vui] ∼=
m⋃
i=1

([e, v]× [e, ui]) = [e, v]×
m⋃
i=1

[e, ui]

είναι ισχυρά κατασκευάσιµο τάξης k + r, από το Λήµµα 2.6.

Λήµµα 4.5. Για i ∈ {1, 2, . . . , n− 1}, ϑεωρούµε το στοιχείο

ui = (1 i+ 1 · · · n− 1)(2 3 · · · i n) ∈ Sn.

Η ένωση
⋃m
i=1[e, ui] είναι ισχυρά κατασκευάσιµη τάξης n−2 για κάθε 1 ≤ m ≤ n−1.

Απόδειξη. Συµβολίζουµε µε I(n,m) την ένωση του ισχυρισµού του λήµµατος και προ-
χωρούµε µε επαγωγή στα n και m, σε αυτήν τη σειρά. Μπορούµε να υποθέσουµε
ότι n ≥ 3 και m ≥ 2, αφού διαφορετικά το αποτέλεσµα είναι προφανές. Υποθέ-
τουµε ότι το συµπέρασµα ισχύει για ϑετικούς ακέραιους µικρότερους του n. Θα
δείξουµε ότι ισχύει και για το n. Απο επαγωγή στο m, αρκεί να δείξουµε ότι το
[e, um] ∩ I(n,m− 1) είναι ισχυρά κατασκευάσιµο τάξης n− 3. Πράγµατι, έχουµε ότι
[e, um] ∩ I(n,m− 1) =

⋃m−1
i=1 [e, um] ∩ [e, ui] και

[e, um] ∩ [e, ui] = [e, (1m+ 1m+ 2 · · · n− 1)(2 3 · · · i n)(i+ 1 i+ 2 · · · m)].

Αφού ο κύκλος (1m + 1m + 2 · · · n − 1) εµφανίζεται στην κυκλική παράσταση κά-
ϑε µεγιστικού στοιχείου του [e, um] ∩ I(n,m − 1), το συµπέρασµα έπεται από την
Παρατήρηση 4.3 και την επαγωγή στο n.

Παράδειγµα 4.4. Αν n = 6 και m = 3, τότε το I(n,m) είναι το διατακτικό ιδεώδες
της Abs(Sn) που παράγεται από τα στοιχεία u1 = (1 2 3 4 5)(6), u2 = (1 3 4 5)(2 6) και
u3 = (1 4 5)(2 3 6). Η τοµή

[e, u3] ∩ ([e, u1] ∪ [e, u2]) = [e, (1 4 5)(2 3)(6)] ∪ [e, (1 4 5)(3)(2 6)]

είναι ισχυρά κατασκευάσιµη τάξης 3 και άρα το I(n,m) είναι ισχυρά κατασκευάσιµο
τάξης 4.

Λήµµα 4.6. Για i ∈ {1, 2, . . . , n− 2}, ϑεωρούµε το στοιχείο

vi = (1n i+ 2 · · · n− 1)(2 3 · · · i+ 1) ∈ Sn.

Η ένωση
⋃m
i=1[e, vi] είναι ισχυρά κατασκευάσιµη τάξης n− 2 για κάθε 1 ≤ m ≤ n− 2.

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι όµοια µε αυτή του Λήµµατος 4.5 και παραλείπεται.
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Λήµµα 4.7. ΄Εστω u1, u2, . . . , un−1 ∈ Sn και v1, v2, . . . , vn−2 ∈ Sn, ορισµένα όπως
στα Λήµµατα 4.5 και 4.6, αντίστοιχα. Αν In =

⋃n−1
i=1 [e, ui] και I ′n =

⋃n−2
i=1 [e, vi], τότε

το ιδεώδες In ∩ I ′n είναι ισχυρά κατασκευάσιµο τάξης n− 3.

Απόδειξη. Προχωρούµε µε επαγωγή στο n. Για n = 3 το συµπέρασµα είναι τετριµµένο,
εποµένως υποθέτουµε ότι n ≥ 4. Για i, j ∈ {2, 3, . . . , n− 1} ϑέτουµε

zij = (1 j + 1 · · · n− 1)(2 3 · · · i)(n)(i+ 1 · · · j)

και
wij = (1 i+ 1 · · · n− 1)(2 3 · · · j)(j + 1 · · · i n).

Παρατηρούµε ότι

[e, ui] ∩ [e, vj ] =

{
zij , αν i < j,
wij , αν i ≥ j,

΄Εστω Mi το διατακτικό ιδεώδες της Abs(Sn) που παράγεται από τα wij για 2 ≤ j ≤
i− 1. Αφού zij � wij για όλα τα i, j ∈ {2, 3, . . . , n− 1} µε i 6= j, έχουµε ότι In ∩ I ′n =⋃n−1
i=2 Mi. Καθένα από τα ιδεώδη Mi είναι ισχυρά κατασκευάσιµο τάξης n − 3, από

την Παρατήρηση 4.3 και το Λήµµα 4.6. ∆είχνουµε µε επαγωγή στο k ότι το
⋃k
i=2Mi

είναι ισχυρά κατασκευάσιµο τάξης n − 3 για κάθε k ≤ n − 1. Υποθέτουµε ότι ισχύει
για ϑετικούς ακέραιους µικρότερους του k. Αρκεί να δείξουµε ότι τοMk ∩

(⋃k−1
i=2 Mi

)
είναι ισχυρά κατασκευάσιµο τάξης n− 4. Για i ≤ k − 1 έχουµε

Mk ∩Mi = 〈v (2 3 · · · j)(j + 1 · · · i n)(i+ 1 · · · k) : j = 2, 3, . . . , i− 1〉,

όπου v = (1 k + 1 · · · n − 1). Η Παρατήρηση 4.3 και το Λήµµα 4.6 δίνουν ότι το
Mk ∩Mi είναι ισχυρά κατασκευάσιµη διάταξη τάξης n − 3. Αφού το v εµφανίζεται
στην κυκλική παράσταση κάθε µεγιστικού στοιχείου του Mk ∩

(⋃k−1
i=2 Mi

)
, έπεται

από την Παρατήρηση 4.3 και την επαγωγή στο n ότι το Mk ∩
(⋃k−1

i=2 Mi

)
είναι επίσης

ισχυρά κατασκευάσιµο τάξης n−3. Αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη του λήµµατος.

Απόδειξη Λήµµατος 4.4. Συµβολίζουµε µε Cn το διατακτικό ιδεώδες στον ισχυρισµό
του λήµµατος. Θα δείξουµε ότι το Cn είναι ισχυρά κατασκευάσιµο τάξης n − 1 µε
επαγωγή στο n. Το συµπέρασµα είναι άµεσο για n ≤ 3, εποµένως υποθέτουµε ότι
n ≥ 4. ΄Εχουµε ότι Cn =

⋃n−1
i=1 [e, wi], όπου w1 = (1 2 · · · n−1n), w2 = (1 2 · · · nn−

1), . . . , wn−1 = (1n 2 · · · n − 1). Από την επαγωγή και την Παρατήρηση 4.3, αρκεί
να δείξουµε ότι το [e, wn−1]∩

(⋃n−2
i=1 [e, wi]

)
είναι ισχυρά κατασκευάσιµο τάξης n− 2.

Παρατηρούµε ότι για 1 ≤ i ≤ n − 2 η τοµή [e, wn−1] ∩ [e, wi] είναι ίση µε το ιδεώδες
που παράγεται από το (1 2 · · · n− 1) και τα στοιχεία

un−i = (1n− i+ 1 · · · n− 1)(2 · · · n− i n),

vn−i−1 = (1nn− i+ 1 · · · n− 1)(2 · · · n− i)
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που ορίστηκαν στα Λήµµατα 4.5 και 4.6, αντίστοιχα. ΄Αρα

[e, wn−1] ∩

(
n−2⋃
i=1

[e, wi]

)
= In ∪ I ′n

και το συµπέρασµα έπεται από τα Λήµµατα 4.5, 4.6 και 4.7.

4.2.2 Το ιδεώδες Jn της Abs(Bn)

Υπενθυµίζουµε ότι µε Jn συµβολίζουµε το διατακτικό ιδεώδες της Abs(Bn) που πα-
ϱάγεται από τα στοιχεία Coxeter της Bn. Σε αυτήν την παράγραφο αποδεικνύουµε το
Θεωρήµα 3. Αφού όλα τα µεγιστικά στοιχεία της απόλυτης διάταξης στη συµµετρική
οµάδα είναι στοιχεία Coxeter, το Θεώρηµα 3 µπορεί να ϑεωρηθεί ως ένα Bn-ανάλογο
του Θεωρήµατος 1. ΄Οπως και στην περίπτωση της συµµετρικής οµάδας, για το Θε-
ώρηµα 1 έχουµε δύο αποδείξεις. Η πρώτη ϐασίζεται αποκλειστικά στην έννοια του
ισχυρά κατασκευάσιµου ιδεώδους, ενώ η δεύτερη χρησιµοποιεί το νηµατικό ϑεώρηµα
για διατάξεις του Quillen (Θεώρηµα 8). ΄Ολες οι αποδείξεις είναι παράλληλες µε αυτές
των αντίστοιχων αποδείξεων της προηγούµενης παραγράφου.

Θεώρηµα 3. Η διάταξη Jn είναι οµοτοπικά Cohen-Macaulay για κάθε n ≥ 2.

Πρώτη απόδειξη του Θεωρήµατος 3. Ορίζουµε την επόµενη σχέση ισοδυναµίας
µεταξύ των Ϲευγαρωµένων και ισορροπηµένων κύκλων της Bn.

Ορισµός 4.1. Για κύκλους u, v της Bn ϑέτουµε u ∼ v όταν :

- οι u, v είναι κύκλοι της ίδιας µορφής (δηλαδή και οι δύο Ϲευγαρωµένοι ή και οι
δύο ισορροπηµένοι)

- ισχύει |u(i)| = |v(i)| για κάθε i = 1, 2, . . . , n.

Η σχέση ∼ είναι σχέση ισοδυναµίας. Συµβολίζουµε µε ū την κλάση ισοδυναµίας της
u. Επιπλέον, αν u1, u2 . . . , uk είναι ξένοι ανά δύο κύκλοι της Bn, ϑέτουµε

ū1ū2 · · · ūk = {v1 · · · vk, vi ∈ ūi, i = 1, 2, . . . , k} ⊆ Bn.

Για παράδειγµα,

((1, 2, 3)) = {((1, 2, 3)), ((1,−2, 3)), ((1, 2,−3)), ((1,−2,−3))},

[1, 2, 3] = {[1, 2, 3], [1,−2, 3], [1, 2,−3], [1,−2,−3]} και

((1, 2)) [3, 4] = {((1, 2))[3, 4], ((1,−2))[3, 4], ((1, 2))[3,−4], ((1,−2))[3,−4]}.

Για το υπόλοιπο αυτής της παραγράφου χρησιµοποιούµε τον ακόλουθο συµβο-
λισµό. ΄Εστω α = (a1, a2, . . . , ak) µια ακολουθία διακεκριµένων ϑετικών ακεραί-
ων, µε ai ≤ n για κάθε i = 1, 2, . . . , n. Στην ακολουθία α αντιστοιχούµε τους
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κύκλους [α] = [a1, a2, . . . , ak] και ((α)) = ((a1, a2, . . . , ak)) της Bn και τον κύκλο
(α) = (a1 a2 · · · ak) της Sn. Για να απλοποιήσουµε το συµβολισµό, γράφουµε ai ∈ α,
αν το ai είναι ένα στοιχείο της ακολουθίας α. Τέλος, παρατηρούµε ότι για κάθε κύ-
κλο u της Bn (αντίστοιχα, της Sn) υπάρχει ακολουθία α όπως παραπάνω, τέτοια ώστε
u ∈ [α] ή u ∈ ((α)) (αντίστοιχα, u ∈ (α) ).

Παρατήρηση 4.4. (i) Θεωρούµε τις µεταθέσεις u, v ∈ Sn µε u = (u1)(u2) · · · (uk)
και v = (v1)(v2) · · · (vl) γραµµένες ως γινόµενο ξένων κύκλων, όπου ui, vj , i =
1, 2, . . . , k, j = 1, 2, . . . , l είναι ακολουθίες όπως παραπάνω. Τότε η τοµή

〈((u1)) ((u2)) · · · ((uk))〉
⋂
〈((v1)) ((v2)) · · · ((vl))〉 ⊂ Bn

είναι ίση µε το µερικώς διατεταγµένο υποσύνολο

{w ∈ ((w1)) · · · ((wm)) : (w1) · · · (wm) ∈ 〈u〉 ∩ 〈v〉}

της Abs(Bn).

(ii) ΄Εστω α = (a1, a2, . . . , ak) µια ακολουθία όπως παραπάνω. Η κλάση ισοδυναµίας
[α] ⊂ Bn της [α] συµπεριφέρεται όπως ο κύκλος (α) της Sn µε την εξής έννοια :
αν το x ∈ Abs(Bn) καλύπτεται από κάποιο v ∈ [α], τότε ή x ∈ ((α)) ή x ∈ [γ] ((δ)),
όπου (γ)(δ) καλύπτεται από το (α) στη διάταξη Abs(Sn). Πιο συκγεκριµένα, αν
συµβολίσουµε µε S το σύνολο των µεταθέσεων της Sn που καλύπτονται από τον
κύκλο (α) και, όµοια, µε B το σύνολο των µεταθέσεων της Bn που καλύπτονται
από στοιχεία της κλάσης [α], τότε B = T0 ∪ T1 ∪ T2, όπου:

T0 = ((α)),

T1 = {x ∈ [γ] ((δ)) : (γ)(δ) ∈ S και α1 ∈ γ},

T2 = {x ∈ ((γ)) [δ] : [γ]((δ)) ∈ T1}.

Παρατηρούµε ότι για i, j = 0, 1, 2 µε i 6= j έχουµε

Ti ∩ Tj = {x ∈ ((β)) ((γ)) : (β)(γ) ∈ S}.

(iii) ΄Εστω α = (a1, a2, . . . , ak), β = (b1, b2, . . . , bk) δύο ακολουθίες όπως παραπάνω,
τέτοιες ώστε [α] 6= [β], και έστω S το υποσύνολο της Sn που αποτελείται από τα
µεγιστικά στοιχεία του ιδεώδους 〈(α)〉 ∩ 〈(β)〉. Υποθέτουµε επιπλέον ότι κάθε
στοιχείο του S έχει απόλυτο µήκος ίσο µε k − 1. Τότε, ως συνέπεια του (ii), το
σύνολο των µεγιστικών στοιχείων του 〈[α]〉 ∩ 〈[β]〉 γράφεται ως T1 ∪ T2, όπου:

T1 = {x ∈ [γ] ((δ)) : (γ)(δ) ∈ S και α1 ∈ γ},

T2 = {x ∈ ((γ)) [δ] : [γ]((δ)) ∈ T1}.
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Επιπλέον έχουµε

T1 ∩ T2 = {x ∈ ((γ)) ((δ)) : (γ)(δ) ∈ S}.

Για παράδειγµα, αν α = (1, 2, 3) και β = (1, 3, 2), τότε το σύνολο των µεγιστικών
στοιχείων της τοµής 〈[α]〉 ∩ 〈[β]〉 = 〈[1, 2, 3]〉 ∩ 〈[1, 3, 2]〉 είναι ίσο µε το σύνολο

{[1]((2, 3)), [1, 2]((3)), [1, 3]((2))} ∪ {((1))[2, 3], ((1, 2))[3], ((1, 3))[2]}.

Ωστόσο, αυτό δεν ισχύει αν περιοριστούµε στους αντιπροσώπους της κλάσης. Για
παράδειγµα, αν u = [1, 2, 3] και v = [1, 3, 2] τότε η µετάθεση [1]((2, 3)) είναι ένα
µεγιστικό στοιχείο της τοµής 〈u〉 ∩ 〈v〉, ενώ η µετάθεση ((1))[2, 3] δεν είναι.

Η παρατήρηση αυτή οδηγεί σε έναν πιο γενικό ισχυρισµό: ΄ΕστωA ένα υποσύνολο
της Sn που αποτελείται από µεταθέσεις που έχουν απόλυτο µήκος ίσο µε n − k
(δηλαδή µεταθέσεις της Sn που έχουν ακριβώς k κύκλους στην κυκλική τους
παράσταση). Στο διατακτικό ιδεώδες 〈A〉 της Abs(Sn), τάξης n−k, αντιστοιχούµε
το διατακτικό ιδεώδες 〈A〉 της Abs(Bn), τάξης n−k+1 το οποίο ορίζεται ως εξής:

〈A〉 := 〈x ∈ [α1] ((α2)) ((α3)) · · · ((αk)) : (α1)(α2)(α3) · · · (αk) ∈ A〉.

Υποθέτουµε ότι οι κύκλοι (αi), i = 1, 2, . . . , k, είναι ξένοι και είναι διατεταγµένοι
ολικά έτσι ώστε ο κύκλος (αi) να προηγείται του κύκλου (αj) αν και µόνο αν ο
κύκλος (αi) περιέχει έναν ακέραιο ο οποίος είναι µικρότερος από κάθε ακέραιο
του (αj). Τότε το ιδεώδες 〈A〉 είναι ίσο µε την ένωση

⋃k
i=1〈Ai〉, όπου

Ai = {x ∈ ((α1)) · · · ((αi−1)) [αi] ((αi+1)) · · · ((αk)) : (α1) · · · (αk) ∈ A}.

Επιπλέον, η τοµή οποιωνδήποτε δύο ή περισσοτέρων από τα ιδεώδη 〈Ai〉 είναι
ίση µε 〈x ∈ ((α1)) · · · ((αk)) : (α1) · · · (αk) ∈ A〉. Τέλος, αν 〈A1〉, 〈A2〉 είναι
ιδεώδη της Abs(Sn) που παράγονται από τις µεταθέσεις της Sn µε ίσο απόλυτο
µήκος, τότε είναι προφανές ότι 〈A1〉 ∪ 〈A2〉 = 〈A1 ∪A2〉 και το δεύτερο µέρος
της Παρατήρησης 4.4 δίνει ότι 〈A1〉 ∩ 〈A2〉 = 〈〈A1〉 ∩ 〈A2〉〉.

Πόρισµα 4.1. Το διατακτικό ιδεώδες της Abs(Bn) που παράγεται από το σύνολο όλων
των Ϲευγαρωµένων n-κύκλων της Bn είναι ισχυρά κατασκευάσιµο τάξης n− 1.

Απόδειξη. Αυτό έπεται άµεσα από την Παρατήρηση 4.4 (i), το Λήµµα 4.8 (το οποίο
αποδεικνύεται στο τέλος αυτής της παραγράφου) και την Πρόταση 4.2.

Επιστρέφουµε στην απόδειξη του Θεωρήµατος 3. Θα δείξουµε ότι το διατακτικό ι-
δεώδες της Abs(Bn) που παράγεται από τα στοιχεία Coxeter της Bn είναι ισχυρά
κατασκευάσιµο. Η Παρατήρηση 4.4 (iii) µας επιτρέπει να χρησιµοποιήσουµε τα απο-
τελέσµατα της προηγούµενης παραγράφου. Ως συνέπεια, η απόδειξη του Θεωρήµατος
3 προκύπτει µε µερικές τροποποιήσεις από την πρώτη απόδειξη του Θεωρήµατος 1.

Πρόταση 4.3. Το διατακτικό ιδεώδες Jn της Abs(Bn) που παράγεται από το σύνολο
των στοιχείων Coxeter της Bn είναι ισχυρά κατασκευάσιµο για κάθε n ≥ 1.
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Απόδειξη. ΄Εστω R = (σ, τ0, . . . , τk), Sn(R) και m ∈ N όπως ορίστηκαν στην πρώτη
απόδειξη του Θεωρήµατος 1. ΄Εστω επίσης Jn(R) το διατακτικό ιδεώδες της Abs(Sn)
που παράγεται από το σύνολο Sn(R). Προφανώς το Jn(R) είναι διαβαθµισµένο τάξης
n − k − 1. Υπενθυµίζουµε την Παρατήρηση 4.4 (iii) και ϑεωρούµε το αντίστοιχο
ιδεώδες Jn(R) = 〈Sn(R)〉 της Abs(Bn), το οποίο είναι διαβαθµισµένο τάξης n−k. Για
παράδειγµα, έστω n = 5 και S( (1, 2),∅, {3, 4} ). Τότε

S4(R) = {(1 2 5)(3 4), (1 2)(3 4 5), (1 2)(3 5 4)}

και

J4(R) = 〈[1, 2, 5] ((3, 4)), ((1, 2, 5)) [3, 4], [1, 2] ((3, 4, 5)), ((1, 2)) [3, 4, 5], [1, 2] ((3, 5, 4)), ((1, 2)) [3, 5, 4]〉.

Για να αποδείξουµε την Πρόταση 4.3, αρκεί να δείξουµε ότι το Jn(R) είναι ισχυρά
κατασκευάσιµο. Πράγµατι, για k = 0 έχουµε σ = (1), S = (σ,∅) και ότι το ιδεώδες
Jn(S) ταυτίζεται µε το Jn. Προχωρούµε µε επαγωγή στα n, n − k και m, µε αυτή
τη σειρά, για να δείξουµε ότι για κάθε R το διατακτικό ιδεώδες Jn(R) είναι ισχυρά
κατασκευάσιµο.

΄Εστω n ≥ 3 (διαφορετικά το συµπέρασµα είναι προφανές) και ότι k ≥ 1. Χρησιµο-
ποιώντας το συµβολισµό της Παρατήρησης 4.4 (iii) γράφουµε το Jn(R) ως την ένωση⋃k
i=0 J

i
n(R). Αν m = 0, τότε έχουµε τους ισοµορφισµούς διατάξεων :

J0
n(R) ∼= Jr(S)×Ar1 × · · · ×Ark

και
J in(R) ∼= J ′r(S)×Ar1 × · · · ×Ari−1 ×Bri ×Ari+1 × · · · ×Ark ,

όπου S = (σ, τ0), r είναι το πλήθος των στοιχείων του συνόλου {1, 2, . . . , n} που
εµφανίζονται στο S και για i ≥ 1:

• το ri είναι ο πληθάριθµος του τi για 1 ≤ i ≤ k,

• Ari = 〈((x)) : (x) είναι στοιχείο Coxeter του Sri〉,

• Bri = 〈[x] : (x) είναι στοιχείο Coxeter του Sri〉,

• J ′r(S) = 〈((x)) : (x) ∈ Jr(S)〉.

Από το Πόρισµα 4.1 έχουµε ότι το ιδεώδες Ari είναι ισχυρά κατασκευάσιµο, για κάθε
i = 0, 1, . . . , k. Επίσης, από επαγωγή στο n, τα µερικώς διατεταγµένα σύνολα J0

n(R)
και Bri , i = 1, 2, . . . , k είναι επίσης ισχυρά κατασκευάσιµα. Παρατηρούµε ότι το ίδιο
ισχύει για το ιδεώδες J ′r(S). Τέλος, η τοµή οποιωνδήποτε δύο ή περισσοτέρων από τα
ιδεώδη J in(R) είναι ισόµορφη µε το γινόµενο J ′r(S)× Ar1 × · · · × Ark , το οποίο λόγω
του Λήµµατος 2.7 είναι επίσης ισχυρά κατασκευάσιµο. Αν m ≥ 1, τότε έχουµε

Jn(R) =
k⋃
i=0

Jn(Ri),
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όπου το Ri προκύπτει από το R τοποθετώντας ένα στοιχείο j ∈ {1, 2, . . . , n} που δεν
εµφανίζεται στο R, στο σύνολο τi. Κάθε ιδεώδες Jn(Ri) έχει τάξη n − k και είναι
ισχυρά κατασκευάσιµο από την επαγωγή στο m. Επιπλέον, η τοµή οποιωνδήποτε δύο
ή περισσοτέρων από αυτά τα ιδεώδη είναι ίση µε Jn(R), όπου S = (σ, τ0, . . . , τk, {j}).
Αφού Jn(R) έχει τάξη n − k − 1, είναι ισχυρά κατασκευάσιµο από την επαγωγή στο
n− k. ΄Επεται από το Λήµµα 2.7 ότι το Jn(R) είναι επίσης ισχυρά κατασκευάσιµο.

Τέλος, υποθέτουµε ότι k = 0. Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, µπορούµε να υποθέ-
σουµε ότι σ = (1, 2, . . . , r) για κάποιο 1 ≤ r ≤ n. Αν m = 0, έτσι ώστε r = n, τότε
Jn(T ) = 〈[1, 2, . . . , n]〉, το οποίο είναι ισχυρά κατασκευάσιµο από το Λήµµα 4.9 το
οποίο αποδεικνύεται στο τέλος αυτής της παραγράφου. Υποθέτουµε ότι m ≥ 1, έτσι
ώστε r ≤ n − 1. Για r + 1 ≤ j ≤ n ϑέτουµε Rj = (σj ,∅), όπου σj = (1, . . . , r, j)

προκύπτει από το σ επισυνάπτοντας το j στο τέλος. Κάθε ιδεώδες Jn(Rj) έχει τάξη n
και είναι ισχυρά κατασκευάσιµο από επαγωγή στο m. Επιπλέον, έχουµε

Jn(R) =

n⋃
j=r+1

Jn(Rj).

΄Αρα, αρκεί να δείξουµε ότι η τοµή οποιωνδήποτε δύο ή περισσοτέρων από τα ιδεώδη
Jn(Rj) είναι ισχυρά κατασκευάσιµα τάξης n − 1. ΄Εστω J ένα υποσύνολο του {r +
1, . . . , n} µε τουλάχιστον δύο στοιχεία. Από την πρώτη απόδειξη του Θεωρήµατος 1
και το τρίτο µέρος της Παρατήρησης 4.4 έπεται ότι

⋂
j∈J

Jn(Rj) = Jn(S0) ∪

⋃
j∈J

Jn(Sj)

 , (4.3)

όπου S0 = (σ,∅, J) και Sj = (σj ,∅, Jr{j}) για j ∈ J .
Παρατηρούµε τώρα ότι τα ιδεώδη Jn(Sj) για j ∈ J ∪{0} έχουν τάξη n−1 και είναι

ισχυρά κατασκευάσιµα από επαγωγή στο m. Εφαρµόζοντας επαγωγή στον πληθάριθ-
µο του J , για να δείξουµε ότι η ένωση στο δεξί µέλος της ισότητας (4.3) είναι ισχυρά
κατασκευάσιµη, αρκεί να δείξουµε ότι για q ∈ J , η τοµή

Jn(Sq) ∩

 ⋃
j∈(Jr{q})∪{0}

Jn(Sj)


είναι ισχυρά κατασκευάσιµη τάξης n− 2. Πάλι, από την πρώτη απόδειξη του Θεωρή-
µατος 1 και το τρίτο µέρος της Παρατήρησης 4.4 έπεται ότι η τοµή αυτή είναι ίση µε το
Jn(S), όπου S = (σ,∅, Jr{q}, {q}). Τέλος, παρατηρούµε ότι το ιδεώδες Jn(S) έχει
την επιθυµητή τάξη n−2 και είναι ισχυρά κατασκευάσιµο από την επαγωγή στο n−k.
Αυτό ολοκληρώνει την επαγωγή, άρα το ιδεώδες Jn(R) είναι ισχυρά κατασκευάσιµο
για κάθε R και συνεπώς, το Jn είναι επίσης ισχυρά κατασκευάσιµο.

Λήµµα 4.8. Για κάθε Ϲευγαρωµένο k-κύκλο u ∈ Bn, το διατακτικό ιδεώδες 〈ū〉 του
Abs(Bn) είναι ισχυρά κατασκευάσιµο τάξης k − 1.
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Απόδειξη. Αρκεί να δείξουµε τον ισχυρισµό για τον κύκλο uk = ((k, k − 1, . . . , 2, 1)).
Για i = 1, 2, . . . , k − 1, έστω

A+
i = {((k, k − 1, . . . , i+ 1,±i, . . . ,±1))}

το σύνολο των Ϲευγαρωµένων k-κύκλων u ∈ Bn για τους οποίους |u(j)| = j − 1, για
j = 2, 3, . . . , i + 1 και u(j) = j − 1 για j = i + 2, i + 3, . . . , k. ΄Οµοια ορίζουµε το
σύνολο

A−i = {((k, k − 1, . . . , i+ 2,−(i+ 1),±i, . . . ,±1))}.

Παρατηρούµε ότι 〈A+
i 〉 ∼= 〈A

−
i 〉 για κάθε i ≤ k − 1 και 〈A+

i 〉 ⊂ 〈A
+
j 〉 για i < j.

Επιπλέον, A+
k−1 = ūk, άρα αρκεί να δείξουµε ότι το 〈A+

i 〉 είναι ισχυρά κατασκευάσιµο
τάξης k − 1 για κάθε i ≤ k − 1. Χρησιµοποιούµε επαγωγή στο i. Αν i = 1, τότε
〈A+

i 〉 = 〈((k, k − 1, . . . , 2,±1))〉, το οποίο είναι προφανώς ισχυρά κατασκευάσιµο.
Υποθέτουµε ότι το ίδιο ισχύει για κάθε i < l. Παρατηρούµε ότι A+

l = A+
l−1 ∪ A

−
l−1.

Από την επαγωγική υπόθεση, αρκεί να δείξουµε ότι η τοµή 〈A+
l−1〉 ∩ 〈A

−
l−1〉 είναι

ισχυρά κατασκευάσιµη τάξης k − 2. Αυτή η τοµή γράφεται ως
⋃k
i=1〈((αi)) · ((βi))〉,

όπου

αi = (k, k − 1, . . . , l + 1,±(l − i),±(l − i− 1), . . . ,±1) και

βi = (l,±(l − 1), . . . ,±(l − i+ 1)).

Χρησιµοποιώντας επαγωγή και το Λήµµα 2.6, εύκολα µπορεί κανείς να δει ότι η
παραπάνω ένωση είναι ισχυρά κατασκευάσιµη.

Λήµµα 4.9. Για κάθε ισορροπηµένο k-κύκλο u ∈ Bn, το διατακτικό ιδεώδες 〈ū〉 του
Abs(Bn) είναι ισχυρά κατασκευάσιµο τάξης k.

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι παρόµοια µε αυτή του Λήµµατος 4.8. ΄Εστω uk = [k, k −
1, . . . , 2, 1]. Για i = 1, 2, . . . , k − 1, έστω

A+
i = {[k, k − 1, . . . , i+ 1,±i, . . . ,±1]}

και
A−i = {[k, k − 1, . . . , i+ 2,−(i+ 1),±i, . . . ,±1]}.

΄Οπως προηγουµένως, έχουµε ότι 〈A+
i 〉 ∼= 〈A

−
i 〉 για κάθε i = 1, 2, . . . , k−1 και 〈A+

i 〉 ⊂
〈A+

j 〉 για i < j. ∆είχνουµε µε επαγωγή στο i ότι το 〈A+
i 〉 είναι ισχυρά κατασκευάσιµο

τάξης k− 1, για κάθε i ≤ k− 1. Αν i = 1, τότε 〈A+
i 〉 = 〈[k, k− 1, . . . , 2,±1]〉, το οποίο

είναι αποφλοιώσιµο και άρα ισχυρά κατασκευάσιµο. Υποθέτουµε ότι για κάθε i < l
το ιδεώδες 〈A+

i 〉 είναι κατασκευάσιµο τάξης k− 1. Αφού A+
l = A+

l−1 ∪A
−
l−1, αρκεί να

δείξουµε ότι η τοµή 〈A+
l−1〉 ∩ 〈A

−
l−1〉 είναι ισχυρά κατασκευάσιµη τάξης k− 2. Αυτή η

τοµή γράφεται ως
k⋃
i=1

〈[αi]((βi))〉 ∪
k⋃
i=1

〈((αi))[βi]〉 ∪ 〈((γ))〉,

όπου
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αi = (k, k − 1, . . . , l + 1,±(l − i),±(l − i− 1), . . . ,±1),

βi = (l,±(l − 1), . . . ,±(l − i+ 1)) και

γ = (k, k − 1, . . . , l + 1,±l,±(l − 1), . . . ,±1).

Το συµπέρασµα έπεται από επαγωγή, χρησιµοποιώντας τα Λήµµατα 2.6 και 4.8 καθώς
και την Παρατήρηση 4.4.

∆εύτερη απόδειξη του Θεωρήµατος 5. Χρησιµοποιούµε το νηµατικό ϑεώρηµα
του Quillen για µερικές διατάξεις (Θεώρηµα 8) και εργαζόµαστε όπως στην αντίστοιχη
απόδειξη για την περίπτωση της συµµετρικής οµάδας. ΄Ετσι, όπως στην προηγούµενη
παράγραφο, ορίζουµε την απεικόνιση

fi : Jn → Jn−1 × {0̂, 1̂}

µε

fi(w) =

{
(πi(w), 0̂), αν w(i) = i,

(πi(w), 1̂), αν w(i) 6= i.

Η απεικόνιση αυτή είναι επιµορφισµός διατάξεων που διατηρεί την τάξη.
Θα χρειαστούµε τα επόµενα λήµµατα.

Λήµµα 4.10. Για κάθε q ∈ Jn−1 × {0̂, 1̂} έχουµε f−1
n (〈q〉) = 〈f−1

n (q)〉.

Απόδειξη. Η απόδειξη του Λήµµατος 4.2 εφαρµόζεται λέξη προς λέξη εδώ αν αντικα-
τασταθεί η Abs(Sn−1) από το ιδεώδες Jn−1. Οι λεπτοµέριες παραλείπονται.

Λήµµα 4.11. Για κάθε u ∈ Jn−1, το διατακτικό ιδεώδες

M(u) = 〈v ∈ Jn : πn(v) = u〉

της Abs(Bn) είναι οµοτοπικά Cohen-Macaulay τάξης `T (u) + 1.

Απόδειξη. ΄Εστω u = u1u2 · · ·ul ∈ Jn−1, γραµµένο ως γινόµενο ξένων κύκλων. Για
i ∈ {1, . . . , l}, συµβολίζουµε µε C(ui) το διατακτικό ιδεώδες του Jn που παράγεται
από όλους τους κύκλους v ∈ Jn οι οποίοι µπορούν να προκύψουν τοποθετώντας ή
το n ή το −n σε οποιαδήποτε ϑέση στον κύκλο ui. Το ιδεώδες C(ui) είναι διαβαθµι-
σµένο τάξης `T (ui) + 1 και οµοτοπικά Cohen-Macaulay, από το Λήµµα 4.12 το οποίο
αποδεικνύουµε στο τέλος αυτής της παραγράφου. ΄Εστω u1 · · · ûi · · ·ul η µετάθεση
που προκύπτει από την u διαγράφοντας τον κύκλο ui. Υποθέτουµε πρώτα ότι το u
έχει έναν ισορροπηµένο κύκλο στην κυκλική της παράσταση. Χρησιµοποιώντας την
Παρατήρηση 2.1, ϐρίσκουµε ότι

M(u) =
l⋃

i=1

C(ui) · 〈u1 · · · ûi · · ·ul〉.



70 Τοπολογικές Ιδιότητες

Προφανώς τοM(u) είναι διαβαθµισµένο τάξης `T (u)+1. Καθένα από τα ιδεώδη C(ui)·
〈u1 · · · ûi · · ·ul〉 είναι ισόµορφο µε ένα ευθύ γινόµενο οµοτοπικά Cohen-Macaulay
διατάξεων και άρα είναι οµοτοπικά Cohen-Macaulay, από το Λήµµα 2.7 (i). Επιπλέον,
η τοµή οποιωνδήποτε δύο ή περισσοτέρων από αυτά τα ιδεώδη είναι ίση µε 〈u〉, το οποίο
είναι οµοτοπικά Cohen-Macaulay τάξης `T (u), από το Θεώρηµα 3. Υποθέτουµε τώρα
ότι το u δεν έχει ισορροπηµένο κύκλο στην κυκλική του παράσταση. Τότε

M(u) =
l⋃

i=1

C(ui) · 〈u1 · · · ûi · · ·ul〉 ∪ 〈u[n]〉.

΄Οπως προηγουµένως, το M(u) είναι διαβαθµισµένο τάξης `T (u) + 1, καθένα από τα
ιδεώδη

C(ui)〈u1 · · · ûi · · ·ul〉 και 〈u[n]〉

είναι οµοτοπικά Cohen-Macaulay και η τοµή οποιωνδήποτε δύο ή περισσοτέρων από
αυτά τα ιδεώδη είναι ίση µε 〈u〉. Σε κάθε περίπτωση, το συµπέρασµα έπεται από το
Λήµµα 2.7 (ii).

Επιστρέφουµε στην απόδειξη του Θεωρήµατος 3. Εφαρµόζουµε επαγωγή στο n. Το
αποτέλεσµα είναι προφανές για n ≤ 2. Υποθέτουµε ότι το ιδεώδες Jn−1 είναι οµο-
τοπικά Cohen-Macaulay. Τότε και το ευθύ γινόµενο Jn−1 × {0̂, 1̂} είναι οµοτοπικά
Cohen-Macaulay, από το Λήµµα 2.7 (i). Θεωρούµε την απεικόνιση

fn : Jn → Jn−1 × {0̂, 1̂}.

Με χρήση του Θεωρήµατος 8 και του Λήµµατος 4.10, αρκεί να δείξουµε ότι για κάθε
q ∈ Jn−1×{0̂, 1̂} το διατακτικό ιδεώδες 〈f−1

n (q)〉 της Abs(Bn) είναι οµοτοπικά Cohen-
Macaulay. Αυτό ισχύει στην περίπτωση όπου q = (u, 0̂) για κάποιο u ∈ Jn−1, αφού
τότε 〈f−1

n (q)〉 = 〈u〉 και κάθε διάστηµα στην Abs(Bn) είναι αποφλοιώσιµο από το
Θεώρηµα 3. Υποθέτουµε ότι q = (u, 1̂). Τότε 〈f−1

n (q)〉 = M(u), το οποίο είναι
οµοτοπικά Cohen-Macaulay από το Λήµµα 4.3. Αυτό ολοκληρώνει την επαγωγή και
την απόδειξη του ϑεωρήµατος.

Λήµµα 4.12. (i) Το διατακτικό ιδεώδες του Abs(Bn) που παράγεται από όλους τους
κύκλους u ∈ Bn για τους οποίους πn(u) = ((1, 2, . . . , n − 1)) είναι οµοτοπικά
Cohen-Macaulay τάξης n− 1.

(ii) Το διατακτικό ιδεώδες του Abs(Bn) που παράγεται από όλους τους κύκλους u ∈
Bn για τους οποίους πn(u) = [1, 2, . . . , n − 1] είναι οµοτοπικά Cohen-Macaulay
τάξης n.

Το µέρος (i) του Λήµµατος 4.12 είναι ισοδύναµο µε το Λήµµα 4.4. Η απόδειξη
του δεύτερου µέρους είναι ανάλογη µε αυτήν του Λήµµατος 4.4, µε τις επόµενες
τροποποιήσεις στους ισχυρισµούς των ληµµάτων και στις αποδείξεις τους.



Η ιδιότητα Cohen-Macaulay 71

Παρατήρηση 4.5. ΄Εστω u1, u2, . . . , um ∈ Bn στοιχεία µε απόλυτο µήκος k τα οποία
είναι γινόµενα ξένων Ϲευγαρωµένων κύκλων και έστω v ∈ Bn ένας κύκλος µε απόλυτο
µήκος r, ο οποίος είναι ξένος µε τον ui για κάθε i ∈ {1, 2, . . . ,m}. Υποθέτουµε ότι η
ένωση

⋃m
i=1[e, ui] είναι ισχυρά κατασκευάσιµη τάξης k. Τότε το

m⋃
i=1

[e, vui] ∼=
m⋃
i=1

([e, v]× [e, ui]) = [e, v]×
m⋃
i=1

[e, ui]

είναι ισχυρά κατασκευάσιµο τάξης k + r, από το Λήµµα 2.6.

Λήµµα 4.13. Για i ∈ {1, 2, . . . , n− 1} ϑεωρούµε τα στοιχεία

ui = [1, i+ 1, . . . , n− 1]((2, 3, . . . , i, n)) ∈ Bn.

Η ένωση
⋃m
i=1[e, ui] είναι ισχυρά κατασκευάσιµη τάξης n−1 για κάθε 1 ≤ m ≤ n−1.

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι όµοια µε αυτή του Λήµµατος 4.5.

Παράδειγµα 4.5. ΄Εστω I(n,m) η ένωση στον ισχυρισµό του Λήµµατος 4.13. Αν n =
6 και m = 3, τότε το I(n,m) είναι το διατακτικό ιδεώδες του Abs(Bn) που παράγεται
από τα στοιχεία u1 = [1, 2, 3, 4, 5]((6)), u2 = [1, 3, 4, 5]((2, 6)) και u3 = [1, 4, 5]((2, 3, 6)).
΄Εχουµε

[e, u3] ∩ ([e, u1] ∪ [e, u2]) = [e, [1, 4, 5]((2, 3))((6))] ∪ [e, [1, 4, 5]((3))((2, 6))].

Αυτή η ένωση είναι ισχυρά κατασκευάσιµη τάξης 4, οπότε το I(n,m) είναι ισχυρά
κατασκευάσιµο τάξης 5.

Λήµµα 4.14. Για i ∈ {1, 2, . . . , n− 2} ϑεωρούµε τα στοιχεία

vi = [1, n, i+ 2, . . . , n− 1]((2, 3, . . . , i+ 1)) ∈ Bn.

Η ένωση
⋃m
i=1[e, vi] είναι ισχυρά κατασκευάσιµη τάξης n− 1 για κάθε 1 ≤ m ≤ n− 2.

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι όµοια µε αυτή του Λήµµατος 4.6.

Λήµµα 4.15. ΄Εστω u1, u2, . . . , un−1 ∈ Bn και v1, v2, . . . , vn−1 ∈ Bn, ορισµένα όπως
στα Λήµµατα 4.13 και 4.14, αντίστοιχα. Αν In =

⋃n−1
i=1 [e, ui] και I ′n =

⋃n−2
i=1 [e, vi],

τότε το In ∩ I ′n είναι ισχυρά κατασκευάσιµο τάξης n− 2.

Απόδειξη. Προχωρούµε µε επαγωγή στο n. Για n = 3 το συµπέρασµα είναι προφανές.
Υποθέτουµε ότι n ≥ 4. ΄Εστω Mi το διατακτικό ιδεώδες του Abs(Bn) που παράγεται
από τα στοιχεία wij για j ∈ {2, 3, . . . , i− 1}, όπου

wij = [1, i+ 1, . . . , n− 1]((2, 3, . . . , j))((j + 1, . . . , i, n)).

Παρατηρούµε ότι In ∩ I ′n =
⋃n−1
i=2 Mi. Καθένα από τα ιδεώδη Mi είναι ισχυρά κα-

τασκευάσιµο τάξης n − 2, από την Παρατήρηση 4.5 και το Λήµµα 4.14. ΄Οπως στην
απόδειξη του Λήµµατος 4.7, µπορεί κανείς να δείξει µε επαγωγή στο k ότι η ένωση⋃k
i=2Mi είναι ισχυρά κατασκευάσιµη για κάθε k ≤ n− 1.
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4.2.3 Η διάταξη Abs(Dn)

Στην Παρατήρηση 4.1 είδαµε ότι το διάστηµα I = [e, [1][2][3][4]] της Abs(Dn) δεν είναι
Cohen-Macaulay πάνω σε κανένα σώµα. Αυτό σηµαίνει ότι ούτε η διάταξη Abs(Dn)
είναι Cohen-Macaulay για n ≥ 4 (δες [43, Πόρισµα 3.1.9]).
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