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οµάδες και αναπαραστάσεις

vN(G)

τοπολογικές οµάδες

Ορισµός

Μια οµάδα G λέγεται τοπολογική οµάδα αν είναι εφοδιασµένη µε µια

τοπολογία τ.ω. οι

(x, y) 7→ xy

και

x 7→ x
−1

να είναι συνεχείς.
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οµάδες και αναπαραστάσεις

vN(G)

τοπολογικές οµάδες

Παραδείγµατα

(Z,+)

(Zn,+)

(R,+), (R∗, ·), (R∗+, ·)
(T, ·), T = {z ∈ C : |z| = 1}
Sn = {φ : Nn → Nn, 1− 1 και επί}, όπου Nn = {1, 2, ..., n}, µε

πράξη την σύνθεση

Dn =< a, b > τ.ω.a
2 = b

n = 1, aba = b
−1

S∞ = {φ : N→ N, 1− 1 και επί : ∃ kφ τ.ω.φ(n) = n, ∀n ≥ kφ}
D∞ =< a, b > τ.ω.a

2 = 1, aba
−1 = b

−1
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vN(G)

τοπολογικές οµάδες

Παραδείγµατα

Οι παρακάτω είναι οµάδες πινάκων µε πράξη τον πολλαπλασιασµό

πινάκων

GL(n,R) = {A : n× n πίνακας, det A 6= 0}
SL(n,R) = {A : A ∈ GL(n,R), det A = 1}
O(n,R) = {A : A ∈ GL(n,R), A

t
A = I}

GL(n,C) = {A : n× n πίνακας, det A 6= 0}
U(n) = {A : A ∈ GL(n,C), A

∗
A = I}

SU(n) = {A : A ∈ U(n), det A = I}
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vN(G)

τοπολογικές οµάδες

Παραδείγµατα

H =


 1 x z

0 1 y

0 0 1

 : x, y, z ∈ R


Hd =


 1 k m

0 1 n

0 0 1

 : k,m, n ∈ Z


SL(2,Z) =

{(
a b

c d

)
: a, b, c, d ∈ Z, ad − bc = 1

}
Fn η ελεύθερη οµάδα µε n γεννήτορες
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vN(G)

τοπολογικές οµάδες

Πρόταση

G τοπικά συµπαγής τοπολογική οµάδα. Τότε η G έχει ένα αριστερά

αναλλοίωτο µέτρο. Το µέτρο αυτό είναι µοναδικό up to a scalar και

λέγεται µέτρο Haar. Συµβολίζεται µε dµ.

Αν η G είναι συµπαγής ϑεωρούµε το µέτρο Haar µε την

κανονικοποίηση που ικανοποιεί µ(G) = 1.
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vN(G)

αναπαραστάσεις

H χώρος Hilbert, U(B(H)) η οµάδα των unitary τελεστών.

Ορισµός

H χώρος Hilbert και G τοπολογική οµάδα. Μια unitary αναπαράσταση π
της G είναι µια απεικόνιση G → U(B(H)) τέτοια ώστε :

1 x → π(x) είναι οµοµορφισµός οµάδων

2 π(x)∗π(x) = π(x)π(x)∗ = I, ∀x ∈ G.

3 Για κάθε v ∈ H η απεικόνιση x 7→ π(x)v είναι συνεχής.
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vN(G)

αναπαραστάσεις

Ορισµός

(π,H) unitary αναπαράσταση της G. ΄Ενας κλειστός διανυσµατικός

υπόχωρος V του H λέγεται αναλλοίωτος αν

π(x)v ∈ V , ∀v ∈ V , ∀x ∈ G

Πρόταση

V αναλλοίωτος, τότε V
⊥

αναλλοίωτος.

Απόδειξη

w ∈ V
⊥

, x ∈ G, τότε ∀v ∈ V ,

〈π(x)w, v〉 = 〈w, π(x)∗v〉 =
〈
w, π(x)−1

v

〉
= 0.
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vN(G)

αναπαραστάσεις

Ορισµός

(π,H) unitary αναπαράσταση της G. Η π λέγεται irreducible αν οι µόνοι

αναλλοίωτοι υπόχωροι είναι ο H και ο {0}.
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vN(G)

αναπαραστάσεις

Ορισµός

G οµάδα (π,H) unitary αναπαράσταση της G. Αν V αναλλοίωτος

υπόχωρος του H, τότε ο περιορισµός πV (x) του π(x) στον V , ορίζει

ένα στοιχείο του U(B(V)). Η g → πV (x) είναι µια αναπαράσταση

G → U(B(V)) και λέγεται υποαναπαράσταση της π.

Ορισµός

(π1,H1), (π2,H2) αναπαραστάσεις της G. Η απεικόνιση

x → (π1 ⊕ π2)(x) : G → B(H1 ⊕ H2) που ορίζεται

(π1 ⊕ π2)(x)(v1 + v2) = π1(x)v1 + π2(x)v2 λέγεται ευθύ άθροισµα

των π1, π2.
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vN(G)

αναπαραστάσεις

Ορισµός

(π1,H1), (π2,H2) αναπαραστάσεις της G. Λέγονται ισοδύναµες αν

υπάρχει U : H1 → H2 ισοµετρία επί, τέτοια ώστε

Uπ1(x) = π2(x)U

∀x ∈ G.

Η ισοδυναµία αναπαραστάσεων είναι σχέση ισοδυναµίας.

Ορισµός

Ĝ το σύνολο των κλάσεων ισοδυναµίας των unitary irreducible

αναπαραστάσεων της G.
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vN(G)

αναπαραστάσεις

Παραδείγµατα

Η τετριµµένη, H = C, G → T, π(x) = 1, ∀x ∈ G.

L
2(G) ο χώρος Hilbert µε εσωτερικό γινόµενο

〈f , g〉 =
∫

G

f(x)g(x)dµ(x).

Η αναπαράσταση λ που ορίζεται

λ(y)f(x) = f(y−1
x)

λέγεται αριστερή κανονική αναπαράσταση της G.
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vN(G)

αναπαραστάσεις

Παραδείγµατα

R, στο C: ορίζουµε

Για λ ∈ R
πλ(x) = e

iλx

R̂ = {πλ : λ ∈ R}.

T, στο C:

Αν x ∈ T, x = 2πit για t ∈ [0, 1).

Θεωρούµε n ∈ Z.

Θέτουµε για x ∈ T, x = 2πit

πn(x) = e
2πint

T̂ = {πn : n ∈ Z}.

Μιχάλης Ανούσης Παραδείγµατα Αλγεβρών Τελεστών



οµάδες και αναπαραστάσεις

vN(G)

αναπαραστάσεις

Παράδειγµα

Zn

Zn, ορίζουµε για k = 0, 1, 2, ...n− 1

πk : Zn → C

πk(m) = e
2πi

km

n

Ẑn = {πk : k = 0, 1, 2, ...n− 1}

λ =
n−1∑
k=0

⊕πk
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vN(G)

αναπαραστάσεις

Παραδείγµατα

G πεπερασµένη, S πεπερασµένο σύνολο στο οποίο δρα η G. C(S)
δ.χ. πάνω στο C µε ϐάση (es)s∈S . Ορίζουµε〈∑

λses,
∑

µses

〉
=
∑

λsµs.

π(x)es = exs.
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vN(G)

αναπαραστάσεις

Παραδείγµατα

D4 =< a, b > τ.ω.a
2 = b

4 = 1, aba = b
−1

π0(a) = π0(b) = 1

π1(a) = −1, π1(b) = 1

π2(a) = 1, π2(b) = −1

π3(a) = −1, π3(b) = −1

π4(a) =

(
0 1

1 0

)
, π4(b) =

(
0 −1

1 0

)
D̂4 = {π0, π1, π2, π3, π4}
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vN(G)

αναπαραστάσεις

Παραδείγµατα

Vn: οµογενή πολυώνυµα ϐαθµού n δύο µιγαδικών µεταβλητών. Αν

φk(z1, z2) = z
k

1
z

n−k

2
, τα φk για k = 0, 1, ..., n αποτελούν ϐάση του

Vn.

Ορίζουµε 〈∑
akφk ,

∑
bkφk

〉
=
∑

k!(n− k)!akbk .

SU(2), στο Vn: Αν x =

(
a b

c d

)
(πn(x)f)(z1, z2) = f(az1 + cz2, bz1 + dz2).

ŜU(2) = {πn : n = 0, 1, 2, ...}
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οµάδες και αναπαραστάσεις

vN(G)

΄Αλγεβρα οµάδας

L
1(G) = {f : G → C} µε την κατά σηµείο πρόσθεση, γινόµενο την

συνέλιξη

f ∗ g(x) =

∫
y∈G

f(xy
−1)g(y)dµ(y)

και ενέλιξη f
∗(x) = f(x−1).

Η L
1(G) µε την πράξη και την ενέλιξη λέγεται άλγεβρα της οµάδας G.
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vN(G)

΄Αλγεβρα οµάδας

Πρόταση

(π,H) unitary αναπαράσταση της G. Τότε η

f 7→ π(f) =
∫

G
f(x)π(x)dµ(x) ικανοποιεί

1 π : L
1(G)→ B(H) είναι γραµµική.

2 π(f ∗ g) = π(f)π(g)

3 π(f∗) = π(f)∗

4 π(L1(G))H = H

Αντίστροφα : Αν φ : L
1(G)→ B(H) ικανοποιεί τις συνθήκες της

πρότασης, τότε υπάρχει µια unitary αναπαράσταση π της G τ.ω.

φ(f) = π(f).
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οµάδες και αναπαραστάσεις

vN(G)

Προβλήµατα Θεωρίας Αναπαραστάσεων

1 Να υπολογιστεί το Ĝ.

2 Να µελετηθεί η λ.

3 Για f ∈ L
1(G) να ϐρεθεί η f απο τα π(f), π ∈ Ĝ.
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vN(G)

συµπαγείς οµάδες

Πρόταση

G συµπαγής οµάδα. Τότε

λ =
∑
π∈Ĝ

⊕πdπ
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vN(G)

Schur

Πρόταση

G οµάδα, (π,H) αναπαράσταση της G. Τότε τα ε.ε.ι.:

1 A ∈ B(H), Aπ(x) = π(x)A για κάθε x ∈ G, τότε A = λI.

2 π irreducible.

Απόδειξη (dim H <∞). Αν π irreducible και Aπ(x) = π(x)A για κάθε

x ∈ G, τότε αν λ είναι ιδιοτιµή του A, ο χώρος των ιδιοδιανυσµάτων για

την λ είναι αναλλοίωτος, άρα ίσος µε H. ΄Αρα A = λI.

Αν π οχι irreducible η προβολή σε έναν αναλλοίωτο υπόχωρο ικανοποιεί

Aπ(x) = π(x)A. �
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οµάδες και αναπαραστάσεις

vN(G)

Schur

Πόρισµα

G αβελιανή, (π,H) irreducible, τότε dim H = 1.

Απόδειξη Αν x ∈ G, τότε π(x) µετατίθεται µε τα π(y), y ∈ G άρα π(x)
είναι πολλαπλάσιο του ταυτοτικού. Αν dim H > 1, τότε κάθε υπόχωρος

είναι αναλλοίωτος, και η π δεν είναι irreducible. �
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vN(G)

Schur

S ⊆ B(H), S
′ = {X ∈ B(H) : AX = XA, ∀A ∈ S}

Παρατήρηση

{π(x) : x ∈ G}′ είναι αυτοσυζυγής άλγεβρα και

{π(x) : x ∈ G}′ = CI ⇔ π irreducible.
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vN(G)

Schur

A C
∗

-αλγεβρα, (π,H) αναπαράσταση της A. Η (π,H) λέγεται

irreducible αν το σύνολο {π(A) : A ∈ A} δεν έχει κοινό αναλλοίωτο

υπόχωρο.

Πρόταση

A C
∗
-αλγεβρα, (π,H) αναπαράσταση της A. Τότε τα ε.ε.ι.:

1 X ∈ B(H), Aπ(X) = π(X)A για κάθε A ∈ A, τότε X = λI.

2 π irreducible.

Το (1) λέει ότι π(A)′ = CI.
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οµάδες και αναπαραστάσεις

vN(G)

von Neumann άλγεβρες

Ορισµός

Μια ∗-υπάλγεβρα µε µονάδα του B(H) , που είναι wot κλειστή λέγεται

άλγεβρα von Neumann.

Θεώρηµα (von Neumann)

A ∗-υπάλγεβρα µε µονάδα του B(H). Τα ε.ε.ι.

1 A = A′′

2 A wot κλειστή
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vN(G)

von Neumann άλγεβρες

G τοπολογική οµάδα, (π,H) unitary αναπαράσταση της G.

Τότε τα

{π(x) : x ∈ G}′

{π(x) : x ∈ G}′′

είναι von Neumann άλγεβρες.
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οµάδες και αναπαραστάσεις

vN(G)

το κέντρο

A άλγεβρα von Neumann, p προβολή στο κέντρο (δηλαδή pa = ap

γιά κάθε a ∈ A).

΄Εχουµε για a ∈ A

a = (p + p
⊥)a(p + p

⊥) =

pap + pap
⊥ + p

⊥
ap + p

⊥
ap
⊥ = pap + p

⊥
ap
⊥.

΄Αρα

A = pAp ⊕ p
⊥Ap

⊥,

A =

{(
x 0

0 y

)
: x ∈ pAp, y ∈ p

⊥Ap
⊥
}
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vN(G)

το κέντρο

Ορισµός

Μια άλγεβρα von Neumann λέγεται factor αν το κέντρο της είναι το

{λI : λ ∈ C}
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vN(G)

vN(G)

G τοπολογική οµάδα, λ η αριστερή κανονική αναπαράσταση της G.

Ορισµός

Η von Neumann άλγεβρα της G είναι η wot κλειστή ϑήκη του συνόλου

των γραµµικών συνδυασµών των λ(x), x ∈ G.

Παραδείγµατα

Η vN(R) είναι η L
∞(R).

Η vN(T) είναι η `∞(Z).

Η vN(Z) είναι η L
∞(T).
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vN(G)

vN(G)

G διακριτή, λ η αριστερή κανονική αναπαράσταση.

Η {ex : x ∈ G} είναι ϐάση του `2(G).

΄Εχουµε

〈λ(x)ey , ez〉 = 〈exy , ez〉 = δxy,z1

Το

〈λ(x)ey , ez〉

εξαρτάται µόνον απο το zy
−1

.
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vN(G)

Παράδειγµα

G = Z5

λ(1) =


0 0 0 0 1

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

 , λ(2) =


0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

 .
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vN(G)

vN(G)

Παράδειγµα

G = Z

λ(1) =



... ... ... ... ... ... ...

... 0 0 0 0 0 ...

... 1 0 0 0 0 ...

... 0 1 0 0 0 ...

... 0 0 1 0 0 ...

... 0 0 0 1 0 ...

... ... ... ... ... ... ...


,
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vN(G)

vN(G)

Παράδειγµα

a =



... ... ... ... ... ... ...

... a0 a1 a2 a3 a4 ...

... a−1 a0 a1 a2 a3 ...

... a−2 a−1 a0 a1 a2 ...

... a−3 a−2 a−1 a0 a1 ...

... a−4 a−3 a−2 a−1 a0 ...

... ... ... ... ... ... ...


.
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vN(G)

το κέντρο

G διακριτή.

{ey : y ∈ G} η ϐάση του `2(G).

Για x ∈ G

λ(x)ey = exy

ρ(x)ey = eyx−1 .

c ∈ vN(G)
Τότε

cee =
∑

y∈G
cyey άρα (cy) ∈ `2

.
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vN(G)

το κέντρο

Αν c µετατίθεται µε κάθε b ∈ vN(G), τότε :

cee = λ(x)cλ(x)−1
ee = λ(x)cρ(x)ee = λ(x)ρ(x)cee

= λ(x)ρ(x)

(∑
y∈G

cyey

)
=

(∑
y∈G

cyexyx−1

)
=

(∑
y∈G

cx−1yxey

)
΄Εχουµε cee =

∑
y∈G

cyey και άρα

cx−1yx = cy

για κάθε x ∈ G.

Επειδή (cx) ∈ `2
, αν η κλάση του y είναι άπειρη, cy = 0.
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vN(G)

το κέντρο

Αν η κλάση του y για κάθε y ∈ G, y 6= e είναι άπειρη, τότε cy = 0 για

κάθε y ∈ G, y 6= e και επειδή c είναι στο κέντρο της vn(G) έχουµε

cey = cλ(y)ee = λ(y)cee = λ(y)ceee = ceλ(y)ce = ceey

και άρα c = ce I.
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vN(G)

Θεώρηµα

Μιά διακριτή οµάδα G, λέγεται icc ( infinite conjugacy class) αν η κλάση

συζυγίας κάθε στοιχείου y ∈ G, y 6= e είναι άπειρη.

Θεώρηµα

Αν G είναι icc τότε η vN(G) είναι factor.

Παραδείγµατα

free group

S∞ = {φ : N→ N, 1− 1 και επί : ∃ kφ τ.ω.φ(n) = n, ∀n ≥ kφ}{(
a b

0 1

)
: a ∈ Q∗, b ∈ Q

}
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vN(G)

Ερώτηση

Είναι οι

vN(F2) και vN(F3) ισόµορφες;
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