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Υπενθύμιση

X ,Y χώροι Hilbert πεπερασμένης διάστασης (: μιγαδικοί
Ευκλείδειοι χώροι): X ' (Cn,‖·‖2).

Υπενθύμιση: Schatten norms στον L(X ):
A ∈ L(X ,Y ) : A = U|A| όπου |A|= (A∗A)1/2 ∈ L(X ) θετικός
(|A| ∈ Pos(X )) και U : X → Y (μερική) ισομετρία.

Από Φασματικό Θεώρημα: |A|=
r

∑
k=1

skuku
∗
k όπου uk ∈X ,

‖uk‖= 1 και sk > 0. Τότε

‖A‖op = ‖A : X → Y ‖= ‖|A|‖= sup
k

sk , ενώ

‖A‖1 = ‖|A|‖1 = tr(|A|) = ∑
k

sk .



Η επαγόμενη νόρμα ίχνους (induced trace norm)

X = (CΣ,‖·‖2), Y = (CΓ,‖·‖2).

«Υπερτελεστές»:

T (X ,Y ) := {Φ : L(X )→ L(Y ) γραμμική}= L((L(X ),L(Y ))

Ορισμός

Αν Φ ∈ T (X ,Y ), (α) η επαγόμενη νόρμα ίχνους:

‖Φ‖11 := ‖Φ : (L(X ),‖·‖1)→ (L(Y ),‖·‖1)‖
= sup{‖Φ(A)‖1 : A ∈ L(X ),‖A‖1 ≤ 1} .

(β) Η πλήρως φραγμένη νόρμα ίχνους ή νόρμα διαμάντι:

‖Φ‖� := sup
Z

∥∥Φ⊗1L(Z )

∥∥
11
.



Μειονέκτημα της ‖·‖11

Παράδειγμα

Φ : L(X )→ L(X ) : A→ At
(ανάστροφος) τότε ‖Φ‖11 = 1, αλλά∥∥Φ⊗1L(X ) : L(X ⊗X )→ L(X ⊗X )

∥∥
11

= n.

(n = dimX )

τ =
1

n ∑Eab⊗Eab =
1

2

[
E11 E12

E21 E22

]
=

1

2


1 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 1


έχει ‖τ‖1 = 1, αλλά

σ := (Φ⊗1L(X ))(τ) =
1

2

[
E11 E21

E12 E22

]
=

1

2


1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1


έχει ‖σ‖1 = n. Άρα

∥∥Φ⊗1L(X )

∥∥
11
≥ n .



Διόρθωση: Η νόρμα διαμάντι

Ορισμός

Αν Φ ∈ T (X ,Y ), (α) η επαγόμενη νόρμα ίχνους:

‖Φ‖11 := ‖Φ : (L(X ),‖·‖1)→ (L(Y ),‖·‖1)‖
= sup{‖Φ(A)‖1 : A ∈ L(X ),‖A‖1 ≤ 1} .

(β) Η πλήρως φραγμένη νόρμα ίχνους ή νόρμα διαμάντι:

‖Φ‖� := sup
Z

∥∥Φ⊗1L(Z )

∥∥
11
.

Προσωρινά ορίζουμε

‖Φ‖• :=
∥∥Φ⊗1L(X )

∥∥
11
.

Θα δείξουμε ότι ‖Φ‖• = ‖Φ‖� .



Η απεικόνιση Φ⊗1L(Z ) και η νόρμα διαμάντι

Φ : L(X )→ L(Y )

Φ⊗1L(Z ) : L(X ⊗Z )→ L(Y ⊗Z )

A⊗B → Φ(A)⊗B

(Φ⊗1L(Z ))(
m

∑
i ,j=1

Aij ⊗Eij) =
m

∑
i ,j=1

Φ(Aij)⊗Eij (m = dim(Z ))

(Φ⊗1L(Z ))([Aij ]) =
m

∑
i ,j=1

[Φ(Aij)]

(εδώ [Aij ] ∈Mm(L(X )), [Φ(Aij)] ∈Mm(L(Y )))

‖Φ‖� = sup
Z

∥∥Φ⊗1L(Z )

∥∥
11

= sup
Z
{
∥∥(Φ⊗1L(Z ))(A)

∥∥
1

: ‖A‖1 ≤ 1}

= sup
m
{‖[Φ(Aij)‖C1(Mm(Y )) : ‖[Aij ]‖C1(Mm(X )) ≤ 1}

όπου C1(V )) := (L(V ),‖·‖1)



Η νόρμα διαμάντι

Πρόταση

1 Για κάθε Φ ∈ T (X ,Y ), έχουμε

‖Φ‖• = max{
∥∥(Φ⊗1L(X ))(uv∗)

∥∥
1

: u,v ∈S (X ⊗X )}.

2 Αν Φ ∈ C (X ,Y ) (κβαντικό κανάλι) τότε ‖Φ‖• = 1 .

3 Αν Φ ∈ T (X ,Y ) και U0,V0 ∈ L(X ), U1,V1 ∈ L(Y )
unitaries, αν θέσω Ψ(A) := U1Φ(U0AV0)V1 για A ∈ L(X )
τότε ‖Ψ‖• = ‖Φ‖•.



Η νόρμα διαμάντι

Λήμμα

΄Εστω Φ ∈ T (X ,Y ). Για κάθε Z και κάθε x ,y ∈X ⊗Z
νόρμας 1, υπάρχουν u,v ∈X ⊗X νόρμας 1 ώστε:∥∥(Φ⊗1L(Z ))(xy∗)

∥∥
1

=
∥∥(Φ⊗1L(X ))(uv∗)

∥∥
1∥∥(Φ⊗1L(Z ))(xx∗)

∥∥
1

=
∥∥(Φ⊗1L(X ))(uu∗)

∥∥
1
.

Θεώρημα

΄Εστω Φ ∈ T (X ,Y ). Για κάθε Z έχουμε∥∥Φ⊗1L(Z )

∥∥
11
≤ ‖Φ‖•

και, αν dim(Z )≥ dim(X ), τότε ισχύει ισότητα.

Συνεπώς

‖Φ‖� := sup
Z

∥∥Φ⊗1L(Z )

∥∥
11

=
∥∥Φ⊗1L(X )

∥∥
11

:= ‖Φ‖• .



Η νόρμα διαμάντι

Πόρισμα

΄Εστω Φ ∈ T (X ,Y ). Για κάθε Z έχουμε∥∥Φ⊗1L(Z )

∥∥
� = ‖Φ‖� .

Πρόταση

1 Αν Φ ∈ T (X ,Y ) και Ψ ∈ T (Y ,Z ), τότε
‖ΨΦ‖� ≤ ‖Ψ‖� ‖Φ‖�.

2 Αν Φ0,Ψ0 ∈ C (X ,Y ) και Φ1,Ψ1 ∈ C (Y ,Z ) (κανάλια),
τότε ‖Ψ1Ψ0−Φ1Φ0‖� ≤ ‖Ψ0−Φ0‖�+‖Ψ1−Φ1‖�.

3 Αν Φ ∈ T (X ,Y ) και U0,V0 ∈ L(X ), U1,V1 ∈ L(Y )
unitaries, αν θέσω Ψ(A) := U1Φ(U0AV0)V1 για A ∈ L(X )
τότε ‖Ψ‖� = ‖Φ‖�.

(Το (3) δείχθηκε νωρίτερα για την ‖·‖•).)



Η νόρμα διαμάντι

Θεώρημα

Αν Φ0 ∈ T (X0,Y0) και Φ1 ∈ T (X1,Y1), τότε

‖Φ0⊗Φ1‖� = ‖Φ0‖� ‖Φ1‖� .

Ειδικότερα αν τα Φ0 και Φ1 είναι κβαντικά κανάλια, τότε και το

Φ0⊗Φ1 : L(X0⊗X1)→ L(Y0⊗Y1) είναι κβαντικό κανάλι.

προυφ; νεξτ τάιμ


