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Υπενθύμιση

X ,Y χώροι Hilbert πεπερασμένης διάστασης (: μιγαδικοί
Ευκλείδειοι χώροι): X ' (Cn,‖·‖2).

Υπενθύμιση: Schatten norms στον L(X ):
A ∈ L(X ,Y ) : A = U|A| όπου |A|= (A∗A)1/2 ∈ L(X ) θετικός
(|A| ∈ Pos(X )) και U : X → Y (μερική) ισομετρία.

Από Φασματικό Θεώρημα: |A|=
r

∑
k=1

skuku
∗
k όπου uk ∈X ,

‖uk‖= 1 και sk > 0. Τότε

‖A‖op = ‖A : X → Y ‖= ‖|A|‖= sup
k

sk , ενώ

‖A‖1 = ‖|A|‖1 = tr(|A|) = ∑
k

sk .



Υπενθύμιση

Εσωτερικό γινόμενο στον L(X ,Y ):

〈A,B〉 := tr(A∗B), A,B ∈ L(X ,Y ).

(L(X ),‖·‖op): τελεστές, (L(X ),‖·‖1): γραμμικές μορφές,
μέσω: T ∈ (L(X ),‖·‖1) φT όπου

φT : (L(X ),‖·‖op)→ C : A→ 〈T ,A〉 := tr(T ∗A).

Ισχύει ότι ‖φT‖= sup{|〈T ,A〉 | : A ∈ L(X ),‖A‖op ≤ 1}= ‖T‖1
και ‖A‖= sup{|〈T ,A〉 | : T ∈ L(X ),‖T‖1 ≤ 1} .

Παρατήρηση: States φρ ' density operators ρ ∈ D(X ): positive
and tr(ρ) = 1 (ισοδύναμα, φρ θετική γραμμική μορφή νόρμας 1).



Η επαγόμενη νόρμα ίχνους (induced trace norm)

«Υπερτελεστές»:

T (X ,Y ) := {Φ : L(X )→ L(Y ) γραμμική}= L((L(X ),L(Y ))

Αν Φ : L(X )→ L(Y ) ορίζω Φ∗ : L(Y )→ L(X ) από

〈Φ∗(B),A〉L(X ) = 〈B,Φ(A)〉L(Y ) δηλ. tr((Φ∗(B))∗A) = tr(B(Φ(A))∗),

A ∈ L(X ),B ∈ L(Y ).

Ορισμός

Αν Φ ∈ T (X ,Y ), (α) η επαγόμενη νόρμα ίχνους:

‖Φ‖11 := ‖Φ : (L(X ),‖·‖1)→ (L(Y ),‖·‖1)‖
= sup{‖Φ(A)‖1 : A ∈ L(X ),‖A‖1 ≤ 1} .

(β) Η πλήρως φραγμένη νόρμα ίχνους ή νόρμα διαμάντι:

‖Φ‖� := sup
Z

∥∥Φ⊗ IL(Z )

∥∥
11
.

sup = max λόγω πεπερ. διάστασης. Μπορώ και ‖A‖1 = 1.



Η επαγόμενη νόρμα ίχνους (induced trace norm)

Πρόταση

Αν Φ ∈ T (X ,Y ),

‖Φ‖11 = max{‖Φ(uv∗)‖1 : u,v ∈ S(X )} .



Η επαγόμενη νόρμα ίχνους (induced trace norm)

Υπενθ. Μια Φ ∈ T (X ,Y ) λέγεται θετική όταν
Φ(Pos(X ))⊆ Pos(Y ). Τότε Φ(Herm(X ))⊆ Herm(Y ).

Θεώρημα

Αν Φ ∈ T (X ,Y ) θετική,

‖Φ‖11 = max{‖Φ(uu∗)‖1 : u ∈ S(X )}
= max{tr(Φ(uu∗)) : u ∈ S(X )} .

Παρατήρηση: Τότε, Φ∗ : L(Y )→ L(Y ) θετική, άρα
‖Φ∗‖= ‖Φ∗(IY )‖ (Russo-Dye).

Πόρισμα

Αν Φ ∈ T (X ,Y ) θετική και διατηρεί ίχνος, τότε ‖Φ‖11 = 1.



Η επαγόμενη νόρμα ίχνους (induced trace norm)

Πρόταση

1 Αν Φ ∈ T (X ,Y ) και Ψ ∈ T (Y ,Z ), τότε
‖ΨΦ‖11 ≤ ‖Ψ‖11 ‖Φ‖11.

2 Αν Φ0Ψ0 ∈ C (X ,Y ) και Φ1Ψ1 ∈ C (Y ,Z ), τότε
‖Ψ1Ψ0−Φ1Φ0‖11 ≤ ‖Ψ0−Φ0‖11 +‖Ψ1−Φ1‖11.

3 Αν Φ ∈ T (X ,Y ) και U0,V0 ∈ L(X ), U1,V1 ∈ L(Y )
unitaries, αν θέσω Ψ(A) := U1Φ(U0AV0)V1 για A ∈ L(X )
τότε ‖Ψ‖11 = ‖Φ‖11.

Εδώ, C (X ,Y ) = Quantum channels, αλλιώς CPTP maps in
T (X ,Y ) (Completely Positive and Trace Preserving).


