
Ένας υπόχωρος πολλά διαπλεκόμενος...
A very entangled subspace...

Πρόταση 1. Αν k ă mintn,mu, υπάρχει γραμμικός υπόχωρος L Ď Mmn(C) διάστασης dimL = (m ´ k)(n ´ k) με
την ιδιότητα, κάθε A P Lzt0u να έχει τάξη rank(A) ě k + 1.

Απόδειξη Ο L είναι το ευθύ άθροισμα των διαγωνίων του:

L =
m+n´1

ÿ

j=1

Dj .

Η κατασκευή του L είναι η ακόλουθη:

Κάθε διαγώνιος που έχει μήκος ď k τίθεται ίση με 0. Σε κάθε διαγώνιο μήκους p ą k, τoποθετούμε μια ισομορφική
εικόνα του γραμμικού χώρου

Pp,k := t(q(1), q(2), . . . , q(p)) P Cp : q πολυώνυμο βαθμού deg q ď p ´ k ´ 1u.

Η διάσταση του Pp,k είναι ακριβώς p ´ k, γιατί ο χώρος των πολυωνύμων βαθμού το πολύ p ´ k ´ 1 παράγεται από
τα p´ k πολυώνυμα qj(z) = zj , 0 ď j ď p´ k ´ 1, και η εικόνες των πολυωνύμων αυτών στον Pp,k είναι γραμμικά

ανεξάρτητες, αφού ένας γραμμικός συνδυασμός
p´k´1

ř

j=0

cjz
j που μηδενίζεται για z = 1, 2, . . . , p είναι αναγκαστικά το

μηδενικό πολυώνυμο (έχει πλήθος ριζών μεγαλύτερο από τον βαθμό του). Επομένως κάθε συμπληρωματικός υπόχω-
ρος του Pp,k μέσα στον Cp έχει διάσταση k.

Ο L έχει m + n ´ 1 ´ 2k μη μηδενικές διαγωνίους και 2k διαγωνίους ίσες με 0. Συνεπώς κάθε συμπληρωματικός

υπόχωρος του L μέσα στονMmn(C) έχει διάσταση (m+ n ´ 1 ´ 2k)k+ 2
k
ř

p=1
p = (m+ n ´ 1 ´ 2k)k+ k(k+ 1).

Τελικά λοιπόν η διάσταση του L είναι

dimL = mn ´ (m+ n ´ 1 ´ 2k)k ´ k(k + 1) = (m ´ k)(n ´ k) .

Μένει να αποδείξουμε ότι κάθε A P Lzt0u έχει τάξη rank(A) ě k + 1:

Κάποια διαγώνιος του A δεν μηδενίζεται. Θεωρούμε μια μη μηδενική διαγώνιο D με ελάχιστο μήκος, έστω p και
ονομάζουμεX τον pˆ p τετραγωνικό υποπίνακα του A που έχει κύρια διαγώνιο τηνD. Παρατηρούμε ότι rank(A) ě

rank(X). Επειδή το μήκος της D είναι ελάχιστο, ο X είναι αναγκαστικά (άνω ή κάτω) τριγωνικός. Συνεπώς η τάξη
του είναι η ίδια με την τάξη της διαγωνίου του, είναι δηλαδή το πλήθος των μη μηδενικών στοιχείων της D. Από την
κατασκευή της όμως,D = diag(q(1), q(2), . . . , q(p)) όπου q μη μηδενικό πολυώνυμο βαθμού deg q ď p´k´1. Κατά
συνέπεια ηD έχει το πολύ p ´ k ´ 1 μηδενικά στοιχεία, και επομένως τουλάχιστον k + 1 μη μηδενικά στοιχεία.

Σχόλια . Ας θυμηθούμε [3, Theorem 2.3.5] ότι η διάσταση ενός υποχώρου M Ď Mmn(C) με την ιδιότητα, κάθε μη
μηδενικό στοιχείο του να έχει τάξη τουλάχιστον k+1, δεν μπορεί να υπερβαίνει το (m´ k)(n´ k). Αυτό προκύπτει
με μεθόδους Αλγεβρικής Γεωμετρίας από το γεγονός ότι [2, Theorem 1.2] το ορθογώνιο συμπλήρωμα MK έχει την
ιδιότητα να είναι k-μεταβατικό, δηλαδή για κάθε γραμμικά ανεξάρτητο σύνολο x1, x2, . . . xk P Cm και κάθε σύνολο
y1, y2, . . . yk P Cn να υπάρχει ένας T P MK ώστε Txj = yj για κάθε j = 1, . . . , k (δες το [1]).
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