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Βασικές έννοιες και παραδείγµατα

Ορισµός

G οµάδα, H υποοµάδα και π αναπαράσταση της H σε έναν χώρο V .

W = {f : G → V : f(gh) = π(h)−1
f(g),∀h ∈ H}

(ind
G

H
π(x)f)(g) = f(x−1

g)
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G οµάδα, H υποοµάδα και π αναπαράσταση της H σε έναν χώρο V .

CG ⊗ V = {f : G → V}

ind
G

H
π = {f : G → V : f(gh) = π(h)−1

f(g), ∀h ∈ H}

f(g) =
∑

eg ⊗ vg

f(gh) =
∑

egh−1 ⊗ vg =
∑

eg ⊗ vgh

π(h)−1
f(g) =

∑
eg ⊗ π(h)−1

vg
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f ∈ ind
G

H
π ⇔ vgh = π(h)−1

vg

R σύστηµα αντιπροσώπων του G/H στην G.

f =
∑

eg ⊗ vg =
∑
r∈R

∑
erh ⊗ vrh

=
∑
r∈R

∑
H

erh ⊗ π(h)−1
vr =

∑
r∈R

(
∑

H

erh ⊗ π(h)−1
vr)
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Πρόταση

Αν

Vr = {f ∈ ind
G

H
π : supp f ⊆ rH},

τότε

ind
G

H
π =

∑
r∈R

⊕Vr

και

dim ind
G

H
π = [G : H] dim V .
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Πρόταση

G οµάδα, H υποοµάδα, R σύστηµα αντιπροσώπων του G/H στην G. π
αναπαράσταση της H σε έναν χώρο V , σ = indG

H
π. Αν χπ ο

χαρακτήρας της π, τότε ο χαρακτήρας της σ είναι

χσ(g) =
∑
r∈R

χπ(rgr
−1) =

1

|H|
∑
x∈G

χπ(xgx
−1)

όπου χπ = 0 στο G − H.
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Απόδειξη
Vr = {f ∈ ind

G

H
π : supp f ⊆ rH}, g ∈ G.

σ(g)Vr ⊆ Vr αν και µόνον αν r
−1

gr = k ∈ H.

Και τότε

σ(g)(
∑

H

erh ⊗ π(h)−1
v) =

∑
H

egrh ⊗ π(h)−1
v

=
∑

H

erkh ⊗ π(h)−1
v

=
∑

H

erh ⊗ π(h)−1π(k)v
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Αν

φ : V → Vr

φ(v) = (
∑

H

erh ⊗ π(h)−1
v)

τότε

σ(g)φ = φπ(k)

και άρα

trσ(g)|Vr
= trπ(k) = χπ(k) = χπ(r

−1
gr).

�
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Παραδείγµατα

G οµάδα, H = {e} υποοµάδα της G και (π,C) η τετριµµένη

αναπαράσταση της H. Τότε

ind
G

H
π = λ
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Ορισµός

G οµάδα, N, H υποοµάδες της G µε N κανονική. G λέγεται ηµιευθύ

γινόµενο των N και H αν

N ∩ H = {e}

και

NH = G.

Συµβολίζεται N n H
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Οµάδα Ισοµετριών του Rn

G = {(A, x) : A ∈ O(n,R), x ∈ Rn}

(A, x)(B, y) = (AB,Ay + x).

N = {(I, x) : x ∈ Rn}

H = {(A, 0) : A ∈ O(n,R)}

Dn =< a, b > τ.ω.a
2 = b

n = 1, aba
−1 = b

−1

N =< b >= {bk : k = 0, 1, ..., n− 1}

H =< a >= {e, a}
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Παραδείγµατα

Η οµάδα του Heisenberg

G =


Ö

1 x z

0 1 y

0 0 1

è
: x, y, z ∈ R


N =


Ö

1 0 z

0 1 y

0 0 1

è
: y, z ∈ R


H =


Ö

1 x 0

0 1 0

0 0 1

è
: x ∈ R
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Παρατήρηση

G = N n H, π αναπαράσταση της N σε έναν χώρο V , σ = indG

N
π.

W = {f : H → V}

Αν f ∈ W ορίζουµε f̃ ∈ indG

N
π:

f̃(nh) = f̃(hh
−1

nh) = π(h−1
n
−1

h)f(h).

Αν f ∈ indG

N
π, ορίζουµε f

[ ∈ W :

f
[(h) = f(h).
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Παρατήρηση

΄Εχουµε για k ∈ H:

(σ(nh)̃f)[(k) = (σ(nh)̃f)(k) = f̃((nh)−1
k)

= f̃(h−1
n
−1

k) = f̃(h−1
kk
−1

n
−1

k)

= π(k−1
nk)f(h−1

k).

Η indG

N
π στον W :

(ind
G

N
π(nh)f)(k) = π(k−1

nk)f(h−1
k).
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Πρόταση

G οµάδα, H υποοµάδα και (π1,V1), (π1,V1) αναπαραστάσεις της H.

Τότε

ind
G

H
(π1 ⊕ π2) = ind

G

H
π1 ⊕ ind

G

H
π2

Πρόταση

G οµάδα, H, K υποοµάδες της G, H ⊆ K και (π,V) αναπαράσταση της

H. Τότε

ind
G

K
ind

K

H
π = ind

G

H
π
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Ορισµός

G οµάδα, (π,V), (σ,W) αναπαραστάσεις της G.

homG(π, σ) = {A : V → W : σ(x)A = Aπ(x),∀x ∈ G}.

(π, σ) = dim homG(π, σ).
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Λήµµα

G οµάδα, π1 ∈ Ĝ, π2 ∈ Ĝ. Τότε αν π1 � π2

homG(π
n1

1 , π
n2

2 ) = {0}.

Αν π1 ∼ π2,

homG(π
n1

1 , π
n2

2 ) =

{A = (Aij) : Aij d1 × d1 πίνακας i = 1, ...n1, j = 1, ..., n2,Aij = cij I}

και

(πn1

1 , π
n2

2 ) = n1n2.
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Απόδειξη

A =

á
A11 A12 ... A1n1

A21 A22 ... A2n1

... ... ... ......
An21 Ad12 ... An2n1

ë
µε Aij , d2 × d1 πίνακες για i = 1, ...n1, j = 1, ..., n2.

A ∈ homG(π
n1

1 , π
n2

2 )⇔ Aπn1

1 (x) = πn2

2 (x)A ∀x ⇔

Aijπ1(x) = π2(x)Aij ∀x, ∀i, j.

΄Αρα αν π1 � π2, Aij = 0,∀i, j.
Αν π1 ∼ π2, Aij = cij I µε cij ∈ C,∀i, j.

�

Μιχάλης Ανούσης Αναπαραστάσεις οµάδων: induction



Βασικές έννοιες και παραδείγµατα
τοπολογικέςοµάδες

Mackey’s construction

Ορίζουµε το ακόλουθο εσωτερικό γινόµενο στον L
2(G):

(f |g) = 1

|G|
∑
x∈G

f(x)g(x)

Πρόταση

π = πn1

1 ⊕ π
n2

2 ⊕ ...⊕ π
nk

k

σ = πm1

1 ⊕ π
m2

2 ⊕ ...⊕ π
mk

k

(π, σ) =
∑

nimi = (χπ|χσ)
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Θεώρηµα (Frobenius Recipocity)

G οµάδα, H υποοµάδα της G, (σ,W) αναπαράσταση της G, (π,V)
αναπαράσταση της H. Τότε :

(ind
G

H
π, σ) = (π, res

G

H
σ)
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Ορισµός

G οµάδα, H υποοµάδα και π αναπαράσταση της H σε έναν χώρο V .

CG ⊗ V = {f : G → V}

J = [egh ⊗ v − eg ⊗ hv : g ∈ G, v ∈ V , h ∈ H]

CG ⊗H V = (CG ⊗ V)/J

Η indG

H
π δρά στον CG ⊗H V :

ind
G

H
π(x)(eg ⊗ w) = exg ⊗ w

Μιχάλης Ανούσης Αναπαραστάσεις οµάδων: induction



Βασικές έννοιες και παραδείγµατα
τοπολογικέςοµάδες

Mackey’s construction

Απόδειξη του Θεωρήµατος

homG(CG ⊗H V ,W) ' homH(V ,W)

f 7→ (v 7→ f(1⊗ v))

((b ⊗ v) 7→ bf(v))←[ f

�
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τοπολογικές οµάδες

Ορισµός

G οµάδα, H κλειστή υποοµάδα q : G → G/H.

π unitary αναπαράσταση της H σε έναν χώρο V .

C(G,V) = {f : G → V , f συνεχής}

F0 = {f ∈ C(G,V) : q(supp f) συµπαγές και

f(gh) = π(h)−1
f(g),∀g ∈ G,∀h ∈ H}

Υποθέτουµε ότι υπάρχει ένα αναλλοίωτο µέτρο µ στον G/H.

Ορίζουµε για f1, f2 ∈ F0, ένα εσωτερικό γινόµενο στον F0:

(f1, f2) =

∫
G/H

(f1(g), f2(g))V dµ(gH)

F η πλήρωση του F0.

Μιχάλης Ανούσης Αναπαραστάσεις οµάδων: induction



Βασικές έννοιες και παραδείγµατα
τοπολογικέςοµάδες

Mackey’s construction

Ορισµός

indG

H
π(x) δρά στον F .

(ind
G

H
π(x)f)(g) = f(x−1

g)
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Παρατήρηση

G οµάδα, H κλειστή υποοµάδα.

π unitary αναπαράσταση της H σε έναν χώρο V .

Αν δεν υπάρχει ένα αναλλοίωτο µέτρο στον G/H τροποποιώντας την

προηγούµενη κατασκευή κατασκευάζουµε µια unitary αναπαράσταση

indG

H
π(x) της G.
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Mackey’s construction

G τοπικά συµπαγής, N κανονική, αβελιανή υποοµάδα της G. Η G δρά

στην N:

(g, n) 7→ gng
−1. Η δράση αυτή επάγει µια δράση στον N̂. Αν π ∈ N̂

g ∈ G,

gπ(n) = π(g−1
ng)

Gπ = {g ∈ G : gπ = π}
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Ορισµός

G τοπικά συµπαγής, N κανονική, αβελιανή υποοµάδα της G. Η G δρά

regularly στην N̂ αν:

1 Ο χώρος τροχιών είναι countably separated

2 G/Gπ → Gπ είναι οµοιοµορφισµός ∀π ∈ N̂.
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Θεώρηµα

G τοπικά συµπαγής, N κανονική, αβελιανή υποοµάδα της G.

Υποθέτουµε ότι η G δρά regularly στο N̂. Αν π ∈ Ĝ, τότε υπάρχει

ν ∈ N̂ και σ ∈ Ĝν τ.ω.

σ(n) = ν(n)I, ∀n ∈ N

και

π = ind
G

Gν
σ.
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Θεώρηµα

G τοπικά συµπαγής, N κανονική, αβελιανή υποοµάδα της G.

Υποθέτουµε ότι η G δρά regularly στο N̂. Αν ν ∈ N̂ και σ ∈ Ĝν τ.ω.

σ(n) = ν(n)I, ∀n ∈ N

τότε

π = ind
G

Gν
σ ∈ Ĝ
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Θεώρηµα

G τοπικά συµπαγής, N κανονική, αβελιανή υποοµάδα της G, H

υποοµάδα της G τ.ω. G = N n H. Υποθέτουµε ότι η G δρά regularly

στο N̂. Αν ν ∈ N̂ και ρ ∈ Ĥν τότε indG

Gν
(νρ) ∈ Ĝ και κάθε π ∈ Ĝ είναι

αυτής της µορφής.

little group:

Hν
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Παραδείγµατα

D4 =< a, b > τ.ω.a
2 = b

4 = e, aba = b
−1

π0(a) = π0(b) = 1

π1(a) = −1, π1(b) = 1

π2(a) = 1, π2(b) = −1

π3(a) = −1, π3(b) = −1

π4(a) =

Ç
0 1

1 0

å
, π4(b) =

Ç
0 −1

1 0

å
G = N n H

N = {e, b, b2, b3}, H = {e, a}
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Παραδείγµατα

N̂ = {σ0, σ1, σ2, σ3}
σ0(b) = 1

σ1(b) = i,

σ2(b) = −1,

σ3(b) = −i

Ĥ = {ρ0, ρ1}
ρ0(a) = 1

ρ1(b) = −1,
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Παραδείγµατα

a · σ0 = σ0

Hσ0
= H και παίρνουµε δύο αναπαραστάσεις της D4:

σ0ρ0 = π0

σ0ρ1 = π1
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Παραδείγµατα

΄Οµοια

a · σ2 = σ2

Hσ2
= H και παίρνουµε δύο αναπαραστάσεις της D4:

σ2ρ0 = π2

σ2ρ1 = π3

Μιχάλης Ανούσης Αναπαραστάσεις οµάδων: induction



Βασικές έννοιες και παραδείγµατα
τοπολογικέςοµάδες

Mackey’s construction

Παραδείγµατα

a · σ1 = σ3

Hσ1
= {e} και παίρνουµε την αναπαράσταση της D4:

ind
D4

N
σ1 = π4.
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Παραδείγµατα

Οµάδα του Heisenberg G:

λ ∈ R∗, ορίζουµε πλ στον L
2(R):

(πλ(x, y, z)f)(t) = e
iλz

e
−iλyt

f(t − x)

(s, t) ∈ R2, ορίζουµε πs,t στον C:

πs,t(x, y, z) = e
i(sx+ty)

Ĝ = {πλ : λ ∈ R∗} ∪ {πs,t : (s, t) ∈ R2}
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Παραδείγµατα

G = N n H,

N = {(0, y, z) : y, z ∈ R}

H = {(x, 0, 0) : x ∈ R}

N̂ = {σ(ν,λ) : ν, λ ∈ R}

σ(ν,λ)(0, y, z) = e
i(νy+λz)
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Παραδείγµατα

(x, 0, 0)σ(0,λ)(0, y, z) = σ(0,λ)((−x, 0, 0)(0, y, z)(x, 0, 0)) =

σ(0,λ)((−x, y, z − xy)(x, 0, 0)) = σ(0,λ)(0, y, z − xy) =

e
i(λ(z−xy)) = e

i(−λxy+λz) = σ(−xλ,λ)(0, y, z)

΄Αρα

(x, 0, 0)σ(0,λ) = σ(−xλ,λ).

και

Hσ(0,λ) = {e}
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Παραδείγµατα

πλ = ind
G

N
σ(0,λ).

Η πλ δρα στον L
2(H) = L

2(R) ως εξής:

ind
G

N
π(nh) = π(k−1

nk)f(h−1
k).

(πλ(x, y, z)f)(t) = (πλ((0, y, z)(x, 0, 0))f)(t) =

σ(0,λ)((−t, 0, 0)(0, y, z)(t, 0, 0))f(t − x) =

σ(0,λ)((−t, y, z − ty)(t, 0, 0))f(t − x) =

σ(0,λ)(0, y, z − ty)f(t − x) = e
iλz

e
−iλty

f(t − x).

Μιχάλης Ανούσης Αναπαραστάσεις οµάδων: induction
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