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πεπερασµένες οµάδες

Παραδείγµατα

(Zn,+)

Sn = {φ : Nn → Nn, 1− 1 και επί}, όπου Nn = {1, 2, ..., n}, µε

πράξη την σύνθεση

Dn =< a, b > τ.ω.a2 = b
n = 1, aba = b

−1
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Ορισµός

H χώρος Hilbert πεπερασµένης διάστασης και G οµάδα. Μια unitary

αναπαράσταση π της G είναι µια απεικόνιση G → B(H) τέτοια ώστε :

1 x → π(x) είναι οµοµορφισµός οµάδων

2 π(x)∗π(x) = π(x)π(x)∗ = I, ∀x ∈ G.

Ορισµός

(π,H) unitary αναπαράσταση της G. ΄Ενας διανυσµατικός υπόχωρος V

του H λέγεται αναλλοίωτος αν

π(x)v ∈ V , ∀v ∈ V , ∀x ∈ G.
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Πρόταση

V αναλλοίωτος, τότε V
⊥

αναλλοίωτος.

Απόδειξη
w ∈ V

⊥, x ∈ G, τότε ∀v ∈ V ,

〈π(x)w, v〉 = 〈w, π(x)∗v〉 =
¨
w, π(x)−1

v

∂
= 0.
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Ορισµός

(π,H) unitary αναπαράσταση της G. Η π λέγεται irreducible αν οι µόνοι

αναλλοίωτοι υπόχωροι είναι ο H και ο {0}.

Ορισµός

G οµάδα, (π,H) unitary αναπαράσταση της G. Αν V αναλλοίωτος

υπόχωρος του H, τότε ο περιορισµός πV (g) του π(g) στον V , ορίζει

ένα στοιχείο του B(V). Η g → πV (g) είναι µια απεικόνιση G → B(V)
και λέγεται υποαναπαράσταση της π.
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Ορισµός

(π1,H1), (π2,H2) αναπαραστάσεις της G. Η απεικόνιση

x → (π1 ⊕ π2)(x) : G → B(H1 ⊕ H2) που ορίζεται

(π1 ⊕ π2)(x)(v1 + v2) = π1(x)v1 + π2(x)v2 λέγεται ευθύ άθροισµα

των π1, π2.

G οµάδα, (π,H) unitary αναπαράσταση της G. Αν V αναλλοίωτος

υπόχωρος του H, τότε ο περιορισµός πV της π στον V και ο

περιορισµός π
V⊥ της π στον V

⊥ είναι υποαναπαραστάσεις της G, και

π = πV ⊕ πV⊥ .

Πρόταση

(π,H) unitary αναπαράσταση της G. Τότε η π είναι ευθύ άθροισµα από

irreducible αναπαραστάσεις.
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Ορισµός

(π1,H1), (π2,H2) αναπαραστάσεις της G. Λέγονται ισοδύναµες αν

υπάρχει U : H1 → H2 ισοµετρία επί, τέτοια ώστε

Uπ1(x) = π2(x)U

∀x ∈ G.

Η ισοδυναµία αναπαραστάσεων είναι σχέση ισοδυναµίας.

Ορισµός

Ĝ το σύνολο των κλάσεων ισοδυναµίας των unitary irreducible

αναπαραστάσεων της G.
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Παραδείγµατα

Η τετριµµένη : G στον C µε π(x) = 1 για κάθε x ∈ G.

L
2(G) ο χώρος Hilbert µε εσωτερικό γινόµενο

〈f , g〉 =
∑

f(x)g(x).

Η αναπαράσταση λ που ορίζεται

λ(y)f(x) = f(y−1
x)

λέγεται αριστερή κανονική αναπαράσταση της G.

Αν ex : G → C που ορίζεται ex(y) = 1 αν y = x και ex(y) = 0 αν

y 6= x τότε λ(y)ex = eyx .
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Παραδείγµατα

Z2 στο C2: ορίζουµε

π(1) =

Ç
0 1

1 0

å
Z4 στο C2: ορίζουµε

π(1) =

Ç
0 1

−1 0

å
D4 στο C2: ορίζουµε

π(a) =

Ç
0 1

1 0

å
, π(b) =

Ç
0 −1

1 0

å
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Παραδείγµατα

Zn, ορίζουµε για k = 0, 1, 2, ...n− 1

πk : Zn → C

πk(m) = e
2πi

km

n

S πεπερασµένο σύνολο στο οποίο δρα η G. C(S) δ.χ. πάνω στο

C µε ϐάση (es)s∈S . Ορίζουµε¨∑
λses,

∑
µses

∂
=

∑
λsµs.

π(x)es = exs.
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Παράδειγµα (ευθύ άθροισµα)

Z2 στον C2: ορίζουµε

π(1) =

Ç
0 1

1 0

å
H1 = {λ(1, 1) : λ ∈ C}

Z2 στον H1: ορίζουµε π1(1) =

Ç
1 0

0 1

å
H2 = {λ(1,−1) : λ ∈ C}

Z2 στον H2: ορίζουµε π2(1) =

Ç
−1 0

0 −1

å
Τότε

π = π1 ⊕ π2.
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Παραδείγµατα (ισοδυναµία)

H1 = {λ(1, 1) : λ ∈ C}

Z2 στον H1: ορίζουµε π1(1) =

Ç
1 0

0 1

å
V1 = C
Z2 στον C: ορίζουµε ρ1(1) = 1

Αν A : V1 → H1

Aλ = λ(1, 1)

τότε

Aρ1(x) = π1(x)A

για κάθε x ∈ Z2 και

ρ1 ∼ π1.
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Παραδείγµατα (ισοδυναµία)

H2 = {λ(1,−1) : λ ∈ C}

Z2 στον H2: ορίζουµε π2(1) =

Ç
−1 0

0 −1

å
V1 = C
Z2 στον C: ορίζουµε ρ1(1) = −1

Αν B : V2 → H2

Bλ = λ(1,−1)

τότε Bρ2(x) = π2(x)B για κάθε x ∈ Z2 και

ρ2 ∼ π2.
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Προβλήµατα Θεωρίας Αναπαραστάσεων

1 Να υπολογιστεί το Ĝ.

2 Να µελετηθεί η λ.

3 Για f ∈ L
1(G) να ϐρεθεί η f απο τα π(f).

όπου αν

(π,H) αναπαράσταση της G, f ∈ L
1(G).

π(f) =
∑
x∈G

f(x)π(x)
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Schur

Πρόταση

G οµάδα, (π1,H1), (π2,H2) irreducible αναπαραστάσεις της G, και

A ∈ B(H1,H2) τ.ω.

Aπ1(x) = π2(x)A

για κάθε x ∈ G. Τότε

1 Αν οι π1, π2 δεν είναι ισοδύναµες, A = 0.

2 Αν π1 = π2, A = λI.
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Απόδειξη Αν π irreducible και Aπ(x) = π(x)A για κάθε x ∈ G, τότε αν

λ είναι ιδιοτιµή του A, ο χώρος των ιδιοδιανυσµάτων για την λ είναι

αναλλοίωτος, άρα ίσος µε H. ΄Αρα A = λI.

΄Εστω A τ.ω.

Aπ1(x) = π2(x)A

για κάθε x ∈ G. Τότε

A
∗
Aπ1(x) = π1(x)A

∗
A

και άρα A
∗
A = λI. ΄Οµοια AA

∗ = µ. ΄Αρα λ = µ. Αν λ 6= 0, τότε ο

U = cA οπου c = λ−
1

2 είναι ισοµετρία επί και ικανοποιεί

Uπ1(x) = π2(x)U.

Αρα οι π1, π2 είναι ισοδύναµες. �
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Πρόταση

G οµάδα, (π,H) αναπαράσταση της G. Τότε τα ε.ε.ι.:

1 A ∈ B(H), Aπ(x) = π(x)A για κάθε x ∈ G, τότε A = λI.

2 π irreducible.

Απόδειξη Αν π οχι irreducible η προβολή σε έναν αναλλοίωτο

υπόχωρο ικανοποιεί Aπ(x) = π(x)A. �

Πρόταση

G αβελιανή οµάδα, (π,H) irreducible αναπαράσταση της G. Τότε

dim H = 1.
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Πρόταση

G οµάδα, (π,H1), (ρ,H2) irreducible αναπαραστάσεις της G. Τότε

1 Αν οι π, ρ δεν είναι ισοδύναµες,∑
x∈G

πij(x)ρkl(x
−1) = 0.

2 ∑
x∈G

πij(x)πkl(x
−1) = δilδkj |G|/dπ

όπου dπ είναι η διάσταση του χώρου της αναπαράστασης π.
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χαρακτήρες

Ορισµός

G οµάδα, (π,H) unitary αναπαράσταση της G. Λέµε χαρακτήρα της π
την συνάρτηση χπ : G −→, που ορίζεται

χ(x) = trπ(x)

Πρόταση

G οµάδα, (π,H) unitary αναπαράσταση της G.

1 χπ(e) = dπ

2 χπ(x
−1) = χπ(x)

3 χπ(yxy
−1) = χπ(x)

4 Αν οι π και οι ρ είναι ισοδύναµες, χπ(x) = χρ(x).
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Ορίζουµε το ακόλουθο εσωτερικό γινόµενο στον L
2(G):

(f |g) = 1

|G|
∑
x∈G

f(x)g(x)

Πρόταση

G οµάδα, π, ρ unitary irreducible αναπαραστάσεις της G.

1 Αν οι π και ρ δεν είναι ισοδύναµες, (χπ|χρ) = 0.

2 Αν οι π και ρ είναι ισοδύναµες, (χπ|χρ) = 1.
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Πόρισµα

G οµάδα, ρ unitary αναπαράσταση. Τότε η ρ είναι irreducible αν και

µόνον αν (χρ|χρ) = 1.
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Πόρισµα

G έχει πεπερασµένο πλήθος unitary irreducible αναπαράστάσεων

π1, π2, ..., πk . Επιπλέον

|G| = d
2
π1

+ d
2
π2

+ ...+ d
2
πk

Ποιό είναι το k ;

Θεώρηµα

|Ĝ| = |S|, όπου S το σύνολο των κλάσεων συζυγίας της G.

Πόρισµα

G αβελιανή, |Ĝ| = |G|.
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Παραδείγµατα

D4

π0(a) = π0(b) = 1

π1(a) = −1, π1(b) = 1

π2(a) = 1, π2(b) = −1

π3(a) = −1, π3(b) = −1

π4(a) =

Ç
0 1

1 0

å
, π4(b) =

Ç
0 −1

1 0

å
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Παραδείγµατα

D4 χ0 χ1 χ2 χ3 χ4

e 1 1 1 1 2

b 1 1 -1 -1 0

b
2 1 1 1 1 -2

b
3 1 1 -1 -1 0

a 1 -1 1 -1 0

ba 1 -1 -1 1 0

b
2
a 1 -1 1 -1 0

b
3
a 1 -1 -1 1 0
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Παραδείγµατα

S3

S3 = {e, (12), (13), (23), (123), (132)}

K1 = {e}

K2 = {(12), (13), (23)}

K3 = {(123), (132)}

π1(σ) = 1

π2(σ) = sgn(σ)
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Παραδείγµατα

Η Sn δρά στον C3 µε την permutation representation π. Ο

{λ(1, 1, 1) : λ ∈ C}

είναι αναλλοίωτος. ΄Αρα και ο

V = {(1, 1, 1)}⊥ = {(x, y, z) ∈ C3 : x + y + z = 0}

είναι αναλλοίωτος.

π3 = πV

Βάση του V

{e1 − e3, e2 − e3}
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Παραδείγµατα

π3(e) =

Ç
1 0

0 1

å
, π3(12) =

Ç
0 1

1 0

å
π3(23) =

Ç
1 0

−1 −1

å
, π3(13) =

Ç
−1 −1

0 1

å
π3(123) =

Ç
−1 −1

1 0

å
, π3(132) =

Ç
0 1

−1 −1

å
χ3(e) = 2, χ3(12) = 0, χ3(23) = 0

χ3(13) = 0, χ3(123) = −1, χ3(132) = −1.
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Παραδείγµατα

(χ3|χ3) =
1

|Sn|
∑
x∈G

χ3(x)χ3(x)

=
1

|Sn|
∑

χ3(x)
2 =

1

|Sn|
Ä
χ3(e)

2 + χ3(123)2 + χ3(132)2
ä
=

1

6

Ä
2

2 + 1
2 + 1

2
ä
= 1

΄Αρα η π3 είναι irreducible.

π1 : trivial

π2 : alternating

π3 : standard
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Παραδείγµατα

S3 χ1 χ2 χ3

e 1 1 2

(12) 1 -1 0

(13) 1 -1 0

(23) 1 -1 0

(123) 1 1 -1

(132) 1 1 -1
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young tableaux

partition του n

λ = (λ1, λ2, ..., λl)

λ1 ≥ λ2 ≥ ... ≥ λl

λ1 + λ2 + ...+ λl = n

Young diagram, n = 3

←→ trivial representation,

←→ standard representation,

←→ alternating representation.
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Young tableau, n = 3, λ = (2, 1)

1 2

3

1 3

2

2 1

3

2 3

1

3 1

2

3 2

1

λ = (3)

1 2 3 1 3 2 2 1 3

2 3 1 3 1 2 3 2 1

λ = (1, 1, 1)

1

2

3

1

3

2

2

1

3

2

3

1

3

1

2

3

2

1
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∆ύο Young tableaux λέγονται ισοδύναµα αν έχουν τους ίδιους

αριθµούς σε κάθε γραµµή.

Η κλάση ισοδυναµίας ενός Young tableau λέγεται Young tabloid

t1 =
1 2

3

, t2 =
2 1

3

, t3 =
3 2

1

t1 ∼ t2, t1 � t3
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Η Sn δρά στα Young tabloids.

Αν λ είναι partition συµβολίζουµε

M
λ

τον διανυσµατικό χώρο που έχει για ϐάση τα Young tabloids,

εφοδιασµένο µε την επαγόµενη δράση της Sn.

Ο M
λ λέγεται permutation module που αντιστοιχεί στην partition λ.

dim M
λ =

n!

λ1!λ2!...λl!
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Αν λ = (n) ο M
λ έχει διάσταση 1 και η αναπαράσταση της Sn που

αντιστοιχεί είναι η τετριµµένη.

Αν λ = (1, 1, ..., 1) ο M
λ έχει διάσταση n! και η αναπαράσταση της Sn

που αντιστοιχεί είναι η left regular.

Αν λ = (n− 1, 1) ο M
λ έχει διάσταση n και η αναπαράσταση της Sn

που αντιστοιχεί είναι η defining.
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Αν t είναι ένα Young tableau η column group Ct του t είναι η

υποοµάδα της Sn που διατηρεί τα στοιχεία κάθε στήλης.

Αν t είναι ένα Young tableau το αντίστοιχο Young polytabloid είναι

et =
∑
σ∈Ct

sgn(σ)σ{t}
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Παράδειγµα

t =
4 1 2

3 5

Ct = S{4,3} × S{1,5} × S{2}

et =

 4 1 2

3 5

−
 3 1 2

4 5

−
 4 5 2

3 1

+

 3 5 2

4 1
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Παράδειγµα

t =
1 2

3

, et =

 1 2

3

−
 3 2

1

 = e3 − e1

t =
2 1

3

, et =

 2 1

3

−
 3 1

2

 = e3 − e2

t =
1 3

2

, et =

 1 3

2

−
 2 3

1

 = e2 − e1
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Παράδειγµα

t =
3 1

2

, et =

 3 1

2

−
 2 1

3

 = e2 − e3

t =
2 3

1

, et =

 2 3

1

−
 1 3

2

 = e1 − e2

t =
3 2

1

, et =

 3 2

1

−
 1 2

3

 = e1 − e3
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Πρόταση

πet = eπ(t)

Απόδειξη

eπ(t) =
∑

σ∈Cπ(t)

sgn(σ)σ{π(t)}

=
∑

σ∈πCtπ−1

sgn(σ)σ{π(t)}

=
∑
σ′∈Ct

sgn(πσ′π−1)πσ′π−1{π(t)}

= π
∑
σ′∈Ct

sgn(σ′)σ′{t} = πet

�
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Αν λ είναι partition συµβολίζουµε S
λ τον διανυσµατικό χώρο που

παράγεται από τα Young polytabloids, όπου t Young tableau που

αντιστοιχεί στην partition, εφοδιασµένο µε την επαγόµενη δράση της

Sn.

Ο χώρος S
λ λέγεται Specht module.

Θεώρηµα

Η δράση της Sn είναι µια irreducible αναπαράσταση της Sn και κάθε

irreducible αναπαράσταση της Sn είναι αυτής της µορφής για ένα

µοναδικό Young diagram.
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dim S
λ =

n!∏
u∈λ h(u)

όπου h είναι η hook length συνάρτηση.

λ =
3 2 1

, dim S
λ =

6

3 · 2 · 1
= 1

λ =
3

2

1

, dim S
λ =

6

3 · 2 · 1
= 1

λ =
3 1

1

, dim S
λ =

6

3 · 1 · 1
= 2

Μιχάλης Ανούσης Αναπαραστάσεις και χαρακτήρες πεπερασµένων οµάδων



πεπερασµένες οµάδες
Schur

χαρακτήρες
young tableaux

λ =
9 7 5 4 1

7 5 3 2

6 4 2 1

3 1

1

dim S
λ =

16!

9 · 7 · 5 · 4 · 1 · 7 · 5 · 3 · 2 · 6 · 4 · 2 · 1 · 3 · 1 · 1
=

=
20922789888000

38102400
= 549120.
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S
λ =

indS
λ = ⊕ ⊕

ResS
λ = ⊕
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