
Παρατήρηση σχετικά µε την Πρόταση 3:

Το (iii) µπορεί να ισχυροποιηθεί ως εξής :
A ∈ B, µ(A) > 0 =⇒ µ (

⋂∞
n=0

⋃∞
m=n T

−m(A)) = 1.
(∆ηλ. µ-σχεδόν κάθε σηµείο x ∈ X επισκέπτεται το A άπειρες ϕορές· το (iii) της Πρό-
τασης 3 ισχυρίζεται ότι µ-σχεδόν κάθε σηµείο x ∈ X επισκέπτεται το A τουλάχιστον
µία ϕορά.)

Απόδειξη. ΄Εστω T εργοδική. Από το (iii) της Πρότασης 3
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( ∞⋃
m=0

T−m(A)

)
= 1.

΄Αρα, επειδή µ είναι T -αναλλοίωτο,
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Τέλος, επειδή τα
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−m(A) ϕθίνουν καθώς το n αυξάνει,
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Παρατήρηση σχετικά µε εργοδικότητα:

Αν T εργοδική, τότε : A ∈ B, T−1(A) ⊆ A =⇒ µ(A) ∈ {0, 1}.

Απόδειξη. Αν A ∈ B, T−1(A) ⊆ A, τότε T−n(A) ⊆ A ∀n ∈ N. Αν ήταν µ(A) ∈
(0, 1), ϑα είχαµε αντίφαση στην Πρόταση 3 (iv), γιατί ϑα είχαµε µ(A) > 0, µ(Ac) > 0,
και άρα ϑα έπρεπε

µ(A ∩Ac) ≥ µ(T−n(A) ∩Ac) > 0

για κάποιο n ∈ N. �

Ως Πόρισµα συνάγεται επίσης και το εξής :

Αν T εργοδική, τότε : A ∈ B, T (A) ⊆ A =⇒ µ(A) ∈ {0, 1}.

Απόδειξη. ΄ΕστωA ∈ B µε T (A) ⊆ A. Τότε T−1(Ac) ⊆ Ac. Πράγµατι, αν T (x) ∈ Ac,
τότε δεν µπορεί x ∈ A, γιατί τότε ϑα είχαµε και T (x) ∈ A (αφού T (A) ⊆ A)· άρα
x ∈ Ac. Τώρα όµως έπεται από την προηγούµενη παρατήρηση ότι µ(Ac) ∈ {0, 1},
και άρα και µ(A) ∈ {0, 1}. �
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