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Εισαγωγή

Η σχέση των αλγεβρών τελεστών µε την εργοδική ϑεωρία είναι γνωστή από την εποχή του
von Neumann. ∆ηµιουργήθηκε η ϑεωρία των crossed products η οποία είχε εφαρµο-
γές στην ταξινόµηση των factors. Το crossed product είναι µια άλγεβρα von Neumann
που ορίζεται για µια δοσµένη δράση µιας τοπικά συµπαγούς οµάδας σε µια άλγεβρα von
Neumann. Μπορεί να δει κανείς την κατασκευή του crossed product ως έναν τρόπο να
κωδικοποιηθεί η δοµή ενός δυναµικού συστήµατος σε µια άλγεβρα von Neumann. ΄Ενα
παράδειγµα των Hoare και Parry [11] έδειξε ότι υπάρχουν δύο µη συζυγή τοπολογικά δυ-
ναµικά συστήµατα µε ισόµορφα crossed products. Το 1967 δηµοσιεύθηκε µια εργασία
του W. Arveson στην οποία κατασκεύασε για κάθε εργοδικό αυτοµορφισµό του [0, 1] µια
µη αυτοσυζυγή άλγεβρα τελεστών και έδειξε ότι δύο τέτοιοι αυτοµορφισµοί είναι συζυγείς
αν και µόνο αν οι αντίστοιχες άλγεβρες είναι ορθοµοναδιαία ισοδύναµες. Το 1969 οι W.
Arveson και K. Josephson εφάρµοσαν αυτή τη ϑεωρία σε µια συγκεκριµένη κλάση το-
πολογικών δυναµικών συστηµάτων χωρίς περιοδικά σηµεία που επιδέχονται αναλλοίωτα
µέτρα πιθανότητας. Για κάθε τέτοιο σύστηµα κατασκευάστηκε µία µη αυτοσυζυγής άλγε-
ϐρα τελεστών και δείχθηκε ότι δύο τοπολογικά συστήµατα αυτού του τύπου είναι συζυγή
αν και µόνο αν οι αντίστοιχες άλγεβρες είναι ισόµορφες. Από αυτές τις ιδέες προέκυψε αρ-
γότερα η ϑεωρία των semi-crossed products και αποδείχθηκαν ϑεωρήµατα που ϐελτίωσαν
σηµαντικά τα αποτελέσµατα στα οποία αναφερθήκαµε παραπάνω (δείτε [12]). Σε αυτή την
εργασία ϑα ασχοληθούµε ακριβώς µε αυτά τα πρώτα αποτελέσµατα των W. Arveson και K.
Josephson.
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Κεφάλαιο 1

Προαπαιτούµενα

1.1 Εισαγωγικά στοιχεία

Ορισµός 1.1.1. ΄Εστω µεταθετική C∗-άλγεβρα A. Μία µη µηδενική πολλαπλασιαστική

γραµµική απεικόνιση h : A −→ C λέγεται χαρακτήρας της A. Το σύνολο των χαρακτήρων

της A συµβολίζεται µε Ω(A). Το Ω(A) ϑα ϑεωρείται εφοδιασµένο µε την weak* σχετική

τοπολογία που κληρονοµεί ως υποσύνολο του δυϊκού χώρου Banach της A.

Παρατήρηση 1.1.2. Το παραπάνω έχει νόηµα επειδή προκύπτει ότι αν h ∈ Ω(A) τότε το h

είναι ϕραγµένο. Μάλιστα κάθε h ∈ Ω(A) είναι ένας *-οµοµορφισµός νόρµας 1.

Λήµµα 1.1.3. ΄Εστω µεταθετικήC∗-άλγεβραA. Το Ω(A) είναι ένας τοπικά συµπαγής χώρος

Hausdorff. Ο Ω(A) είναι συµπαγής αν και µόνο αν η A έχει µονάδα.

Θεώρηµα 1.1.4. (Gelfand) ΄Εστω µεταθετική C∗-άλγεβρα A. Η σχέση

F (a)(h) = h(a) (a, h) ∈ A× Ω(A)

ορίζει απεικόνιση F : A −→ C0(Ω(A)) η οποία είναι *-ισοµορφισµός επί της C0(Ω(A)).

Η απεικόνιση F του παραπάνω ϑεωρήµατος λέγεται απεικόνιση του Gelfand και συνή-
ϑως, αν δεν δηµιουργείται σύγχυση, για a ∈ A το F (a) συµβολίζεται απλά µε â.

Πρόταση 1.1.5. ΄Εστω C∗-άλγεβρες A,B και *-οµοµορφισµός φ : A −→ B. Ισχύει ότι

∀a ∈ A : ||φ(a)|| ≤ ||a|| ενώ αν ο φ είναι ένα προς ένα ισχύει ότι ∀a ∈ A : ||φ(a)|| = ||a||

Ορισµός 1.1.6. Μια γραµµική απεικόνιση µεταξύ C∗-αλγεβρών λέγεται ϑετική αν απεικο-

νίζει ϑετικά στοιχεία σε ϑετικά στοιχεία.
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Πρόταση 1.1.7. ΄Εστω C∗-άλγεβρα A µε µονάδα και γραµµικό συναρτησοειδές ρ : A −→
C. Το ρ είναι ϑετικό αν και µόνο αν ρ(1) = ||ρ||.

Ορισµός 1.1.8. ΄Ενα ϑετικό γραµµικό συναρτησοειδές νόρµας 1 λέγεται state.

Πρόταση 1.1.9. ΄Εστω A µη µηδενική C∗-άλγεβρα και a ϕυσιολογικό στοιχείο της A.

Υπάρχει state ρ : A −→ C τέτοιο ώστε |ρ(a)| = ||a||.

΄Εστω H1, H2 χώροι Hilbert και 〈·, ·〉1 , 〈·, ·〉2 τα εσωτερικά τους γινόµενα αντίστοιχα. Αν
συµβολίσουµε µε ⊗′ το τανυστικό γινόµενο διανυσµατικών χώρων τότε ϑέτοντας〈

ξ1 ⊗′ ξ2, h1 ⊗′ h2

〉
= 〈ξ1, h1〉1 〈ξ2, h2〉2

και επεκτείνοντας γραµµικά ορίζεται εσωτερικό γινόµενο 〈·, ·〉 στον H1 ⊗′ H2. Η πλήρωση
του (H1⊗′H2, 〈·, ·〉) λέγεται τανυστικό γινόµενο των χώρων HilbertH1, H2 και συµβολίζεται
µε H1 ⊗ H2. Αν (A1, A2) ∈ B(H1) × B(H2) τότε µε A1 ⊗ A2 συµβολίζεται ο µοναδικός
τελεστής στην B(H1 ⊗H2) που ικανοποιεί την σχέση

(A1 ⊗A2)(ξ1 ⊗ ξ2) = A1(ξ1)⊗A2(ξ2) (ξ1, ξ2) ∈ H1 ×H2.

Σηµειώνουµε ότι αν (Hi)i∈I είναι είναι µια οικογένεια χώρων Hilbert τότε το{
(xi)i∈I ∈

∏
i∈I

Hi :
∑
i∈I
||xi||2 <∞

}
είναι χώρος Hilbert ο οποίος ονοµάζεται ευθύ άθροισµα της οικογένειας (Hi)i∈I και συµ-
ϐολίζεται µε ⊕i∈IHi.

Ορισµός 1.1.10. ΄Εστω C∗-άλγεβρα A. ΄Ενα Ϲεύγος (H,φ) λέγεται αναπαράσταση της

C∗-άλγεβρας A αν το φ είναι ∗-οµοµορφισµός από την A στην B(H). Η αναπαράσταση

(H,φ) λέγεται faithful αν ο φ είναι ένα προς ένα.

Ορισµός 1.1.11. ΄Εστω C∗-άλγεβρα A. ΄Εστω (Hi, φi)i∈I οικογένεια από αναπαραστάσεις

της A. Ευθύ άθροισµα της οικογένειας (Hi, φi)i∈I λέγεται η αναπαράσταση (⊕i∈IHi, φ)

όπου φ : A −→ B(⊕i∈IHi) µε φ(T )((xi)i∈I) = (φi(T )(xi))i∈I για κάθε T ∈ A και (xi)i∈I ∈
⊕i∈IHi.

Για C∗-άλγεβρα A και ϑετικό γραµµικό συναρτησοειδές ρ : A −→ C ϑα συµβολίζουµε
µε Nρ το σύνολο {x ∈ A : ρ(x∗x) = 0}.

Πρόταση 1.1.12. ΄Εστω C∗-άλγεβρα A και ϑετικό γραµµικό συναρτησοειδές ρ : A −→ C.

Τότε το Nρ είναι κλειστό αριστερό ιδεώδες της A ενώ η σχέση

〈a+Nρ, b+Nρ〉 = ρ(b∗a) a, b ∈ A

ορίζει εσωτερικό γινόµενο στον χώρο A/Nρ.
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Στο πλαίσιο της παραπάνω πρότασης η πλήρωση του χώρουA/Nρ ως προς το εσωτερικό
γινόµενο που του δόθηκε ϑα συµβολίζεται ως Hρ. Να σηµειώσουµε ακόµη ότι όταν δεν
δηµιουργείται σύγχυση και είναι σαφές σε ποιο ρ αναφερόµαστε το a+Nρ ϑα συµβολίζεται
απλά µε [a].

Πρόταση 1.1.13. ΄Εστω C∗-άλγεβρα A και ϑετικό γραµµικό συναρτησοειδές ρ : A −→ C.

Η σχέση

φρ(a)(b+Nρ) = ab+Nρ a, b ∈ A

ορίζει ∗-οµοµορφισµό φρ : A −→ B(Hρ).

Ορισµός 1.1.14. ΄Εστω C∗-άλγεβρα A και ϑετικό γραµµικό συναρτησοειδές ρ : A −→ C.

Η αναπαράσταση (Hρ, φρ) λέγεται GNS αναπαράσταση που επάγει το ρ.

Θεώρηµα 1.1.15. GNS: ΄Εστω C∗-άλγεβρα A. Το ευθύ άθροισµα της οικογένειας αναπα-

ϱαστάσεων (Hi, φi)i∈I , όπου I το σύνολο των states της A, είναι faithful αναπαράσταση.

Ορισµός 1.1.16. ΄Εστω C∗-άλγεβρα A. ΄Ενα αύξον δίκτυο (aλ)λ∈Λ από ϑετικά στοιχεία

της A λέγεται προσεγγιστική µονάδα αν ∀λ ∈ Λ : ||aλ|| ≤ 1 και ∀b ∈ A : limλ aλb = b το

οποίο είναι ισοδύναµο µε ∀b ∈ A : limλ baλ = b.

Πρόταση 1.1.17. Κάθε C∗-άλγεβρα A επιδέχεται προσεγγιστική µονάδα.

Ορισµός 1.1.18. ΄Εστω H χώρος Hilbert και A µία C∗-υπάλγεβρα της B(H). Το ξ ∈ H
λέγεται κυκλικό ως προς την A αν το span{Tξ ∈ H : T ∈ A} είναι πυκνό στον H.

Πρόταση 1.1.19. ΄Εστω C∗-άλγεβρα A και ϑετικό γραµµικό συναρτησοειδές ρ : A −→ C.

Αν το δίκτυο (aλ)λ∈Λ είναι προσεγγιστική µονάδα τηςA τότε το δίκτυο (aλ+Nρ)λ∈Λ συγκλίνει

στονHρ σε ένα κυκλικό (ως προς την A) διάνυσµα ξρ το οποίο δεν εξαρτάται από την επιλογή

του (aλ)λ∈Λ.

Ορισµός 1.1.20. ΄Εστω C∗-άλγεβρα A και ϑετικό γραµµικό συναρτησοειδές ρ : A −→ C.

Το ξρ που περιγράφεται στην παραπάνω πρόταση λέγεται το κανονικό κυκλικό διάνυσµα που

αντιστοιχεί στην αναπαράσταση (Hρ, φρ).

Ορισµός 1.1.21. ΄ΕστωH χώρος Hilbert καιX συµπαγής χώρος Hausdorff. Μία απεικόνι-

ση E από το σύνολο των Borel συνόλων του X στο σύνολο των προβολών της B(H) λέγεται

ϕασµατικό µέτρο του (X,H) αν ισχύουν τα παρακάτω

i) E(∅) = 0 και E(X) = I

ii) Αν A,B Borel σύνολα του X τότε E(A ∩B) = E(A)E(B)
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iii) Αν x, y ∈ H τότε η απεικόνιση A 7→ 〈E(A)x, y〉 είναι κανονικό µιγαδικό µέτρο Borel

στον X.

Θεώρηµα 1.1.22. ΄ΕστωH χώρος Hilbert,X συµπαγής χώρος Hausdorff και φ : C(X) −→
B(H) ένας ∗-οµοµορφισµός που σέβεται τη µονάδα. Τότε υπάρχει µοναδικό ϕασµατικό µέτρο

E του (X,H) τέτοιο ώστε

〈φ(f)x, y〉 =

∫
X
fdEx,y ∀(f, x, y) ∈ C(X)×H ×H

όπου Ex,y το µιγαδικό µέτρο Borel A 7→ 〈E(A)x, y〉 στον X.

Αν Ω µετρήσιµος χώρος τότε το σύνολο των µετρήσιµων ϕραγµένων µιγαδικών συναρ-
τήσεων που ορίζονται στον Ω ϑα συµβολίζεται µε B∞(Ω).

Θεώρηµα 1.1.23. ΄Εστω H χώρος Hilbert και T ∈ B(H) ϕυσιολογικός τελεστής. Τότε

υπάρχει µοναδικό ϕασµατικό µέτρο του (σ(T ), H) τέτοιο ώστε

〈Tx, y〉 =

∫
σ(T )

zdEx,y(z) ∀x, y ∈ H

όπου Ex,y το µιγαδικό µέτρο Borel A 7→ 〈E(A)x, y〉 στον σ(T ).

Ορισµός 1.1.24. Στο πλαίσιο του παραπάνω ϑεωρήµατος ορίζεται ο ∗-οµοµορφισµός F :

B∞(σ(T )) −→ B(H) που ικανοποιεί την

〈F (f)x, y〉 =

∫
σ(T )

fdEx,y ∀(f, x, y) ∈ B∞(σ(T ))×H ×H

Η απεικόνιση F ονοµάζεται Borel συναρτησιακός λογισµός στον T ενώ για f ∈ B∞(σ(T )) το

F (f) συµβολίζεται µε f(T ).

Θεώρηµα 1.1.25. ΄Εστω H χώρος Hilbert, T ∈ B(H) ϕυσιολογικός τελεστής, g : C −→ C
συνεχής και f ∈ B∞(σ(T )). Τότε (g ◦ f)(T ) = g(f(T )).

Ορισµός 1.1.26. ΄Εστω H χώρος Hilbert και A υπάλγεβρα της B(H). Θα λέµε ότι η A

έχει τετριµµένο πυρήνα αν {x ∈ H|∀M ∈ A : Mx = 0} = {0}.

Λήµµα 1.1.27. Το σύνολο των unitary στοιχείων µιας C∗-άλγεβρας µε µονάδα την παράγει

ως διανυσµατικό χώρο.

Πρόταση 1.1.28. ΄Εστω ∗-οµοµορφισµός φ : A −→ B όπου A,B είναι C∗-άλγεβρες. Τότε

το φ(A) είναι C∗-υπάλγεβρα της B.
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Λήµµα 1.1.29. ΄Εστω A,B µεταθετικές C∗-άλγεβρες και h : A −→ B οµοµορφισµός τέτοια

ώστε η B να είναι η C∗-άλγεβρα που παράγει το h(A). Αν τ ∈ Ω(B) τότε τ ◦ h ∈ Ω(A).

Απόδειξη. Η τ ◦ h είναι προφανώς µια πολλαπλασιαστική γραµµική απεικόνιση οπότε
αρκεί να δείξουµε ότι είναι µη µηδενική. Υποθέτουµε έτσι, στοχεύοντας σε άτοπο, ότι
τ ◦ h = 0. Το σύνολο{

n∑
i=1

h(xi) + h(yi)
∗ ∈ B : n ∈ N και xi, yi ∈ A για i ∈ {1, ..., n}

}

είναι πυκνό ενώ αν n ∈ N και xi, yi ∈ A για i ∈ {1, ..., n} τότε

τ

(
n∑
i=1

h(xi) + h(yi)
∗

)
=

n∑
i=1

τ(h(xi)) + τ(h(yi)
∗) =

n∑
i=1

τ ◦ h(xi) + τ ◦ h(yi) = 0

άρα τ = 0 το οποίο είναι άτοπο από τ ∈ Ω(B).

Λήµµα 1.1.30. ΄Εστω A,B µεταθετικές C∗-άλγεβρες και h : A −→ B οµοµορφισµός. Τότε

ο h είναι ∗-οµοµορφισµός.

Απόδειξη. Μπορώ να υποθέσω, χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, ότι η B είναι η C∗-άλγεβρα
που παράγει το h(A). ΄Εστω g : Ω(B) −→ Ω(A) µε g(τ) = τ ◦ h. Η g είναι καλά ορισµένη
από το λήµµα 1.1.29. Για a ∈ A και τ ∈ Ω(B) ισχύει ότι

(â ◦ g)(τ) = â(g(τ)) = â(τ ◦ h) = τ ◦ h(a) = τ(h(a)) = ĥ(a)(τ)

δηλαδή ισχύει ότι â ◦ g = ĥ(a) για κάθε a ∈ A. ΄Ετσι τελικά αν a ∈ A έχουµε ότι

ĥ(a∗) = â∗ ◦ g = â ◦ g = â ◦ g = ĥ(a) = ĥ(a)∗ ⇒ h(a∗) = h(a)∗

Ορισµός 1.1.31. Μία Banach άλγεβρα µε µονάδα λέγεται ηµιαπλή αν η τοµή των µεγιστι-

κών αριστερών ιδεωδών της είναι το {0}.

Λήµµα 1.1.32. Μία Banach άλγεβρα A µε µονάδα είναι ηµιαπλή αν και µόνο αν ∀a ∈
A\{0} : ∃b ∈ A : σ(ba) 6= {0}.

Λήµµα 1.1.33. ΄Εστω A µεταθετική Banach άλγεβρα µε µονάδα, B ηµιαπλή Banach άλ-

γεβρα µε µονάδα και φ : A −→ B οµοµορφισµός που σέβεται τη µονάδα. Τότε ο φ είναι

ϕραγµένος.



8 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΠΡΟΑΠΑΙΤΟΥΜΕΝΑ

1.2 Τοπολογίες στην B(H)

Για τα παρακάτω σταθεροποιούµε έναν χώρο Hilbert H.

Ορισµός 1.2.1. Η τοπολογία που έχει ως ϐάση την οικογένεια των συνόλων της µορφής{
B ∈ B(H) :

n∑
i=1

||(A−B)xi|| < ε

}
όπου A ∈ B(H), ε > 0, n ∈ N και xi ∈ H για κάθε i ∈ {1, ..., n}, λέγεται strong operator

topology. Αν S ⊆ B(H) η κλειστή ϑήκη του S ως προς την strong operator topology ϑα

συµβολίζεται µε S
SOT

.

Πρόταση 1.2.2. Αν Aλ ∈ B(H) δίκτυο και A ∈ B(H) τότε Aλ
SOT−→ A αν και µόνο αν

∀x ∈ H : limλAλx = Ax.

Ορισµός 1.2.3. Η τοπολογία που έχει ως ϐάση την οικογένεια των συνόλων της µορφής{
B ∈ B(H) :

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

〈(A−B)xi, yi〉

∣∣∣∣∣ < ε

}
όπου A ∈ B(H), ε > 0, n ∈ N και xi, yi ∈ H για κάθε i ∈ {1, ..., n}, λέγεται weak operator

topology. Αν S ⊆ B(H) η κλειστή ϑήκη του S ως προς την weak operator topology ϑα

συµβολίζεται µε S
WOT

.

Πρόταση 1.2.4. Αν Aλ ∈ B(H) δίκτυο και A ∈ B(H) τότε Aλ
WOT−→ A αν και µόνο αν

∀x, y ∈ H : limλ 〈Aλx, y〉 = 〈Ax, y〉.

Ορισµός 1.2.5. Η τοπολογία που έχει ως ϐάση την οικογένεια των συνόλων της µορφής{
B ∈ B(H) :

∣∣∣∣∣
∞∑
i=1

〈(A−B)xi, yi〉

∣∣∣∣∣ < ε

}
όπου A ∈ B(H), ε > 0 και xi, yi ∈ H για κάθε i ∈ {1, ...} τέτοια ώστε

∑∞
i=1 ||xi||2 <∞ και∑∞

i=1 ||yi||2 < ∞, λέγεται ultraweak τοπολογία. Αν S ⊆ B(H) η κλειστή ϑήκη του S ως

προς την ultraweak τοπολογία ϑα συµβολίζεται µε S
u.w.

.

Παρατήρηση 1.2.6. ΄Εστω B∗(H) η norm κλειστή ϑήκη του συνόλου{
n∑
i=1

wxi,yi ∈ B(H)∗ : n ∈ N και xi, yi ∈ H για i ∈ {1, ..., n}

}
όπου wx,y : B(H) −→ C µε wx,y(T ) = 〈Tx, y〉 για x, y ∈ H. Ο χώρος B∗(H) ονοµάζεται

προδυϊκός. Η ultraweak τοπολογία λέγεται και weak* και είναι η ασθενέστερη τοπολογία

για την οποία κάθε στοιχείο του B∗(H) είναι συνεχής.
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Πρόταση 1.2.7. Ο πολλαπλασιασµός επί σταθερό τελεστή είναι συνεχής ως προς τις παρα-

πάνω τοπολογίες.

Πρόταση 1.2.8. Ο πολλαπλασιασµός τελεστών είναι συνεχής στις µπάλες ως προς την

strong operator topology.

Πρόταση 1.2.9. Αν Aλ ∈ B(H) δίκτυο και A ∈ B(B) τέτοια ώστε ||Aλ|| ≤ 1 και Aλ
SOT−→ A

τότε Aλ
u.w.−→ A.

Πρόταση 1.2.10. Το σύνολο των συνεχών, ως προς την strong operator topology, συναρ-

τησοειδών από την B(H) στο C είναι το ίδιο µε το αντίστοιχο σύνολο για την weak operator

topology και είναι το σύνολο των συναρτησοειδών της µορφής

f(A) =

n∑
i=1

〈Axi, yi〉

όπου n ∈ N και xi, yi ∈ H για κάθε i ∈ {1, ..., n}.

Από την πρόταση αυτή και τα διαχωριστικά ϑεωρήµατα Hahn-Banach εύκολα προκύ-
πτει το παρακάτω.

Πρόταση 1.2.11. Αν S ⊆ B(H) κυρτό τότε S
WOT

= S
SOT

.

Ορισµός 1.2.12. Μία αυτοσυζυγής υπάλγεβρα της B(H) λέγεται von Neumann άλγεβρα

αν περιέχει τη µονάδα και είναι WOT-κλειστή.

Ορισµός 1.2.13. Αν S ⊆ B(H) τότε ο µεταθέτης του S, ο οποίος συµβολίζεται µε S′, ορίζεται

να είναι το σύνολο S′ = {A ∈ B(H)|∀B ∈ S : AB = BA}. Το (S′)′ συµβολίζεται µε S′′.

Πρόταση 1.2.14. ΄Εστω A ⊆ B ⊆ B(H) τότε ισχύουν τα εξής

i) Το A′ είναι µία WOT κλειστή υπάλγεβρα της B(H) που περιέχει τη µονάδα

ii) (A′′)′ = A′

iii) A ⊆ A′′

iv) A′′ ⊆ B′′

Θεώρηµα 1.2.15. (∆ιπλού µεταθέτη) Αν A είναι µια αυτοσυζυγής υπάλγεβρα της B(H) µε

τετριµµένο πυρήνα τότε A′′ = A
WOT

= A
SOT

= A
u.w.

.

Θεώρηµα 1.2.16. (Kaplansky) Αν A είναι µια C∗ υπάλγεβρα της B(H) µε τετριµµένο

πυρήνα τότε για κάθε i ∈ {1, 2, 3} ισχύει ότι το B1 ∩Mi είναι SOT-πυκνό στο B2 ∩Mi όπου
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i) B1 = {T ∈ A : ||T || ≤ 1}, B2 = {T ∈ A′′ : ||T || ≤ 1} και M1 = B(H)

ii) M2 = {T ∈ B(H) : Ο T είναι αυτοσυζυγής.}

iii) M3 = {T ∈ B(H) : Ο T είναι ϑετκός.}

Λήµµα 1.2.17. ΄Εστω H χώρος Hilbert, P προβολή στην B(H) και A ∈ B(H). Τα εξής

είναι ισοδύναµα:

i) PA = AP

ii) A(P (H)) ⊆ P (H) και A(P (H)⊥) ⊆ P (H)⊥

iii) A(P (H)) ⊆ P (H) και A∗(P (H)) ⊆ P (H)

Απόδειξη. i)⇒ii): ΄Εστω h ∈ P (H)⊥ τότε για κάθε x ∈ H ισχύει Px ∈ P (H) ⇒ A∗Px ∈
P (H) οπότε έχουµε ∀x ∈ H : 〈Ah, Px〉 = 〈h,A∗Px〉 = 0 ⇒ Ah ∈ E(H)⊥. ∆είξαµε
εποµένως ότι A(E(H)⊥) ⊆ E(H)⊥.

ii)⇒iii): Για κάθε ξ ∈ H έχουµε ότι APξ ∈ P (H) και AP �P (H)⊥ ξ ∈ P (H)⊥ οπότε

PAξ = PA(Pξ + P �P (H)⊥ ξ) = PAPξ + PAP �P (H)⊥ ξ = APξ

APξ = AP (Pξ + P �P (H)⊥ ξ) = APξ +APP �P (H)⊥ ξ = APξ

άρα PA = AP .
iii)⇒i): Από PA = AP ⇒ A∗P = PA∗ παίρνουµε ότι A(P (H)) = AP (H) =

PA(H) ⊆ P (H) και A∗(P (H)) = A∗P (H) = PA∗(H) ⊆ P (H).

Λήµµα 1.2.18. ΄Εστω χώρος Hilbert H και A ∈ B(H) τότε P
A(H)

∈ {A}′′.

Απόδειξη. ΄Εστω τυχόν T ∈ B(H) τέτοιο ώστε AT = TA. ϑέλουµε να δείξουµε ότι η
P = P

A(H)
µετατίθεται µε τον T . Πράγµατι για κάθε ξ ∈ H ισχύει TAξ = ATξ ∈ A(H)

οπότε από P (H) = A(H) έχουµε T (P (H)) ⊆ P (H). Ακόµη αν h ∈ P (H)⊥ τότε ∀x ∈
H : 〈Th,Ax〉 = 〈h, T ∗Ax〉 = 〈h,AT ∗x〉 = 0 όποτε πάλι από A(H) = P (H) έχουµε ότι
T (P (H)⊥) ⊆ P (H)⊥. ΄Ετσι το Ϲητούµενο προκύπτει από το λήµµα 1.2.17.

Ορισµός 1.2.19. Το V ∈ B(H) ϑα λέγεται µερική ισοµετρία αν V V ∗V = V .

Ορισµός 1.2.20. ΄Εστω A µία C∗-υπάλγεβρα της B(H). Αν P,Q ∈ A προβολές τότε ϑα

λέµε ότι η P είναι ισοδύναµη µε την Q στην A και ϑα γράφουµε P ∼ Q αν υπάρχει µερική

ισοµετρία V ∈ A τέτοια ώστε V ∗V = P και V V ∗ = Q.

Παρατηρήστε ότι η παραπάνω σχέση είναι σχέση ισοδυναµίας.
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Ορισµός 1.2.21. Μία von Neumann άλγεβρα R ⊆ B(H) ϑα λέγεται finite αν η µόνη

προβολή ισοδύναµη (στην R) µε τη µονάδα είναι η µονάδα.

Ορισµός 1.2.22. Αν H1, H2 χώροι Hilbert και V1, V2 διανυσµατικοί υπόχωροι των B(H1),

B(H2) αντίστοιχα τότε µια γραµµική απεικόνιση F : V1 −→ V2 λέγεται normal αν είναι

ultraweakly συνεχής.

Παρατήρηση: Ο παραπάνω ορισµός έχει νόηµα και στην περίπτωση που ο V2 είναι το
C ταυτίζοντας τον µιγαδικό αριθµό c µε τον τελεστή του B(C) ο οποίος απεικονίζει κάθε
z ∈ C στον cz.

Ορισµός 1.2.23. ΄Ενα state ρ : B(H) −→ C λέγεται vector state αν υπάρχει ξ ∈ H τέτοιο

ώστε ∀A ∈ B(H) : ρ(A) = 〈Tξ, ξ〉.

Παρατήρηση: Κάθε vector state ρ : B(H) −→ C είναι normal.

Ορισµός 1.2.24. ΄Ενα ϑετικό ϕραγµένο γραµµικό συναρτησοειδές ρ : B(H) −→ C λέγεται

trace αν ∀A,B ∈ B(H) : ρ(AB) = ρ(BA).





Κεφάλαιο 2

Μη-αυτοσυζυγείς άλγεβρες

τελεστών και δυναµικά συστήµατα

2.1 Αυτοµορφισµοί που διατηρούν το µέτρο

Ο χώρος πιθανότητας ([0, 1],U ,m), όπου U είναι η σ-άλγεβρα των Borel υποσυνόλων του
[0, 1] και m το µέτρο Lebesgue, ϑα συµβολίζεται απλά µε [0, 1] χωρίς σύγχυση. Θέτουµε
H = L2([0, 1]) και M = {Lf ∈ B(H) : f ∈ L∞([0, 1])}. Αν P ∈ M προβολή ϑα
συµβολίζουµε µε m(P ) το m(A) όπου A Borel υποσύνολο του [0, 1] τέτοιο ώστε P = LχA .
΄Ενας ∗-αυτοµορφισµός a :M−→M ϑα λέγεται ότι διατηρεί το µέτρο ανm(a(P )) = m(P )

για κάθε προβολή P ∈ M. ΄Ενας ∗-αυτοµορφισµός a : M −→M που διατηρεί το µέτρο
ϑα λέγεται εργοδικός αν a(P ) = P ⇒ P ∈ {0, 1} για κάθε προβολή P ∈M.

΄Εστω S η Boolean σ-άλγεβρα U/I όπου I = {A ∈ U : m(A) = 0}. Σηµειώνουµε ότι
το m και οι συνολοθεωρητικές πράξεις ορίζονται µε ϕυσικό τρόπο στην S. Μια απεικόνιση
από την S στον εαυτό της λέγεται σ-αυτοµορφισµός αν είναι ένα προς ένα, επί, διατηρεί το
συµπλήρωµα και διατηρεί τις αριθµήσιµες ενώσεις. ΄Ενας σ-αυτοµορφισµός φ : S −→ S
που διατηρεί το µέτρο λέγεται εργοδικός αν φ(A) = A⇒ A ∈ {∅, [0, 1]} για κάθε A ∈ S.

Πρόταση 2.1.1. ΄Εστω φ, ψ, g : S −→ S σ-αυτοµορφισµοί τέτοιοι ώστε

i) Ο φ είναι εργοδικός σ-αυτοµορφισµός που διατηρεί το µέτρο

ii) Ο ψ διατηρεί το µέτρο

iii) ψ ◦ g = g ◦ φ

Τότε ο g διατηρεί το µέτρο.

13
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Απόδειξη. ΄Εστω, στοχεύοντας σε άτοπο, ότι ο υπάρχει F ∈ S τέτοιο ώστε m(g(F )) 6=
m(F ). Υποθέτουµε ότι m(g(F )) > m(F ) και όµοια αντιµετωπίζεται η περίπτωση όπου
m(g(F )) < m(F ). Ισχυριζόµαστε ότι για κάθε E ∈ S\{∅} υπάρχει E′ ⊆ E τέτοιο ώστε
m(g(E′)) > m(E′). ΄Εστω λοιπόν τυχόν E ∈ S\{∅}. Αν An = φn(E) για n ∈ {0, 1, ...} τότε

φ

( ∞⋃
n=0

An

)
⊆
∞⋃
n=0

An

αλλά m (φ (
⋃∞
n=0An)) = m (

⋃∞
n=0An) εποµένως

φ

( ∞⋃
n=0

An

)
=
∞⋃
n=0

An

άρα
⋃∞
n=0An = [0, 1]. Συνεπώς ϑέτοντας Cn =

(
An\

⋃n−1
κ=1 Aκ

)
∩ F για n ∈ {0, 1, ...}

έχουµε ότι (
⋃∞
n=0Cn = F )∧ (∀n,m{0, 1, ...} : n 6= m→ Cn ∩Cm = ∅) και κατά συνέπεια

ότι (
⋃∞
n=0 g(Cn) = g(F )) ∧ (∀n,m{0, 1, ...} : n 6= m → g(Cn) ∩ g(Cm) = ∅). ΄Ετσι ισχύει

ότι

∞∑
n=0

m(g(Cn)) = m(g(F )) > m(F ) =

∞∑
n=0

m(Cn)

άρα υπάρχει n0 ∈ N τέτοιο ώστε m(g(Cn0)) > m(Cn0) εποµένως έχουµε ότι

m(Cn0) < m(g(Cn0))⇔m(φ−n0(Cn0)) < m(ψ−n0 ◦ g(Cn0))

⇔m(φ−n0(Cn0)) < m(g(φ−n0(Cn0))

και Cn0 ⊆ An0 = φn0(E)⇒ φ−n0(Cn0) ⊆ E. ΄Ετσι δείξαµε τον ισχυρισµό ο οποίος µε µια
εφαρµογή του λήµµατος του Zorn µας δίνει ότι υπάρχει διαµέριση ∆ ⊆ S του [0, 1] τέτοια
ώστε A ∈ ∆⇒ m(g(A)) > m(A) το οποίο είναι άτοπο.

Αν h :M−→M ∗-αυτοµορφισµός τότε η σχέση

Lχh(A)
= h (LχA) A ∈ S

ορίζει σ-αυτοµορφισµό h : S −→ S. Ο h διατηρεί τις αριθµήσιµες ενώσεις γιατί ο h ως
*-αυτοµορφισµός διατηρεί την διάταξη και άρα το supremum των προβολών. Από αυτό και
την πρόταση 2.1.1 αποδεικνύεται η παρακάτω πρόταση.

Πρόταση 2.1.2. ΄Εστω φ, ψ, g :M−→M ∗-αυτοµορφισµοί τέτοιοι ώστε

i) Ο φ είναι εργοδικός ∗-αυτοµορφισµός που διατηρεί το µέτρο
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ii) Ο ψ διατηρεί το µέτρο

iii) ψ ◦ g = g ◦ φ

Τότε ο g διατηρεί το µέτρο.

Πρόταση 2.1.3. ΗM είναι maximal abelian στην B(H).

Απόδειξη. ΄Εστω A ∈ B(H) ώστε LfA = ALf για κάθε f ∈ L∞[0, 1]. Αρκεί να δείξω ότι
A ∈M. Πράγµατι ∀f ∈ L∞[0, 1]

(2.1.1) ALf1 = LfA1⇒ Af = (A1)f

αλλά για γ = {x ∈ [0, 1] : (A1)(x) ≥ ||A||+ 1} έχουµε

√
m(γ)||A|| =||A|| · ||χγ ||2 ≥ ||A(χγ)||2 = ||A1 · χγ ||2 =

(∫ 1

0
(A1(t) · χγ(t))2dt

)1/2

≥
(∫ 1

0
((||A||+ 1) · χγ(t))2 dt

)1/2

=
√
m(γ)(||A||+ 1)

άρα m(γ) = 0 δηλαδή A1 ∈ L∞[0, 1] και έτσι η σχέση 2.1.1 γράφεται ως

Af = LA1f, ∀f ∈ L∞

και άρα, εφόσον ο L∞[0, 1] είναι πυκνός στον H, A = LA1 ∈M.

Σταθεροποιούµε έναν a :M−→M εργοδικό ∗-αυτοµορφισµό που διατηρεί το µέτρο.

Πρόταση 2.1.4. Υπάρχει ορθοµοναδιαίος τελεστής U ∈ B(H) τέτοιος ώστε ∀A ∈ M :

UAU−1 = α(A).

Απόδειξη. ΄Εστω ρ το state τηςM µε ρ(A) = 〈A1, 1〉. Αν P προβολή τηςM τότε
ρ◦α(P ) = 〈α(P )1, 1〉 = 〈α(P )1, α(P )1〉 = ||α(P )1||22 = m(α(P ))2 = m(P )2 = 〈P1, P1〉 =

〈P1, 1〉 = ρ(P ). Εφόσον οι προβολές τηςM την παράγουν ως χώρο Banach έχουµε ότι
ρ◦α(A) = ρ(A) ∀A ∈M και εποµένως ||α(A)1||22 = 〈α(A)1, α(A)1〉 = 〈α(A)∗α(A)1, 1〉 =

〈α(A∗A)1, 1〉 = ρ ◦ α(A∗A) = ρ(A∗A) = 〈A∗A1, 1〉 = ||α(A)1||22. ΄Αρα η απεικόνιση
A1 7→ α(A)1 ορίζει ισοµετρία από τον M1 = H επί του α(M)1 = M1 = H δηλαδή
ορθοµοναδιαίο U ∈ B(H). ΄Εστω A ∈ M τότε ∀B ∈ M έχουµε UAB1 = α(AB)1 =

α(A)α(B)1 = α(A)UB1 άρα ∀f ∈M1 : UAf = α(A)Uf άρα ο U είναι ο Ϲητούµενος.

Θα λέµε ότι ένας τέτοιος U επάγει τον α. Ας σηµειωθεί ότι στην απόδειξη της πρότασης
2.1.4 δεν χρησιµοποιήθηκε η εργοδικότητα του α. Ακόµη παρατηρούµε ότι αν ο ορθοµο-
ναδιαίος U ∈ B(H) επάγει τον α τότε για κάθε A ∈ M ισχύουν οι σχέσεις UA = α(A)U

και AU = Uα−1(A) τις οποίες στο εξής ϑα χρησιµοποιούµε συχνά.
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Πρόταση 2.1.5. Αν U1 και U2 ορθοµοναδιαίοι στην B(H) που επάγουν τον α τότε υπάρχει

ορθοµοναδιαίος W στηνM τέτοιος ώστε U1 = U2W

Απόδειξη. Για κάθε A στηνM έχουµε

(2.1.2) U−1
2 U1AU

−1
1 U2 = α−1 ◦ α(A) = A⇒ AU−1

1 U2 = U−1
1 U2A

άρα από πρόταση 2.1.3 U−1
1 U2 ∈M δηλαδή ο Ϲητούµενος W είναι ο U−1

1 U2.

Για τα επόµενα σταθεροποιούµε έναν ορθοµοναδιαίο U στην B(H) που επάγει τον α.
Από την παραπάνω πρόταση και την σχέση UA = α(A)U συµπεραίνουµε ότι τα

(2.1.3) B0(α) =

{
n∑

i=−n
AiU

i : n ∈ N και Ai ∈M για i ∈ {−n, ..., n}

}

(2.1.4) A0(α) =

{
n∑
i=0

AiU
i : n ∈ N και Ai ∈M για i ∈ {0, ..., n}

}

είναι άλγεβρες οι οποίες είναι ανεξάρτητες από την επιλογή του U και εξαρτώνται µόνο από
τον α. Ακόµη η B0(α) είναι αυτοσυζυγής. ΄Εστω A(α) και B(α) οι norm κλειστές ϑήκες
των A0(α) και B0(α) αντίστοιχα. Φυσικά η B(α) είναι C∗-άλγεβρα.

Ορισµός 2.1.6. ΄Εστω M von Neumann άλγεβρα. ΄Ενας ∗-αυτοµορφισµός α : M −→ M

ϑα λέµε ότι δρα ελεύθερα αν για κάθε προβολή p ∈ M\{0} υπάρχει προβολή q ∈ M\{0}
έτσι ώστε q ≤ p και α(q) ⊥ q.

Από το λήµµα 1.20 στο [1] προκύπτει το παρακάτω λήµµα.

Λήµµα 2.1.7. ΄Εστω (W,Σ, µ) χώρος πιθανότητας και φ ένας αυτοµορφισµός τουW τέτοιος

ώστε ∀A ∈ Σ : µ(φ(A)) = µ(A). ΄Εστω g ο ∗-αυτοµορφισµός του L∞(W ) που ικανοποιεί το

∀f ∈ L∞(W ) : g(f) = f ◦φ. Ο g δρα ελεύθερα αν και µόνο αν µ({x ∈W : φ(x) = x}) = 0.

Στο ([7], σ. 125) δείχνεται ότι αν ο α είναι εργοδικός *-αυτοµορφισµός της M που
διατηρεί το µέτρο τότε ο αn δρα ελεύθερα ∀n ∈ Z\{0}. Από αυτό µπορούµε να δείξουµε
την παρακάτω πρόταση που ϑα ϕανεί πολύ χρήσιµη στα επόµενα.

Πρόταση 2.1.8. Αν ο α : M −→ M είναι εργοδικός ∗-αυτοµορφισµός που διατηρεί το

µέτρο τότε για κάθε πεπερασµένο I ⊆ Z\{0} και προβολή p ∈M\{0} υπάρχει µη µηδενική

προβολή q ≤ p για την οποία ισχύει αn(q) ⊥ q για κάθε n ∈ I.
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Απόδειξη. Θα το δείξουµε µε επαγωγή στον πληθάριθµο n του I. Για n = 0 είναι προφανές.
΄Εστω λοιπόν ότι ισχύει για n. ΄Εστω I ∪ {κ} µε |I| = n και κ ∈ Z\({0} ∪ I) τότε από
επαγωγική υπόθεση υπάρχει 0 6= q′ ≤ p στηνM ώστε αi(q′) ⊥ q′ ∀i ∈ I. Αλλά ο ακ δρα
ελεύθερα άρα υπάρχει 0 6= q ≤ q′ στηνM τέτοιος ώστε ακ(q) ⊥ q. Από αυτά προκύπτει
ότι αi(q) ⊥ q ∀i ∈ I ∪ {κ} ολοκληρώνοντας το επαγωγικό ϐήµα.

Πρόταση 2.1.9. Αν A−n, ..., An ∈M για n ∈ N τότε

(2.1.5)
n∑

i=−n
AiU

i = 0⇒ ∀i ∈ {−n, ..., n} : Ai = 0

Απόδειξη. ΄Εστω, στοχεύοντας σε άτοπο, κ ∈ {−n, ..., n} καιAκ = Lf 6= 0 για f ∈ L∞[0, 1].
΄Εστω S = {x ∈ [0, 1] : f(x) 6= 0} τότε για κάθε υποπροβολή Q 6= 0 της LχS έχουµε
AκQ 6= 0. ΄Εστω, από πρόταση 2.1.8, προβολή 0 6= Q ≤ LχS τέτοια ώστε Q ⊥ αi(Q) για
i ∈ {−n− κ, ..., n− κ}\{0}.

n∑
i=−n

AiU
i = 0⇒

n∑
i=−n

AiU
i−κ = 0⇒ Q

(
n∑

i=−n
AiU

i−κ

)
Q = 0

⇒
n∑

i=−n
AiQα

i−k(Q)U i−κ = 0⇒ AκQ = 0

άτοπο από την επιλογή του Q.

Από την πρόταση 2.1.9 ο παρακάτω τύπος ορίζει γραµµική απεικόνιση
Φ : B0(α) −→M

Φ

(
n∑

i=−n
AiU

i

)
= A0 A−n, ..., An ∈M

η οποία προφανώς δεν εξαρτάται από την επιλογή του U .

Θεώρηµα 2.1.10. Για κάθε T ∈ B0(α) ισχύει ||Φ(T )|| ≤ ||T ||.

Απόδειξη. ΄Εστω, στοχεύοντας σε άτοπο, κάποιο T ∈ B0(α) τέτοιο ώστε ||Φ(T )|| > ||T ||. Η
ιδέα είναι να ϐρεθεί ένα state που να ανιχνεύει τη νόρµα του σταθερού όρου Φ(T ) του T .
Αυτό ϑα γίνει µέσω µιας κατάλληλης προβολής P , συγκεκριµένα (ταυτίζοντας τηνM µε
την L∞[0, 1] συµπεραίνουµε ότι) υπάρχει ορθοµοναδιαίο W ∈ M και προβολή P ∈ M
τέτοια ώστε

Φ(T )W ≥ ||Φ(T )||+ ||T ||
2

P

Πράγµατι αν Φ(T ) = Lg για g ∈ L∞[0, 1] τότε ϑέτω W = Lg/|g| και P = LχA για
A = {x ∈ [0, 1] : |g(x)| ≥ (||Φ(T )|| + ||T ||)/2}. Τώρα για να πετύχω άτοπο αρκεί να ϐρω
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state ρ της B(α) τέτοιο ώστε ρ ◦ Φ(TW ) = ρ(TW ) και ρ(P ) = 1 γιατί τότε

|ρ(TW )| ≤ ||TW || ≤ ||T || και

|ρ(TW )| =|ρ (Φ(TW )) | W∈M= |ρ (Φ(T )W ) | ≥
∣∣∣∣ρ( ||Φ(T )||+ ||T ||

2
P

)∣∣∣∣ =
||Φ(T )||+ ||T ||

2

>||T ||.

΄Εστω ότι TW =
∑n

i=−nAiU
i για A−n, ..., An τότε από την ελεύθερη δράση του α υπάρχει

προβολή Q ∈ M µε 0 6= Q ≤ P τέτοια ώστε αi(Q) ⊥ Q για i ∈ {−n, ..., n}\{0}. Το
Ϲητούµενο state είναι το ρ(K) = 〈Kf, f〉 όπου f ∈ Q(H) µε ||f ||2 = 1. Πράγµατι έχουµε
ρ(P ) = 〈Pf, f〉 = 〈f, f〉 = 1 και ∀i ∈ {−n, ..., n}\{0}

ρ(AiU
i) = 〈AiU if, f〉 = 〈AiU iQf,Qf〉 = 〈QAiU iQf, f〉 = 〈Qαi(Q)AiU

if, f〉 = 0

εποµένως

ρ(TW ) = ρ

(
n∑

i=−n
AiU

i

)
= ρ(A0) = ρ (Φ(TW ))

Λόγω του ϑεωρήµατος 2.1.10 η Φ επεκτείνεται σε µια απεικόνιση B(α) −→M.

Θεώρηµα 2.1.11. Η Φ είναι ϑετική.

Απόδειξη. Από Φ(I) = I και το ϑεώρηµα 2.1.10 ισχύει ότι ||Φ|| = 1. ΄Εστω, για κάθε
f ∈ H, το συναρτησοειδές ρf : B(a) −→ C µε ρf (A) = 〈Φ(A)f, f〉 για κάθεA ∈ B(a). Από
ρf (I) = ||f ||22 και |ρf (A)| = | 〈Φ(A)f, f〉 | ≤ ||Φ|| · ||f ||22 = ||f ||22 έχουµε ότι ||ρf || = ||f ||22.
Ακόµη ισχύει ότι ρf (I) = ||f ||22, δηλαδή ρf (I) = ||ρf ||, άρα από 1.1.7 έχουµε ότι ρf ϑετικό.
Εποµένως αν A ∈ B(a) ϑετικός τότε για κάθε f ∈ H ισχύει ότι 〈Φ(A)f, f〉 = ρf (A) ≥ 0

άρα Φ(A) ϑετικός.

Το παρακάτω ϑεώρηµα ϑα χρησιµοποιηθεί στην απόδειξη των δύο ϐασικών ληµµάτων
στα οποία ϑα στηριχτεί το ϐασικό ϑεώρηµα της ενότητας αυτής.

Θεώρηµα 2.1.12. Η Φ είναι faithful.

Απόδειξη. Αρκεί να ϐρεθούν C∗-άλγεβρα C, faithful ϑετική γραµµική απεικόνιση
ω : C −→ M και ∗-οµοµορφισµός π από την C επί της B(α) τέτοια ώστε Φ ◦ π = ω.
Πράγµατι τότε κάθε x ∈ B(α) είναι π(y) για κάποιο y ∈ C άρα

Φ(x∗x) = 0⇒Φ(π(y)∗π(y)) = 0⇒ Φ(π(y∗y)) = 0⇒ Φ ◦ π(y∗y) = 0⇒ ω(y∗y) = 0

⇒y = 0⇒ x = 0
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΄Εστω C1 το σύνολο των συνεχών συναρτήσεων T −→ (B(H), || · ||) όπου T = {z ∈ C : |z| =
1}, C0 το σύνολο των συναρτήσεων στην C1 της µορφής z 7→ A−nU

−nz−n + ...+AnU
nzn

όπου A−n, ..., An ∈ M και C η norm κλειστή ϑήκη του C0. Εύκολα ελέγχει κανείς ότι
το C1 µε τις κατά σηµείο πράξεις, κατά σηµείο involution και την supremum νόρµα είναι
C∗-άλγεβρα 1 και ότι το C0 είναι αυτοσυζυγής υπάλγεβρα της C1 και άρα το C είναι C∗-
άλγεβρα. ΄Εστω ο ∗-οµοµορφισµός π : C −→ B(H) µε π(F ) = F (1) και ω : C −→ B(H)

η απεικόνιση που ορίζει η σχέση

〈ω(F )f, g〉 =

∫ 2π

0
〈F (eiθ)f, g〉dθ f, g ∈ H

εφόσον το δεξί µέλος είναι ϕραγµένη sesquilinear µορφή ως προς (f, g). Ακόµη από τη
σχέση αυτή προκύπτει ότι η ω είναι µια ϕραγµένη ϑετική γραµµική απεικόνιση. ΄Εστω
F ∈ C και ω(F ∗F ) = 0 τότε από

0 =〈ω(F ∗F )f, f〉 =

∫ 2π

0
〈F ∗F (eiθ)f, f〉dθ =

∫ 2π

0
〈F (eiθ)f, F (eiθ)f〉dθ

=

∫ 2π

0
||F (eiθ)f ||22dθ

και την συνέχεια της θ 7→ ||F (eiθ)f ||22 συµπεραίνουµε ότι για κάθε f ∈ H και θ ∈ R ισχύει
F (eiθ)f = 0 δηλαδή ότι F = 0 άρα η ω είναι faithful. ΄Εστω T ∈ C0 τότε ∀z ∈ T : T (z) =

A−nU
−nz−n + ...+AnU

nzn για κάποια A−n, ..., An ∈M και ∀f, g ∈ H:

〈ω(T )f, g〉 =

∫ 2π

0

〈(
n∑

κ=−n
AκU

κeiκθ

)
f, g

〉
dθ =

n∑
κ=−n

∫ 2π

0

〈
AκU

κeiκθf, g
〉
dθ

=

n∑
κ=−n

∫ 2π

0
eiκθ 〈AκUκf, g〉 dθ =

n∑
κ=−n

[
〈AκUκf, g〉

∫ 2π

0
eiκθdθ

]
= 〈A0f, g〉

δηλαδή ω(T ) = A0 άρα Φ ◦ π = ω στο C0 το οποίο είναι πυκνό στο C άρα Φ ◦ π = ω.
Ακόµη από το ω(C0) = M προκύπτει ω(C) = M έτσι από το π(C0) = B0(α) και το
γεγονός ότι το σύνολο τιµών ενός ∗-οµοµορφισµού µιας C∗-άλγεβρας είναι πλήρες (1.1.28)
προκύπτει ότι π(C) = B(α). ΄Ετσι τα C, π και ω είναι όπως τα Ϲητήσαµε και άρα η απόδειξη
ολοκληρώθηκε

Λήµµα 2.1.13. i) Η Φ είναι πολλαπλασιαστική στην A(α).

ii) A(α) ∩ A(α)∗ =M.

1Αν (X, ρ), (Y, d) µετρικοί χώροι, X συµπαγής και Y πλήρης τότε το {f ∈ Y X : f συνεχής } είναι πλήρης
µετρικός χώρος ως προς την µετρική s(f, g) = sup{d(f(x), g(x)) ∈ R : x ∈ X}.
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Απόδειξη. Για το i) παρατηρούµε ότι η Φ είναι πολλαπλασιαστική στην A0(α) οπότε είναι
και στη norm κλειστή ϑήκη της, A(α). ΄Εστω T αυτοσυζυγές στοιχείο της A(α) ∩ A(α)∗

τότε και το Φ(T ) είναι αυτοσυζυγές άρα

Φ((T − Φ(T ))∗(T − Φ(T ))) =Φ((T − Φ(T ))(T − Φ(T ))) = Φ((T − Φ(T ))Φ((T − Φ(T ))

=0

οπότε από το ότι η Φ είναι faithful έχουµε T = Φ(T ) ∈ M. ΄Ετσι, δείξαµε ότι, τα αυτοσυ-
Ϲυγή της C∗-άλγεβρας A(α)∩A(α)∗ ανήκουν στηνM και εφόσον τα αυτοσυζυγή στοιχεία
µιας C∗-άλγεβρας την παράγουν ως µιγαδικό διανυσµατικό χώρο έχουµε το ii).

Λήµµα 2.1.14. ΄Εστω ορθοµοναδιαίοι V1, V2 ∈ A(α) τέτοιοι ώστε

i) Για κάθε i ∈ {1, 2} ισχύει ViM = MVi και ο ∗-αυτοµορφισµός A 7→ ViAV
∗
i δρα

ελεύθερα.

ii) Ο V1 ανήκει στην Banach άλγεβρα που παράγει τοM∪ {V2}.

Τότε V1V
∗

2 ∈ A(α).

Απόδειξη. Αρχικά ϑα δείξω ότι Φ(Vi) = 0 για i = 1, 2. ΄Εστω, στοχεύοντας σε άτοπο, κάποιο
i ∈ {1, 2} και f ∈ L∞[0, 1] ώστε Φ(Vi) = Lf 6= 0. ΄Εστω A = {x ∈ [0, 1] : f(x) 6= 0}
και 0 6= Q ≤ LχA τέτοιο ώστε Q ⊥ ViQV

∗
i = 0 το οποίο υπάρχει από i). ΄Ετσι έχουµε

Φ(Vi)Q 6= 0 αλλά

Φ(Vi)Q = QΦ(Vi)Q = QΦ(ViQ) = QΦ(ViQV
∗
i Vi) = 0

το οποίο είναι άτοπο. ∆είξαµε έτσι ότι Φ(Vi) = 0 για i ∈ {0, 1}. Από V2M =MV2 έχουµε
ότι το

Γ =

{
n∑
i=0

AiV
i

2 : n ∈ N και Ai ∈M για i ∈ {0, ..., n}

}
είναι πυκνή υπάλγεβρα της Banach άλγεβρας που παράγει το {V2} ∪ M. ΄Ετσι έχουµε
από ii) ότι υπάρχει ακολουθία (Tn)n∈N στοιχείων του Γ τέτοια ώστε Tn → V1. ΄Εστω T ′n =

Tn−Φ(Tn) οπότε T ′n → V1−Φ(V1) = V1. ΄Εστω ένα τυχόν n ∈ N τότε αν T ′n =
∑κ

i=0AiV
i

2 ,
λόγω λήµµατος 2.1.13, έχουµε ότι

0 =Φ(Tn − Φ(Tn)) = Φ(T ′n) = Φ

(
κ∑
i=0

AiV
i

2

)
=

(
κ∑
i=0

AiΦ(V i
2 )

)

=A0 +

(
κ∑
i=1

AiΦ(V2)i

)
= A0
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άρα

T ′n =

κ∑
i=1

AiV
i

2 =

(
κ∑
i=1

AiV
i−1

2

)
V2

΄Ετσι δείξαµε ότι υπάρχει ακολουθία (T ′′n )n∈N στοιχείων του Γ έτσι ώστε T ′n = T ′′nV2 οπότε
έχουµε T ′n → V1 ⇒ T ′nV

∗
2 → V1V

∗
2 ⇒ T ′′nV2V

∗
2 → V1V

∗
2 ⇒ T ′′n → V1V

∗
2 από το οποίο

προκύπτει ότι V1V
∗

2 ∈ A(α) αφού ∀n ∈ N : T ′′n ∈ A(α).

Πόρισµα 2.1.15. Αν V ∈ A(α) ορθοµοναδιαίος τέτοιος ώστε

i) VM =MV και ο ∗-αυτοµορφισµός A 7→ V AV ∗ δρα ελεύθερα

ii) ΤοM∪ {V } παράγει την A(α) ως Banach άλγεβρα.

Τότε ο V επάγει τον α.

Απόδειξη. Ο A 7→ V AV ∗ δρα ελεύθερα και ανήκει στην A(α) δηλαδή στην Banach άλγε-
ϐρα που παράγει τοM∪{U} άρα από λήµµα 2.1.14 V U∗ ∈ A(α). Ο α δρα ελεύθερα και
από ii) ο U ανήκει στην Banach άλγεβρα που παράγει τοM∪{V } άρα από λήµµα 2.1.14
(V U∗)∗ = UV ∗ ∈ A(α)⇒ V U∗ ∈ A∗(α). ΄Αρα V U∗ ∈ A(α)∩A(α)∗ =M δηλαδή υπάρ-
χει ορθοµοναδιαίος W ∈ M τέτοιος ώστε V = WU οπότε V AV ∗ = WUA(WU)∗ =

Uα−1(W )A(Uα−1(W ))∗ = Uα−1(W )A(α−1(W ))∗U∗ = Uα−1(W )(α−1(W ))∗AU∗ =

UAU∗ = α(A).

Ας σηµειώσουµε ότι τα παραπάνω αναφέρονται στον τυχόντα εργοδικό ∗-αυτοµορφισµό
α που διατηρεί το µέτρο. ΄Ετσι οι παραπάνω ορισµοί έχουν νόηµα και τα παραπάνω
ϑεωρήµατα ισχύουν για κάθε τέτοιον α.

Θεώρηµα 2.1.16. ΄Εστω α, β εργοδικοί ∗-αυτοµορφισµοί τηςM που διατηρούν το µέτρο.

Υπάρχει ∗-αυτοµορφισµός τ τηςM που διατηρεί το µέτρο τέτοιος ώστε τ ◦ α = β ◦ τ αν και

µόνο αν υπάρχει ορθοµοναδιαίος T ∈ B(H) τέτοιος ώστε TA(α)T ∗ = A(β).

Απόδειξη. Για το ευθύ ϑεωρώ U1 ∈ A(α), U2 ∈ A(β) ορθοµοναδιαίους τελεστές που επά-
γουν τους α και β αντίστοιχα. Με τον ίδιο ακριβώς τρόπο που αποδείχθηκε η πρόταση
2.1.4 αποδεικνύεται ότι υπάρχει ορθοµοναδιαίος T ∈ B(H) που επάγει τον τ . ΄Ετσι από
τ ◦ α = β ◦ τ έχουµε

TU1AU
∗
1T
∗ = U2TAT

∗U∗2 ∀A ∈M

άρα

T ∗U∗2TU1A = AT ∗U∗2TU1 ∀A ∈M
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άρα από πρόταση 2.1.3 υπάρχει ορθοµοναδιαίο W ∈ M τέτοιο ώστε T ∗U∗2TU1 = W ⇒
TU1 = U2TW ⇒ TU1T

∗ = U2TWT ∗. Από την τελευταία σχέση συµπεραίνουµε ότι ο
TU1T

∗ ανήκει στην A(β), επάγει τον β και άρα παράγει µαζί µε την M την A(β) ως
Banach άλγεβρα. Εφόσον όµως και τοM∪ {U1} παράγει την A(α) ως Banach άλγεβρα
προκύπτει ότι TA(α)T ∗ = A(β).

Για το αντίστροφο παρατηρούµε ότι TMT ∗ = T (A(α) ∩ A(α)∗)T ∗ = TA(α)T ∗ ∩
TA(α)∗T ∗ = A(β) ∩ A(β)∗ = M οπότε ορίζεται ο ∗-αυτοµορφισµός τ : M −→ M µε
τ(A) = TAT ∗. ΄Εστω ότι οι ορθοµοναδιαίοι U1 ∈ A(α), U2 ∈ A(β) επάγουν τους α και β
αντίστοιχα. Αυτό που ϑέλουµε να δείξουµε είναι το τ ◦ α = β ◦ τ (τότε ο τ ϑα διατηρεί το
µέτρο από την πρόταση 2.1.1) το οποίο είναι ισοδύναµο µε

TU1AU
∗
1T
∗ = U2TAT

∗U∗2 ∀A ∈M

΄Ετσι αρκεί να δείξω ότι µπορώ να επιλέξω το U2 έτσι ώστε U2 = TU1T
∗ δηλαδή να δείξω

ότι αν το U1 επάγει τον α τότε το TU1T
∗ επάγει τον β. Εφόσον TA(α)T ∗ = A(β) και

η A(α) παράγεται ως Banach άλγεβρα από το M∪ {U1} έχουµε ότι το M∪ {TU1T
∗}

παράγει την A(β) οπότε από το πόρισµα 2.1.15 αρκεί να δείξω ότι ο A 7→ TU1T
∗ATU∗1T

∗

δρα ελεύθερα. Πράγµατι, έστω προβολή P ∈ M\{0} τότε από την ελεύθερη δράση του
α υπάρχει προβολή Q ∈ M\{0} τέτοια ώστε Q ≤ T ∗PT και QU1QU

∗
1 = 0 αλλά Q ≤

T ∗PT ⇒ TQT ∗ ≤ P και QU1QU
∗
1 = 0 ⇒ TQT ∗TU1T

∗TQT ∗TU∗1T
∗ = 0 δηλαδή

0 6= TQT ∗ ≤ P και TQT ∗ ⊥ TU1T
∗TQT ∗(TU1T

∗)∗. ΄Ετσι δείξαµε την ελεύθερη δράση
του A 7→ TU1T

∗ATU∗1T
∗ που ήταν το Ϲητούµενο.

2.2 Γενικεύσεις

Σε αυτήν την ενότητα αντί να έχουµε έναν εργοδικό ∗-αυτοµορφισµό τηςM που διατηρεί
το µέτρο ϑα ϑεωρήσουµε µια (διακριτή) οµάδα G και έναν ax ∗-αυτοµορφισµό τηςM που
διατηρεί το µέτρο και δρα ελεύθερα για κάθε x ∈ G τέτοια ώστε ∀x, y ∈ G : ax ◦ ay = axy.
Θα µελετήσουµε κατά πόσο η µέθοδος που χρησιµοποιήθηκε στην ενότητα 2.1 µπορεί να
γενικευτεί στο παραπάνω πλαίσιο. Συγκεκριµένα, από την πρόταση 2.1.4, ξέρουµε ότι για
κάθε x ∈ G υπάρχει ορθοµοναδιαίος Ux ∈ B(H) που επάγει τον ax. Μάλιστα η επιλογή
του Ux µπορεί να γίνει έτσι ώστε

i) ∀x, y ∈ G : UxUy = Uxy

ii) ∀x ∈ G : Ux1 = 1
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΄Ενας τρόπος να γίνει αυτή η επιλογή είναι να ϑεωρηθούν οι ορθοµοναδιαίοι Ux που
περιγράφονται στην απόδειξη της πρότασης 2.1.4, όπως δείχνουν οι σχέσεις 1 7→ ax(1)1 =

1 και A1 7→ axy(A)1 = ax ◦ ay(A)1 = ay(ax(A))1 για κάθε x, y ∈ G και A ∈ M. Για τα
επόµενα ϑα σταθεροποιήσουµε κάποιους ορθοµοναδιαίους Ux ∈ B(H) που επάγουν τους
ax αντίστοιχα και ικανοποιούν τις σχέσεις i) και ii) από πιο πάνω. Θα συµβολίζουµε µε
C00(G,M) το σύνολο των συναρτήσεων A : x 7→ Ax, από την G στηνM, µε πεπερασµένο
ϕορέα. Από τις σχέσεις UxA = ax(A)Ux για κάθε x ∈ G και A ∈ M συµπεραίνουµε ότι
το σύνολο

B0 =

{∑
x∈G

AxUx : A ∈ C00(G,M)

}
είναι αυτοσυζυγής υπάλγεβρα της B(H). ΄Οπως και στην ενότητα 2.1, εφαρµόζοντας την
πρόταση 2.1.5 για κάθε ax µε x στοG, παρατηρούµε ότι η B0 δεν εξαρτάται από την επιλογή
των Ux αλλά µόνο από τους ax. ΄Εστω B η norm κλειστή ϑήκη της B0. Η αποδείξεις των
παρακάτω δύο ϑεωρηµάτων είναι όµοιες µε τις αντίστοιχες αποδείξεις στην ενότητα 2.1.

Θεώρηµα 2.2.1. Αν A ∈ C00(G,M) και
∑

x∈GAxUx = 0 τότε ∀x ∈ G : Ax = 0.

Αυτό µας επιτρέπει να ορίσουµε πάλι µια γραµµική απεικόνιση Φ : B0 −→ M τέτοια
ώστε

Φ

(∑
x∈G

AxUx

)
= Ae

Θεώρηµα 2.2.2. Για κάθε T ∈ B0 ισχύει ότι ||Φ(T )|| ≤ ||T || και άρα η Φ επεκτείνεται σε

µια απεικόνιση B −→M. Ακόµη αυτή η απεικόνιση είναι ϑετική

Μια διακριτή οµάδα G λέγεται amenable αν υπάρχει πεπερασµένα προσθετικό µέτρο
πιθανότητας µ, ορισµένο στο δυναµοσύνολο της G, τέτοιο ώστε µ(E) = µ(xE) για κάθε
x ∈ G και E ⊆ G. ΄Ενας τέτοιος µ λέγεται µέσος. Στα [8] και [9] αποδεικνύεται ότι µια
οµάδα G είναι amenable αν και µόνο αν για κάθε πεπερασµένο F ⊆ G και ε > 0 υπάρχει
πεπερασµένο E ⊆ G τέτοιο ώστε ∀x ∈ F : |(#(xE ∩ E)/#(E)) − 1| < ε (Συνθήκη του
Følner).

΄Εστω C00(G) = {h : G −→ C | Η h έχει πεπερασµένο ϕορέα} και lx ∈ B(l2(G)) για
κάθε x ∈ G µε ∀ξ ∈ l2(G) : ∀y ∈ G : lx(ξ)(y) = ξ(x−1y). Θα λέµε ότι ένα h ∈ C00(G)

είναι ϑετικού τύπου αν ο τελεστής
∑

x∈G h(x)lx είναι ϑετικός.

Λήµµα 2.2.3. Το χ{e} είναι διαχωρίζον διάνυσµα της von Neumann άλγεβρας L που πα-

ϱάγει το {lx : x ∈ G}.
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Απόδειξη. Αν x ∈ G έστω rx ∈ B(l2(G)) τέτοιο ώστε ∀ξ ∈ l2(G) : ∀y ∈ G : rxξ(y) = ξ(yx).
Για κάθε y ∈ G ισχύει ότι rxly = lyrx άρα το rx µετατίθεται µε κάθε T ∈ L. ΄Ετσι αν T ∈ L
είναι τέτοιο ώστε T

(
χ{e}

)
= 0 τότε rxT

(
χ{e}

)
= 0 ⇒ Trx

(
χ{e}

)
= 0 ⇒ T

(
χ{x}

)
= 0.

Το Ϲητούµενο έπεται από το ότι το
{
χ{x} ∈ l2(G) : x ∈ G

}
είναι τοπολογική ϐάση του

l2(G).

Θεώρηµα 2.2.4. Τα παρακάτω είναι ισοδύναµα

i) Η G είναι amenable.

ii) Για κάθε h ∈ C00(G) ϑετικού τύπου ισχύει
∑

x∈G h(x) ≥ 0.

ii) Για κάθε πεπερασµένο F ⊆ G και ε > 0 υπάρχει ξ ∈ l2(G) µε ||ξ||2 = 1 τέτοιο ώστε

∀x ∈ F : |〈lxξ, ξ〉 − 1| < ε.

Απόδειξη. i)⇒ii): ΄Εστω, χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, h ∈ C00(G)\{0} ϑετικού τύπου και
τυχόν ε > 0. ΄Εστω F ο ϕορέας της H. Εφόσον η G είναι amenable υπάρχει E ⊆ G έτσι
ώστε ∀x ∈ F : |(|xE ∩ E|/|E|)− 1| < ε/

∑
t∈G |h(t)|. ΄Εστω ξ ∈ l2(G) µε ∀y ∈ G : ξ(y) =

|E|−1/2χE(y). ΄Εχουµε ότι

〈lxξ, ξ〉 =
∑
y∈G
|E|−1/2χE(x−1y)|E|−1/2χE(y)

χE(y)∈R
=

∑
y∈G
|E|−1χE(x−1y)χE(y)

=|xE ∩ E|/|E|

άρα

∀x ∈ F : | 〈lxξ, ξ〉 − 1| < ε∑
t∈G |h(t)|

΄Ετσι έχουµε∣∣∣∣∣∑
x∈G

h(x)−
∑
x∈G

h(x) 〈lxξ, ξ〉

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∑
x∈G

h(x)(1− 〈lxξ, ξ〉)

∣∣∣∣∣ ≤∑
x∈G
|h(x)| |(1− 〈lxξ, ξ〉)|

≤
∑
x∈G

(
|h(x)| ε∑

t∈G |h(t)|

)
=

ε∑
t∈G |h(t)|

∑
x∈G
|h(x)| = ε

Ακόµη ισχύει ∑
x∈G

h(x) 〈lxξ, ξ〉 =

〈(∑
x∈G

h(x)lx

)
ξ, ξ

〉
≥ 0

διότι ο τελεστής
∑

x∈G h(x)lx είναι ϑετικός. Εφόσον το ε ήταν τυχαίος ϑετικός αριθµός
δείξαµε ότι οσοδήποτε κοντά στο

∑
x∈G h(x) υπάρχουν µη αρνητικοί πραγµατικοί αριθµοί

άρα
∑

x∈G h(x) ≥ 0
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ii)⇒iii): ΄Εστω, στοχεύοντας σε άτοπο, ε > 0 και x1, ..., xn ∈ G τέτοια ώστε για κάθε
ξ ∈ l2(G) µε ||ξ||2 = 1 υπάρχει i ∈ {1, ..., n} µε | 〈lxiξ, ξ〉−1| ≥ ε. Από λήµµα 2.2.3 και το
([5], σ. 222) προκύπτει ότι κάθε normal state της von Neumann άλγεβρας L που παράγει
το {lx : x ∈ G} είναι vector state. Από αυτό έχουµε ότι το σύνολο των vector states της L
είναι κυρτό και άρα το K = {(lx1ξ, ..., lxnξ) ∈ Cn : ξ ∈ l2(G) και ||ξ||2 = 1} είναι κυρτό.
Ακόµη παρατηρούµε ότι από την επιλογή των x1, ..., xn ισχύει ότι (1, 1, ..., 1) /∈ K. Από τα
παραπάνω και τα διαχωριστικά ϑεωρήµατα Hahn-Banach, έχουµε ότι υπάρχει γραµµική
απεικόνιση F : Cn −→ C και r ∈ R τέτοια ώστε ReF (1, 1, ..., 1) < r και ReF (z) ≥ r για
κάθε z ∈ K. ΄Εστω (α1, ..., αn) ∈ Cn ο πίνακας της F ως προς την κανονική ϐάση του Cn

΄Εστω τυχόν ξ ∈ l2(G) µε ||ξ||2 = 1 τότε από την επιλογή της F ισχύει

Re(F (〈lx1ξ, ξ〉 , ..., 〈lxnξ, ξ〉)) ≥ r ⇔Re

(
n∑
i=1

αi 〈lxiξ, ξ〉

)
≥ r

⇔1

2

(
n∑
i=1

αi 〈lxiξ, ξ〉+

n∑
i=1

αi 〈lxiξ, ξ〉

)
≥ r

⇔1

2

(
n∑
i=1

[αi 〈lxiξ, ξ〉+ αi 〈ξ, lxiξ〉]

)
≥ r

⇔1

2

(
n∑
i=1

[
αi 〈lxiξ, ξ〉+ αi

〈
lx−1

i
ξ, ξ
〉])

≥ r 〈ξ, ξ〉

⇔

〈(
n∑
i=1

[
αi
2
lxi +

αi
2
lx−1

i
− rI

])
ξ, ξ

〉
≥ 0

και εφόσον το ξ ήταν τυχόν µοναδιαίο διάνυσµα του l2(G) ο
∑n

i=1

[
αi
2 lxi + αi

2 lx−1
i
− rI

]
είναι ϑετικός. ΄Οµως ReF (1, 1, ..., 1) < r ⇔ Re (

∑n
i=1 αi)− r < 0⇔

∑n
i=1 [αi/2 + αi/2]

−r < 0 το οποίο είναι άτοπο από την υπόθεση (Για h = (
∑n

i=1[αiχ{xi} + αiχ{x−1
i }

]) /2

−rχ{e}).

iii)⇒i): Για κάθε x1, ..., xn ∈ G και ε > 0 ϑέτω Kε,x1,...,xn το σύνολο των πεπερασµένα
προσθετικών µέτρων µ τα οποία είναι ορισµένα στο δυναµοσύνολο της G και ικανοποιούν
∀E ⊆ G : ∀i ∈ {1, ..., n} : |µ(xiE)− µ(E)| < ε. Παρατηρούµε ότι το [0, 1]P(G) εφοδιασµέ-
νο µε την τοπολογία της κατά σηµείο σύγκλισης κάνει το Kε,x1,...,xn συµπαγές για κάθε
x1, ..., xn ∈ G και ε > 0. Το Ϲητούµενο ϑα προκύψει δείχνοντας ότι⋂

{Kε,x1,...,xn : x1, ..., xn ∈ G και ε > 0} 6= 0

Από τη συµπάγεια των Kε,x1,...,xn όµως, αρκεί να δείξω ότι για τυχόν x1, ..., xn ∈ G και
ε > 0 το Kε,x1,...,xn είναι µη κενό. Από την υπόθεση υπάρχει ξ ∈ l2(G) µε ||ξ||2 = 1 τέτοιο
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ώστε ∀i ∈ {1, ..., n} : |〈lx−1
i
ξ, ξ〉 − 1| < ε2/8. ΄Εστω µ(E) =

∑
x∈E |ξ(x)|2 για κάθε E ⊆ G.

Το µ είναι πεπερασµένα προσθετικό µέτρο για κάθε i ∈ {1, ..., n} και E ⊆ G ισχύει

|µ(E)− µ(xiE)| =

∣∣∣∣∣∑
t∈G

χE(x)ξ(t)ξ(t)−
∑
t∈G

χE(x)ξ(xit)ξ(xit)

∣∣∣∣∣
=
∣∣∣〈χE · ξ, ξ〉 − 〈χE · lx−1

i
ξ, lx−1

i
ξ〉
∣∣∣

=
∣∣∣〈χE · ξ, ξ〉 − 〈χE · ξ, lx−1

i
ξ〉+ 〈χE · ξ, lx−1

i
ξ〉 − 〈χE · lx−1

i
ξ, lx−1

i
ξ〉
∣∣∣

=
∣∣∣〈χE · ξ, ξ − lx−1

i
ξ〉+ 〈χE · ξ − χE · lx−1

i
ξ, lx−1

i
ξ〉
∣∣∣

≤
∣∣∣||χE · ξ||2 · ||ξ − lx−1

i
ξ||2 + ||lx−1

i
ξ||2 · ||χE(ξ − lx−1

i
ξ)||2

∣∣∣ ≤ 2||ξ − lx−1
i
ξ||2

=2
(〈
ξ − lx−1

i
ξ, ξ − lx−1

i
ξ
〉)1/2

=2
(
||ξ||22 −

〈
ξ, lx−1

i
ξ
〉
−
〈
lx−1

i
ξ, ξ
〉

+ ||lx−1
i
ξ||22
)1/2

=2

(
2−

〈
lx−1

i
ξ, ξ
〉
−
〈
lx−1

i
ξ, ξ
〉)1/2

= 2
(

2− 2Re
〈
lx−1

i
ξ, ξ
〉)1/2

=2
(

2
(

1−Re
〈
lx−1

i
ξ, ξ
〉))1/2

≤ 2
(

2
∣∣∣1− 〈lx−1

i
ξ, ξ
〉∣∣∣)1/2

< 2
(
2(ε2/8)

)1/2
= ε

άρα µ ∈ Kε,x1,...,xn ⇒ Kε,x1,...,xn 6= ∅.

Ας σηµειωθεί ότι το ‘πεπερασµένα προσθετικό‘ στην οριστική συνθήκη µε την οποί-
α ορίσαµε τα Kε,x1,...,xn είναι αυτό που τα κάνει συµπαγή. ΄Ετσι παρόλο που το µ που
κατασκευάστηκε στην απόδειξη είναι µέτρο πιθανότητας αποδείξαµε µόνο την ύπαρξη πε-
περασµένα προσθετικού αναλλοίωτου µέτρου πιθανότητας.

Προσπαθώντας να δείξουµε ότι η Φ είναι faithful ϑέλουµε να ορίσουµε, όπως και
στην απόδειξη της πρότασης 2.1.12, µια C∗-άλγεβρα C, µια faithful ϑετική γραµµική
απεικόνιση ω : C −→ M και έναν ∗-οµοµορφισµό π από την C επί της B τέτοια ώστε
Φ ◦ π = ω. Θα δούµε ότι έχοντας ορίσει τα C και ω ϑα ορίσουµε έναν ∗-οµοµορφισµό π0

από µια πυκνή υπάλγεβρα της C στην B ο οποίος τελικά επεκτείνεται στην B αν και µόνο
αν η G είναι amenable.

Παρατηρώντας ότι για κάθε x, y ∈ G και A,B ∈M

(AUx ⊗ lx)(BUy ⊗ ly) = (AUxBUy ⊗ lxy) = (Aax(B)Uxy ⊗ lxy)

και (AUx ⊗ lx)∗ = (Ux−1A∗ ⊗ lx−1) = (ax−1(A∗)Ux−1 ⊗ lx−1)
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συµπεραίνουµε ότι το σύνολο

C0 =

{∑
x∈G

AxUx ⊗ lx ∈ B(H ⊗ l2(G)) : A ∈ C00(G,M)

}

είναι ∗-υπάλγεβρα της B(H⊗ l2(G)). ΄Εστω C η norm κλειστή ϑήκη της C0 , η οποία είναι
C∗-άλγεβρα. Ακόµη για κάθε T ∈ C η σχέση

〈ω(T )f, g〉 =
〈
T (f ⊗ χ{e}), g ⊗ χ{e}

〉
f, g ∈ H

ορίζει τελεστή ω(T ) ∈ B(H) αφού το δεξί µέλος είναι ϕραγµένη sesquilinear µορφή ως
προς (f, g). Πράγµατι∣∣〈T (f ⊗ χ{e}), g ⊗ χ{e}

〉∣∣ ≤ ||T || · ||f ||2 · ||g||2
Προκύπτει άµεσα ότι η ω είναι ϑετική γραµµική απεικόνιση από την C στην B(H) και
∀T ∈ C : ||ω(T )|| ≤ ||T ||.

Θεώρηµα 2.2.5. Η ω είναι faithful και ω(
∑

x∈GAxUx⊗lx) = Ae για κάθεA ∈ C00(G,M).

Απόδειξη. Αν x ∈ G έστω rx ∈ B(l2(G)) τέτοιο ώστε ∀ξ ∈ l2(G) : ∀y ∈ G : rxξ(y) = ξ(yx).
Για κάθε y ∈ G και A ∈ M ισχύει (AUy ⊗ ly)(I ⊗ rx) = (I ⊗ rx)(AUy ⊗ ly) άρα ο
I ⊗ rx µετατίθεται µε τα στοιχεία της C0 και άρα της C. ΄Εστω T ∈ C µε ω(T ∗T ) =

0, τότε
∥∥T (f ⊗ χ{e})

∥∥2
=
〈
T (f ⊗ χ{e}), T (f ⊗ χ{e})

〉
=
〈
T ∗T (f ⊗ χ{e}), f ⊗ χ{e}

〉
=

〈ω(T ∗T )f, f〉 = 0 και άρα T (f ⊗ rxχ{e}) = T (I⊗ rx)(f ⊗χ{e}) = (I⊗ rx)T (f ⊗χ{e}) = 0

και εφόσον το {f⊗rxχ{e} ∈ H⊗l2(G) : f ∈ H και x ∈ G} παράγει τονH⊗l2(G) ως χώ-
ϱο Hilbert έχουµε ότι T = 0. ΄Ετσι δείξαµε ότι η ω είναι faithful. Τέλος, αν A ∈ C00(G,M)

έχουµε 〈
ω

(∑
x∈G

AxUx ⊗ lx

)
f, g

〉
=

〈(∑
x∈G

AxUx ⊗ lx

)
f ⊗ χ{e}, g ⊗ χ{e}

〉

=

〈∑
x∈G

[
(AxUx ⊗ lx)

(
f ⊗ χ{e}

)]
, g ⊗ χ{e}

〉

=

〈∑
x∈G

AxUxf ⊗ lxχ{e}, g ⊗ χ{e}

〉
=
∑
x∈G

〈
AxUxf ⊗ lxχ{e}, g ⊗ χ{e}

〉
=
∑
x∈G

(
〈AxUxf, g〉

〈
lxχ{e}, χ{e}

〉)
= 〈Aef, g〉

για κάθε f, g ∈ H (x 6= e⇒ lxχ{e} ⊥ χ{e}). ΄Αρα ω
(∑

x∈GAxUx ⊗ lx
)

= Ae.
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Λήµµα 2.2.6. Αν A ∈ C00(G,M) και
∑

x∈GAxUx ⊗ lx = 0 τότε Ax = 0 για κάθε x ∈ G.

Απόδειξη. ΄Εστω τυχόν x0 ∈ G, ϑέλουµε να δείξουµε ότι Ax0 = 0. Πράγµατι∑
x∈G

AxUx ⊗ lx = 0⇒(Ux−1
0
⊗ lx−1

0
)
∑
x∈G

AxUx ⊗ lx = 0⇒
∑
x∈G

Ux−1
0
AxUx ⊗ lx−1

0 x = 0

⇒
∑
x∈G

ax−1
0

(Ax)Ux−1
0 x ⊗ lx−1

0 x = 0

⇒ω

(∑
x∈G

ax−1
0

(Ax)Ux−1
0 x ⊗ lx−1

0 x

)
= 0⇒ ax−1

0
(Ax0) = 0⇒ Ax0 = 0

Το λήµµα αυτό µας επιτρέπει να ορίσουµε τον ∗-οµοµορφισµό π0 : C0 −→ B µε
π0

(∑
x∈GAxUx ⊗ lx

)
=
∑

x∈GAxUx για κάθεA ∈ C00(G,M). Παρατηρούµε ότι π0(C0) =

B0 και ότι Φ ◦ π0 = ω �C0 .

Θεώρηµα 2.2.7. Ο π0 είναι ϕραγµένος αν και µόνο αν η Φ είναι faithful.

Απόδειξη. Αν ο π0 είναι ϕραγµένος τότε επεκτείνεται σε έναν επί ∗-οµοµορφισµό
π : C −→ B και η Φ αποδεικνύεται faithful όπως και στην πρόταση 2.1.12. Για το
αντίστροφο, στοχεύοντας σε άτοπο, ϑεωρώ T ∈ C0 τέτοιο ώστε ‖T‖ ≤ 1 και ‖π0(T )‖ > 1.
Τότε 1 < ‖π0(T )‖2 = ‖π0(T )∗π0(T )‖ = ‖π0(T ∗T )‖ και π0(T ∗T ) ≥ 0. Θέτουµε D = T ∗T .
Από το ϑεώρηµα του Gelfand µπορώ να ταυτίσω την C∗-άλγεβρα που παράγει το {π0(D), I}
µε την C(X) για κάποιον συµπαγή τοπολογικό χώρο X. ΄Εστω λοιπόν ότι ο π0(D) είναι
µια f ∈ C(X). ΄Εστω r = (||f ||∞ + 1)/2 οπότε από ||f ||∞ > 1 έχουµε r > 1 και {x ∈
X : f(x) > r} 6= ∅. Από το λήµµα του Urysohn υπάρχει g ∈ C(X) τέτοια ώστε g(x0) = 1

για κάποιο x0 ∈ {x ∈ X : f(x) > r}, g(x) = 0 για κάθε x ∈ X\{x ∈ X : f(x) > r}
και 0 ≤ g(x) ≤ 1 ∀x ∈ X. Παρατηρούµε ακόµη ότι ∀n ∈ {1, ...} : g(x)fn(x) ≥ rng(x).
Συνοψίζοντας τα παραπάνω και ϑέτοντας A ∈ B τον τελεστή που αντιστοιχεί στην g έχουµε
ότι A 6= 0, 0 ≤ A ≤ 1, Aπ0(D) = π0(D)A και Aπ0(D)n ≥ rnA για κάθε n ∈ {1, ...}.
Εφόσον από υπόθεση η Φ είναι faithful έχουµε Φ(A) 6= 0 και άρα από 1.1.9 υπάρχει ρ1

state της B τέτοιο ώστε ρ1 (Φ(A)) 6= 0. ΄Εστω ρ το state ρ1◦Φ (η Φ είναι ϑετική και Φ(I) = I

) για το οποίο ισχύει ρ ◦ Φ = ρ. ΄Ετσι έχουµε Aπ0(D)n ≤ rnA ⇒ ρ(Aπ0(D)n) ≤ rnρ(A),
A2 ≤ I ⇒ ρ(A2) ≤ 1 και D2n ≤ I ⇒ ρ ◦ ω(D2n) ≤ ρ ◦ ω(I) = 1 για κάθε n ∈ {1, ..., }
οπότε από ανισότητα Cauchy-Schwarz για states έχουµε

r2nρ(A)2 ≤ρ (Aπ0(D)n)2 ≤ ρ(A2)ρ
(
π0(D)2n

)
≤ ρ

(
π0

(
D2n

))
= ρ ◦ Φ ◦ π0(D2n)

=ρ ◦ ω(D2n) ≤ 1

για κάθε n ∈ {1, ...}. Το οποίο είναι άτοπο εφόσον r > 1 και ρ(A) > 0.
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΄Εστω Λ1,Λ2 οι C∗-άλγεβρες που παράγονται από τα {Ux⊗ lx ∈ B(H⊗ l2(G)) : x ∈ G}
και {lx ∈ B(l2(G)) : x ∈ G} αντίστοιχα.

Θεώρηµα 2.2.8. Υπάρχει ∗-ισοµορφισµός σ : Λ1 −→ Λ2 τέτοιος ώστε

σ(
∑

x∈G h(x)Ux ⊗ lx) =
∑

x∈G h(x)lx για κάθε h ∈ C00(G).

Απόδειξη. ΄Εστω σ : Λ1 −→ Λ2 η γραµµική απεικόνιση που ορίζεται από τη σχέση

〈σ(T )ξ, h〉 = 〈T (1⊗ ξ), 1⊗ h〉 ξ, h ∈ l2(G)

δεδοµένου ότι | 〈T (1⊗ ξ), 1⊗ h〉 | ≤ ||T || · ||1 ⊗ ξ|| · ||1 ⊗ h|| = ||T || · ||ξ|| · ||h||. ΄Εστω
s ∈ C00(G) τότε για κάθε ξ, h ∈ l2(G) έχουµε〈

σ

(∑
x∈G

s(x)Ux ⊗ lx

)
ξ, h

〉
=

〈(∑
x∈G

s(x)Ux ⊗ lx

)
(1⊗ ξ), 1⊗ h

〉
Ux1=1

=

〈∑
x∈G

s(x)(1⊗ lxξ), 1⊗ h

〉
=
∑
x∈G

s(x) 〈1⊗ lxξ, 1⊗ h〉

=
∑
x∈G

s(x) 〈lxξ, h〉 =

〈(∑
x∈G

s(x)lx

)
ξ, h

〉

άρα σ
(∑

x∈G s(x)Ux ⊗ lx
)

=
∑

x∈G s(x)lx για κάθε τέτοιο s. Από την τελευταί-
α σχέση παρατηρούµε ότι ο σ, περιορισµένος στην ∗-άλγεβρα των τελεστών της µορφής∑

x∈G s(x)Ux⊗ lx για s ∈ C00(G), είναι ∗-οµοµορφισµός. ΄Ετσι, εφόσον αυτή η ∗-άλγεβρα
είναι πυκνή στην Λ1 και η εικόνα της µέσο του σ πυκνή στην Λ2, ο σ : Λ1 −→ Λ2 είναι
∗-οµοµορφισµός επί της Λ2.

Μένει να δειχθεί ότι ο σ είναι ένα προς ένα. ΄Εστω το συναρτησοειδές ρ : Λ2 −→ C µε
ρ(T ) = 〈Tχ{e}, χ{e}〉 για κάθε T ∈ Λ2. Τότε

ω(Ux ⊗ lx) =

I αν x = e

0 αλλιώς

και

ρ ◦ σ(Ux ⊗ lx)I =
〈
lxχ{e}, χ{e}

〉
I =

I αν x = e

0 αλλιώς

δηλαδή ω(Ux⊗lx) = ρ◦σ(Ux⊗lx)I για κάθε x ∈ G και το {Ux⊗lx ∈ B(H⊗l2(G)) : x ∈ G}
παράγει την Λ1 ως C∗-άλγεβρα άρα ω(T ) = ρ ◦ σ(T )I για κάθε T ∈ Λ1. ΄Ετσι τελικά, από
το ότι η ω είναι faithful, έχουµε ότι σ(T ) = 0⇒ ω(T ∗T ) = ρ ◦ σ(T ∗T )I = ρ(σ(T ∗T ))I =

ρ(σ(T )∗σ(T ))I = 0⇒ T = 0



30 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΜΗ-ΑΥΤΟΣΥΖΥΓΕΙΣ ΑΛΓΕΒΡΕΣ

Θεώρηµα 2.2.9. Η G είναι amenable αν και µόνο αν η Φ είναι faithful.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι η G είναι amenable. Από ϑεώρηµα 2.2.7 αρκεί να δείξω ότι ο π0 είναι
ϕραγµένος. ΄Εστω A ∈ C00(G,M) µε ϕορέα F ⊆ G και τυχόν ε > 0 οπότε από το ότι η G
είναι amenable υπάρχει ξ ∈ l2(G) µε ||ξ||2 = 1 και ∀x ∈ F : |〈lxξ, ξ〉 − 1| < ε. ΄Ετσι αν,
f, g ∈ H, έχουµε∣∣∣∣∣

〈(∑
x∈G

AxUx ⊗ lx

)
(f ⊗ ξ), g ⊗ ξ

〉
−

〈(∑
x∈G

AxUx

)
f, g

〉∣∣∣∣∣ =∣∣∣∣∣
〈∑
x∈G

AxUxf ⊗ lxξ, g ⊗ ξ

〉
−

〈∑
x∈G

AxUxf, g

〉∣∣∣∣∣ =∣∣∣∣∣∑
x∈G
〈AxUxf ⊗ lxξ, g ⊗ ξ〉 −

∑
x∈G
〈AxUxf, g〉

∣∣∣∣∣ =∣∣∣∣∣∑
x∈G
〈AxUxf, g〉 〈lxξ, ξ〉 −

∑
x∈G
〈AxUxf, g〉

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∑
x∈G
〈AxUxf, g〉 (〈lxξ, ξ〉 − 1)

∣∣∣∣∣ ≤∑
x∈G
|〈AxUxf, g〉| |〈lxξ, ξ〉 − 1| ≤ ε

∑
x∈G
|〈AxUxf, g〉|

άρα∣∣∣∣∣
〈(∑

x∈G
AxUx

)
f, g

〉∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣
〈(∑

x∈G
AxUx ⊗ lx

)
(f ⊗ ξ), g ⊗ ξ

〉∣∣∣∣∣+ ε
∑
x∈G
|〈AxUxf, g〉|

≤

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∑
x∈G

AxUx ⊗ lx

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣+ ε

∑
x∈G
|〈AxUxf, g〉|

΄Ετσι, εφόσον το ε ήταν τυχών ϑετικός, έχουµε∣∣∣∣∣
〈(∑

x∈G
AxUx

)
f, g

〉∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∑
x∈G

AxUx ⊗ lx

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

άρα∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∑
x∈G

AxUx

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ = sup

{∣∣∣∣∣
〈(∑

x∈G
AxUx

)
f, g

〉∣∣∣∣∣ ∈ R : f, g ∈ H

}
≤

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∑
x∈G

AxUx ⊗ lx

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

εποµένως ο π0 είναι ϕραγµένος.

΄Εστω τώρα ότι η Φ είναι faithful. Από ϑεώρηµα 2.2.7 ο π0 είναι ϕραγµένος και άρα
επεκτείνετε σε έναν ∗-οµοµορφισµό π : C −→ B. ΄Εστω τυχόν h ∈ C00(G) ϑετικού τύπου,
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τότε

∑
x∈G

h(x)lx ≥ 0⇒π ◦ σ−1

(∑
x∈G

h(x)lx

)
≥ 0⇒ π

(∑
x∈G

h(x)Ux ⊗ lx

)
≥ 0

⇒
∑
x∈G

h(x)Ux ≥ 0⇒

〈(∑
x∈G

h(x)Ux

)
1, 1

〉
≥ 0

Ux1=1⇒

〈∑
x∈G

h(x)1, 1

〉
≥ 0⇒

∑
x∈G

h(x) ≥ 0

όπου σ όπως στο ϑεώρηµα 2.2.8. ΄Ετσι από το ϑεώρηµα 2.2.4 η G είναι amenable.

2.3 Τοπολογικά δυναµικά συστήµατα

Σε αυτήν την ενότητα ϑα προσπαθήσουµε να δείξουµε ένα ϑεώρηµα παρόµοιο µε το 2.1.16
αλλά αυτή τη ϕορά για µια ιδιαίτερη κλάση τοπολογικών δυναµικών συστηµάτων. Συγ-
κεκριµένα, αν X τοπικά συµπαγής χώρος Hausdorff και φ οµοιοµορφισµός του X επί
του X, ϑα λέµε ότι το (X,φ) είναι τοπολογικό δυναµικό σύστηµα τύπου 1 αν υπάρχει µη
ατοµικό κανονικό Borel µέτρο πιθανότητας m τέτοιο ώστε ο L2(m) να είναι διαχωρίσιµος
και

i) m ◦ φ = m

ii) m(U) > 0 για κάθε ανοικτό U

iii) m ({ x ∈ X | ∃n ∈ Z\{0} : φn(x) = x }) = 0

Σε αυτή την ενότητα ϑα λέµε ότι ένα τέτοιο m είναι συµβατό µε το (X,φ). Το m µετατρέπει
τον X σε έναν χώρο µέτρου ο οποίος από το ([10], πορ. 10) είναι ισόµορφος µε το [0, 1]

εφοδιασµένο µε το µέτρο Lebesgue. Για τον λόγο αυτό ϑα ϑεωρούµε δεδοµένο ότι οι
ορισµοί και τα ϑεωρήµατα που αναπτύχθηκαν στις ενότητες 2.1 και 2.2 έχουν νόηµα
και ισχύουν για τον X εφοδιασµένο µε το m. Σταθεροποιώντας ένα τέτοιο m µπορούµε να
ορίσουµε την C∗-άλγεβρα D = {Lf ∈ B(L2(m)) : f ∈ C0(X)}. Παρατηρήστε ότι το ii) από
τις παραπάνω συνθήκες εξασφαλίζει ότι ο f 7→ Lf είναι ∗-ισοµορφισµός από την C0(X)

στην D. Το i) από τις παραπάνω συνθήκες µας επιτρέπει να ορίσουµε τον ορθοµοναδιαίο
U ∈ B(L2(m)) µε

Uf = f ◦ φ f ∈ L2(m)
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Πράγµατι για κάθε f ∈ L2(m)

||f ||22 =

∫
X
|f |2dm m◦φ=m

=

∫
X
|f ◦ φ|2dm = ||Uf ||22

Θα συµβολίζουµε µε P (X,φ,m) την Banach άλγεβρα που παράγει το {DUn ∈ B(L2(m)) :

n ∈ {0, 1, ...} και D ∈ D} για την οποία ϑα δείξουµε σε λίγο ότι είναι µέχρις ισοµορφισµού
ανεξάρτητη από το m. Ο φ ορίζει τον ∗-αυτοµορφισµό a′ της {Lf ∈ B(L2(m)) : f ∈
L∞(m)} µε a′(Lf ) = Lf◦φ για κάθε f ∈ L∞(m), του οποίου οι δυνάµεις δρουν ελεύθερα
από το iii) στις παραπάνω συνθήκες και το λήµµα 2.1.7. Επίσης για κάθε f ∈ L∞(m)

ισχύει

∀g ∈ L2(m) : ULfU
−1g = U(f · (g ◦ φ−1)) = (f · (g ◦ φ−1)) ◦ φ = (f ◦ φ) · g = Lf◦φg

δηλαδή ULfU−1 = Lf◦φ οπότε ο U επάγει τον a′ όπως στην ενότητα 2.1. Από τη σύνδεση
αυτή ορίζεται η Φ από την C∗-άλγεβρα που παράγει το {Lf ∈ B(L2(m)) : f ∈ L∞(m)}∪U
στην {Lf ∈ B(L2(m)) : f ∈ L∞(m)} της ενότητας 2.2 (όπου G = Z η οποία είναι
amenable, an = a′n και Un = Un) οπότε και ισχύει

Φ

(
n∑

i=−n
AiU

i

)
= A0 A−n, ..., An ∈ {Lf ∈ B(L2(m)) : f ∈ L∞(m)}

Θα συµβολίζουµε µεB(X,φ,m) την C∗-άλγεβρα που παράγει η P (X,φ,m). Παρατηρήστε
ότι ο περιορισµός της Φ στην B(X,φ,m) έχει σύνολο τιµών την D.

Λήµµα 2.3.1. P (X,φ,m) ∩ P ∗(X,φ,m) = D

Απόδειξη. Αρκεί να δείξω ότι P (X,φ,m) ∩ P ∗(X,φ,m) ⊆ D. ΄Εστω A ∈ P (X,φ,m) ∩
P ∗(X,φ,m). Από το λήµµα 2.1.13 προκύπτει ότι A ∈ {Lf ∈ B(L2(m)) : f ∈ L∞(m)}
και άρα Φ(A) = A οπότε από το Φ(P (X,φ,m)) = D έχουµε ότι A ∈ D. ∆είξαµε έτσι ότι
P (X,φ,m) ∩ P ∗(X,φ,m) ⊆ D.

Ακόµη σηµειώνουµε ότι το µέτρο m ορίζει faithful state ρ′ : D −→ C µε

ρ′(Lf ) =

∫
X
fdm f ∈ C0(X)

Θέτουµε ρ = ρ′ ◦ Φ : B(X,φ,m) −→ C το οποίο είναι επίσης faithful εφόσον τέτοια είναι
και τα ρ′,Φ. Παρατηρήστε ότι, εφόσον ο φ είναι οµοιοµορφισµός, ο a = a′ �D είναι ∗-
αυτοµορφισµός της D. Για δοσµένοm συµβατό µε το (X,φ) αν D, a, U,Φ, ρ είναι όπως πιο
πάνω ϑα λέµε ότι το (X,φ,m) επάγει τα D, a, U,Φ, ρ αντίστοιχα. Προχωράµε στο επόµενο
ϑεώρηµα του οποίου πόρισµα ϑα είναι η ανεξαρτησία της P (X,φ,m) από τοm αφού πρώτα
αναφέρουµε το εξής λήµµα χωρίς απόδειξη ([4], πρ. 2.5).
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Λήµµα 2.3.2. ΄ΕστωA1, A2 C
∗-άλγεβρες και ρ1, ρ2 ϑετικά faithful συναρτησοειδή ορισµένα

στις A1, A2 αντίστοιχα. ΄Εστω M1,M2 πυκνές ∗-υπάλγεβρες των A1, A2 αντίστοιχα και

τ : M1 −→M2 ∗-οµοµορφισµός τέτοιος ώστε ρ2 ◦ τ = ρ1 �M1 . Τότε ο τ επεκτείνετε µοναδικά

σε έναν ∗-ισοµορφισµό από την A1 στην A2.

Θεώρηµα 2.3.3. ΄Εστω (X1, φ1), (X2, φ2) τοπολογικά δυναµικά συστήµατα τύπου 1 και

m1,m2 συµβατά µέτρα αντίστοιχα. ΄Εστω ακόµη D1,D2 οι C∗-άλγεβρες, U1, U2 οι ορθοµο-

ναδιαίοι τελεστές και a1, a2 οι ∗-αυτοµορφισµοί που επάγουν τα (X1, φ1,m1), (X2, φ2,m2)

αντίστοιχα. Αν λ : D1 −→ D2 είναι ∗-ισοµορφισµός τέτοιος ώστε λ ◦a1 = a2 ◦λ τότε υπάρχει

∗-ισοµορφισµός τ : B(X1, φ1,m1) −→ B(X2, φ2,m2) τέτοιος ώστε να ικανοποιεί

τ

(
n∑

i=−n
AiU

i
1

)
=

n∑
i=−n

λ(Ai)U
i
2 A−n, ..., An ∈ D1

και να απεικονίζει την P (X1, φ1,m1) ισοµετρικά επί της P (X2, φ2,m2).

Απόδειξη. ΄Εστω, για i ∈ {1, 2}

Λi =

{
n∑

κ=−n
AκU

κ
i ∈ B(Xi, φi,mi) : n ∈ N και A−n, ..., An ∈ Di

}

τότε, από την κατασκευή της B(Xi, φi,mi) και την σχέση UiDiU−1
i = Di, προκύπτει ότι το

Λi είναι πυκνή ∗-υπάλγεβρα τηςB(Xi, φi,mi). ΄Εστω Φ1 : B(X1, φ1,m1) −→ D1 η faithful
γραµµική απεικόνιση που επάγει το (X1, φ1,m1) και ρ2 το faithful state που επάγεται από
το (X2, φ2,m2). Για κάθε A−n, ..., An ∈ D1 και κ ∈ {−n, .., n} ισχύει

n∑
i=−n

AiU
i
1 = 0⇒

(
n∑

i=−n
AiU

i
1

)
U−κ = 0⇒

n∑
i=−n

AiU
i−κ
1 = 0

⇒Φ1

(
n∑

i=−n
AiU

i−κ
1

)
= 0⇒ Ak = 0

΄Αρα ο παρακάτω τύπος ορίζει γραµµική απεικόνιση τ0 από το Λ1 επί του Λ2.

τ0

(
n∑

i=−n
AiU

i
1

)
=

n∑
i=−n

λ(Ai)U
i
2

Από τις σχέσεις

τ0(AUκ1BU
m
1 ) =τ0(Aaκ1(B)Uκ+m

1 ) = λ(A)λ ◦ aκ1(B)Uκ+m
2 = λ(A)aκ2(λ(B))Uκ+m

2

=λ(A)Uκ2 λ(B)Um2 = τ0(AUκ1 )τ0(BUm1 )
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και

τ0(AUκ1 )∗ =(λ(A)Uκ2 )∗ = U−κ2 λ(A∗) = a−κ2 ◦ λ(A∗)U−κ2 = λ(a−κ1 (A∗))U−κ2

=τ0(a−κ1 (A∗)U−κ1 ) = τ0(U−κ1 A∗) = τ0((AUκ1 )∗)

όπου A,B ∈ D1 και m,κ ∈ Z, συµπεραίνουµε ότι ο τ0 είναι ∗-οµοµορφισµός. ΄Εστω
σ : B(X1, φ1,m1) −→ C το γραµµικό συναρτησοειδές σ = ρ2 ◦λ◦Φ1 το οποίο είναι ϑετικό
και faithful εφόσον τέτοια είναι και τα ρ2, λ,Φ1. ΄Ετσι για κάθε A−n, ..., An ∈ D1 έχουµε

σ

(
n∑

i=−n
AiU

i
1

)
= ρ2 ◦ λ ◦ Φ1

(
n∑

i=−n
AiU

i
1

)
= ρ2 ◦ λ(A0)

και

ρ2 ◦ τ0

(
n∑

i=−n
AiU

i
1

)
ρ2=ρ2◦Φ2

= ρ2 ◦ Φ2 ◦ τ0

(
n∑

i=−n
AiU

i
1

)
= ρ2 ◦ Φ2

(
n∑

i=−n
λ(Ai)U

i
2

)
= ρ2 ◦ λ(A0)

δηλαδή ρ2 ◦ τ0 = σ �Λ1 . Από τα παραπάνω και το λήµµα 2.3.2 προκύπτει ότι ο τ0

επεκτείνεται σε έναν ∗-ισοµορφισµό τ από την B(X1, φ1,m1) επί της B(X2, φ2,m2). Ο
τ είναι ισοµετρία ως ∗-ισοµορφισµός C∗-αλγεβρών οπότε από το τ �Λ1= τ0 και τον τύπο
που ορίζει τον τ0 προκύπτει ότι ο τ �P (X1,φ1,m1) είναι ισοµετρικός ισοµορφισµός από την
P (X1, φ1,m1) επί της P (X2, φ2,m2).

Εφαρµόζοντας το ϑεώρηµα 2.3.3 για (X1, φ1) = (X2, φ2) = (X,φ) και λ την ταύτιση
D1 −→ D2 που προκύπτει ταυτίζοντας τις D1,D2 µε την C0(X) παρατηρούµε τα εξής. ΄Οχι
µόνο οι άλγεβρες P (X,φ,m) και B(X,φ,m) είναι ανεξάρτητες, µέχρις ισοµορφισµού, από
το µέτρο m (Θέτουµε P (X,φ,m) = P (X,φ) και B(X,φ,m) = B(X,φ)) αλλά µπορούµε
να ϑεωρήσουµε ότι P (X,φ) ⊆ B(X,φ) και στο αφηρηµένο επίπεδο. όπου δεν έχουµε
επιλέξει συγκεκριµένο µέτρο m. ΄Ετσι έχει νόηµα να κάνουµε λόγο και για την D =

P (X,φ) ∩ P (X,φ)∗ ⊆ P (X,φ) ανεξάρτητα από το µέτρο m. Τέλος, εφόσον τ �D1= λ

και λ ◦ a1 = a2 ◦ λ, ο τ σέβεται τους a1, a2 οπότε ταυτίζονται(µέσω του τ ) στο αφηρηµένο
επίπεδο ορίζοντας έναν ∗-αυτοµορφισµό a(X,φ) της D = P (X,φ) ∩ P (X,φ)∗.

Πόρισµα 2.3.4. ΄Εστω (X1, φ1) και (X2, φ2) τοπολογικά δυναµικά συστήµατα τύπου 1

τέτοια ώστε να υπάρχει οµοιοµορφισµός h : X1 −→ X2 που να ικανοποιεί την h◦φ2 = φ1◦h.
Τότε η P (X1, φ1) είναι ισοµετρικά ισόµορφη µε την P (X2, φ2).

Απόδειξη. ΄Εστω h όπως πάνω και για i = 1, 2 τα Di, ai, Ui,Φi, ρi να είναι αυτά που επάγει
το (Xi, φi,mi) όπου ταmi επιλέχθηκαν συµβατά µε τα (Xi, φi). Εφαρµόζουµε το ϑεώρηµα
2.3.3 για λ : Lf 7→ Lf◦h.
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Το ϐασικό ϑεώρηµα που ϑέλουµε να δείξουµε σε αυτήν την ενότητα είναι χοντρικά ότι
στην περίπτωση που τα (X1, φ1), (X2, φ2) επιδέχονται συµβατά εργοδικά µέτρα οι άλγεβρες
P (X1, φ1), P (X2, φ2) είναι ισόµορφες αν και µόνο αν τα (X1, φ1), (X2, φ2) είναι συζυγή.
Παρατηρήστε ότι την αντίστροφη κατεύθυνση την καλύπτει το πόρισµα 2.3.4. Για τεχνικούς
λόγους ϑα χρειαστεί να αναπαραστήσουµε την P (X,φ) κατάλληλα σε κάποια άλγεβρα τε-
λεστών έτσι ώστε η von Neumann άλγεβρα που παράγει να είναι finite. Αυτό ϑα το κάνουµε
για να χρησιµοποιήσουµε την ϑεωρία των subdiagonal algebras στην οποία ϑα αναφερθού-
µε παρακάτω. Συγκεκριµένα σε αυτήν την ενότητα ϑα λέµε ότι ένας τ : P (X,φ) −→ B(H)

είναι αναπαράσταση σε finite von Neumann algebra αν ο τ είναι ένας ένα προς ένα οµο-
µορφισµός, ο H είναι διαχωρίσιµος χώρος Hilbert, το P2 = τ(P (X,φ)) είναι norm κλειστό
και υπάρχουν D2 ⊆ P2 αβελιανή C∗-άλγεβρα και U2 ∈ B(H) ορθοµοναδιαίος τέτοια ώστε
να ισχύουν τα εξής

i) Η D2 έχει τετριµµένο πυρήνα.

ii) U2D2U
−1
2 = D2 και οι µη µηδενικές δυνάµεις του a2 : T 7→ U2TU

−1
2 είναι εργοδικοί

∗-αυτοµορφισµοί που δρουν ελεύθερα.

iii) Η Banach άλγεβρα που παράγει το {DUn2 ∈ B(H) : n ∈ {0, 1, ...} και D ∈ D2} είναι
η P2.

iv) Η von Neumann άλγεβρα που παράγει η P2 είναι πεπερασµένη.

Αν τ,H,D2, U2 όπως πιο πάνω ϑα λέµε ότι το (τ,H,D2, U2) είναι ένα σύστηµα για τον τ .
΄Εστωm µέτρο συµβατό µε το (X,φ),D ηC∗-άλγεβρα που επάγεται από το (X,φ,m) και a :

D −→ D ο ∗-αυτοµορφισµός που επάγει το (X,φ,m). Η ϐασική ιδέα της απόδειξης είναι
να ϑεωρηθεί µία τυχούσα αναπαράσταση σε finite von Neumann algebra τ : P (X,φ) −→
B(H) και να δειχθεί ότι τα (D2, a2), (D, a) είναι συζυγή και ύστερα να δειχθεί ότι υπάρχει
πάντα µια τέτοια τ . ΄Ετσι τα δύο ϐασικά ϑεωρήµατα στα οποία ϑα στηριχθεί η απόδειξη
(του κεντρικού ϑεωρήµατος της ενότητας αυτής) είναι τα παρακάτω.

Θεώρηµα 2.3.5. ΄Εστω (X,φ) τοπολογικό δυναµικό σύστηµα τύπου 1, m συµβατό µε το

(X,φ) µέτρο, D η C∗-άλγεβρα και a : D −→ D ο ∗-αυτοµορφισµός τηςD που επάγονται από

το (X,φ,m). Ακόµη έστω τ : P (X,φ) −→ B(H) αναπαράσταση σε finite von Neumann

algebra και D2, a2 όπως πιο πάνω. Τότε υπάρχει ∗-ισοµορφισµός λ : D −→ D2 τέτοιος ώστε

λ ◦ a = a2 ◦ λ.

Θεώρηµα 2.3.6. ΄Εστω (X,φ) τοπολογικό δυναµικό σύστηµα τύπου 1. Υπάρχει αναπαρά-

σταση τ : P (X,φ) −→ B(H) σε finite von Neumann algebra.
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Στις επόµενες παραγράφους ϑα κατευθυνθούµε προς την απόδειξη του ϑεωρήµατος
2.3.5. ΄Εστω λοιπόν (X,φ) τοπολογικό δυναµικό σύστηµα τύπου 1 και m συµβατό µε το
(X,φ) µέτρο. ΄Ετσι ϑα ϑεωρήσουµε µια αναπαράσταση σε finite von Neumann algebra
τ : P (X,φ) −→ B(H). Θα σταθεροποιήσουµε P2 = τ(P (X,φ)) και κάποια H,D2, U2, a2

όπως στον ορισµό της αναπαράστασης σε finite von Neumann algebra. Ακόµη D, a, U,Φ, ρ
ϑα είναι αυτά που επάγονται από το (X,φ,m). Τέλος, έστω R η πεπερασµένη von Neu-
mann άλγεβρα που παράγει η P2. Τώρα, χωρίς να επεκταθούµε πολύ ϑα αναφέρουµε
κάποια στοιχεία από την ϑεωρία των subdiagonal algebras τα οποία είναι απαραίτητα για
να ϕτάσουµε στην απόδειξη του ϑεωρήµατος 2.3.5. Αρχικά αναφέρουµε ότι από ([5], σ.98),
δεδοµένου ότι ηR είναι πεπερασµένη και οH διαχωρίσιµος, υπάρχει faithful normal trace
ϕ : R −→ C µε ϕ(I) = 1.

Ορισµός 2.3.7. ΄ΕστωM von Neumann άλγεβρα καιN von Neumann υπάλγεβρα τηςM .

Τότε µια ϑετική γραµµική απεικόνιση E : M −→ N λέγεται expectation αν E(I) = I και

E(AX) = AE(X) για κάθε (A,X) ∈ N ×M .

Από το παράδειγµα 3 του 6.1.3 στο [3] υπάρχει faithful normal expectation Φ2 : R −→
D′′2 τέτοια ώστε ϕ(Φ2(T )D) = ϕ(TD) για κάθε (T,D) ∈ R×D′′2 .

Ορισµός 2.3.8. ΄Εστω M von Neumann άλγεβρα, N von Neumann υπάλγεβρα της M

και E : M −→ N faithful normal expectation. Τότε µια υπάλγεβρα Γ της M ϑα λέγεται

subdiagonal (ως προς την E) αν

i) Η Γ ∩ Γ∗ έχει τετριµµένο πυρήνα

ii) Το Γ + Γ∗ είναι πυκνό στην R ως προς την ultraweak τοπολογία.

iii) Η E �Γ είναι οµοµορφισµός από την Γ στην Γ ∩ Γ∗

Στο ([3], ϑ. 2.2.1) αναφέρεται ότι κάθε subdiagonal άλγεβραM της R περιέχεται σε µία
µεγιστική (στην R) subdiagonal άλγεβρα και ότι αυτή είναι η µεγαλύτερη υπάλγεβρα της
R που περιέχει την M και στην οποία αν περιοριστεί η Φ2 είναι πολλαπλασιαστική. Πριν
προχωρήσουµε να αναφέρουµε ότι για κάθε n ∈ Z\{0} ισχύει Φ2(Un2 ) = 0. Πράγµατι,
ας υποθέσουµε ότι Φ2(Un2 ) 6= 0 στοχεύοντας σε άτοπο. ΄Εστω P ∈ D′′2 (λήµµα 1.2.18) η
προβολή στην κλειστή ϑήκη του συνόλου τιµών του Φ2(Un2 ) και 0 6= Q ≤ P προβολή τέτοια
ώστε Un2 QU

−n
2 ⊥ Q που µας παρέχει η ελεύθερη δράση του A 7→ Un2 AU

−n
2 . Τότε

QΦ2(Un2 ) =Q2Φ2(Un2 ) = QΦ2(Un2 )Q = QΦ2(Un2 Q) = QΦ2(Un2 QU
−n
2 Un2 )

=QUn2 QU
−n
2 Φ2(Un2 ) = 0
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άρα QΦ2(Un2 )H = {0} αλλά QH ⊆ PH = Φ2(Un2 )H άρα QH = QQH ⊆ QΦ2(Un2 )H =

{0} το οποίο είναι άτοπο από Q 6= 0.
Από το ϑεώρηµα 5.1.2 του [3] προκύπτει το εξής.

Πρόταση 2.3.9. Η P2 είναι subdiagonal υπάλγεβρα της R ως προς την Φ2. Η P2
u.w.

είναι

maximal subdiagonal υπάλγεβρα της R ως προς την Φ2.

Παρατήρηση: Είναι σηµαντικό να σηµειώσουµε ότι από το ([3], πορ. 2.1.5) ισχύει ότι
P2

u.w. ∩ (P2
u.w.

)∗ = D′′2 .
Θα αναφέρουµε χωρίς απόδειξη το παρακάτω τεχνικό λήµµα που προκύπτει από το

([4], ϑ. 2.4).

Λήµµα 2.3.10. ΄Εστω G µια διακριτή amenable οµάδα και x 7→ Tx µια οµοιόµορφα ϕραγ-

µένη αναπαράσταση τηςG στην R. Τότε υπάρχει υπάρχει αντιστρέψιµο στοιχείο A της B(H)

τέτοιο ώστε A,A−1 ∈ P2
u.w.

και η x 7→ ATxA
−1 είναι ορθοµοναδιαία αναπαράσταση της G.

Πόρισµα 2.3.11. ΄Εστω G µια διακριτή amenable οµάδα και x 7→ Tx µια οµοιόµορφα

ϕραγµένη αναπαράσταση της G στην R. Τότε υπάρχει A ∈ P2
u.w. ∩ (P2

u.w.
)−1 τέτοιο ώστε η

x 7→ ATxA
−1 να είναι ορθοµοναδιαία αναπαράσταση στην D′′2 .

Απόδειξη. ΄Εστω A ∈ P2
u.w. ∩ (P2

u.w.
)−1 τέτοιο ώστε ο ATxA−1 να είναι ορθοµοναδιαίος

για κάθε x ∈ G. Για κάθε x ∈ G ισχύει ότι ATxA−1 ∈ P2
u.w. και, εφόσον ο ATxA−1 είναι

ορθοµοναδιαίος, ότι (ATxA
−1)∗ = (ATxA

−1)−1 = ATx−1A−1 ∈ P2
u.w. άρα ATxA

−1 ∈
P2

u.w. ∩ (P2
u.w.

)∗ = D′′2 .

Πρόταση 2.3.12. ΄Εστω Fn = {f ∈ C0(X) : 0 ≤ f ≤ 1 και f · (f ◦ φn) = 0} για κάθε

n ∈ Z\{0}. Ισχύει ότι spanFn = C0(X).

Απόδειξη. ΄Εστω n ∈ Z\{0}. Παρατηρήστε ότι η συνθήκη f · (f ◦ φn) = 0 είναι ισοδύναµη
µε την φ−n({x ∈ X : f(x) 6= 0}) ∩ {x ∈ X : f(x) 6= 0} = ∅. Για κάθε πραγµατική
f ∈ C0(X) ϑέτουµε f+, f− ∈ C0(X) µε

f+(x) =

f(x) αν f(x) ≥ 0

0 αλλιώς

και

f−(x) =

f(x) αν f(x) ≤ 0

0 αλλιώς
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Παρατηρήστε ότι πράγµατι f+, f− ∈ C0(X). Το spanFn είναι ιδεώδες και άρα υπάλγεβρα
της C0(X). Πράγµατι αν f ∈ C0(X)\{0} και (r1, h1), ..., (rm, hm) ∈ C×Fn τότε

f
m∑
κ=0

rκhκ = (Re(f)+ +Re(f)− + Im(f)+i+ Im(f)−i)
m∑
κ=0

rκhκ

= Re(f)+

m∑
κ=0

rκhκ +Re(f)−

m∑
κ=0

rκhκ + Im(f)+i

m∑
κ=0

rκhκ + Im(f)−i

m∑
κ=0

rκhκ

=
m∑
κ=0

||f ||∞rκ
(
hκRe(f)+

||f ||∞

)
+

m∑
κ=0

−||f ||∞rκ
(
−hκRe(f)−
||f ||∞

)

+

m∑
κ=0

i||f ||∞rκ
(
hκIm(f)+

||f ||∞

)
+

m∑
κ=0

−i||f ||∞rκ
(
−hκIm(f)−
||f ||∞

)
το οποίο ανήκει στο spanFn γιατί οι συναρτήσεις hκRe(f)+/||f ||∞, −hκRe(f)−/||f ||∞,
hκIm(f)+/||f ||∞ και −hκIm(f)−/||f ||∞ ανήκουν στο Fn. Η άλγεβρα spanFn είναι προ-
ϕανώς αυτοσυζυγής. ΄Ετσι το Ϲητούµενο ϑα προκύψει από το ϑεώρηµα Stone-Weierstrass
εφόσον δείξουµε ότι η spanFn διαχωρίζει τα σηµεία και δεν µηδενίζεται πουθενά. Θα δεί-
ξουµε ότι για κάθε x ∈ X υπάρχει ανοικτή γειτονιά V του x τέτοια ώστε φ−n(V ) ∩ V = ∅
και V συµπαγές. ΄Εστω U ανοικτή γειτονιά του φ−n(x) τέτοια ώστε x /∈ U και U συµπαγές.
Τέτοιο U υπάρχει γιατί, από το iii) του ορισµού του τοπολογικού δυναµικού συστήµατος
τύπου 1, ισχύει φ−n(x) 6= x. ΄Εστω V = φ(U)\U τότε από x /∈ U και φ−n(x) ∈ U

έχουµε ότι x ∈ φn(U)\U = V και φ−n(V ) ∩ V = φ−n(φn(U)\U) ∩ (φn(U)\U) =

(U\φ−n(U)) ∩ (φn(U)\U) = ∅ ενώ τέλος V = φn(U)\U ⊆ φn(U)\U ⊆ φn(U) το οποίο
είναι συµπαγές άρα V συµπαγές. ΄Ετσι η V είναι όπως Ϲητήθηκε. Αν x και V όπως πάνω
από το λήµµα του Urysohn υπάρχει f : X −→ R συνεχής τέτοια ώστε 0 ≤ f ≤ 1,f(x) = 1

και f(X\V ) = {0} άρα f ∈ C0(X) εποµένως η spanFn δεν µηδενίζεται πουθενά. Τώρα
αν x 6= y µπορούµε να επιλέξουµε µια γειτονιά V του x τέτοια ώστε y /∈ V παίρνοντας τοµή
µε µια οποιαδήποτε ανοικτή γειτονιά U του x µε y /∈ V οπότε αν f είναι η συνάρτηση που
µας δίνει το λήµµα του Urysohn όπως πιο πάνω τότε 1 = f(x) 6= f(y) = 0 άρα η spanFn
διαχωρίζει τα σηµεία.

Πρόταση 2.3.13. Η D είναι maximal abelian στην P (X,φ).

Απόδειξη. ΄Εστω T ∈ P (X,φ)∩D′. Αρκεί να δείξω ότι T = Φ(T ). Για κάθε n ∈ Z\{0} και
f ∈ Fn παρατηρούµε ότι

√
f ∈ Fn και άρα

Φ(TUn)Lf =Φ
(
TUnL√f

)
L√f = Φ

(
TL√f◦φnU

n
)
L√f = L√f◦φnΦ (TUn)L√f

=Φ (TUn)L√f◦φnL
√
f = 0
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΄Ετσι από πρόταση 2.3.12 έχουµε Φ(TUn)Lg = 0 για κάθε g ∈ C0(X) οπότε διαλέγοντας
g τέτοιο ώστε Lg = Φ(TUn)∗ παίρνουµε ότι Φ(TUn) = 0. Από τα παραπάνω προκύπτει
ότι αν A−n, ..., An ∈ D τότε

Φ

(
(T − Φ(T ))

n∑
i=−n

AiU
i

)
= Φ

(
n∑

i=−n
(T − Φ(T ))AiU

i

)
=

n∑
i=−n

Φ
(
(T − Φ(T ))AiU

i
)

=

n∑
i=−n

Φ
(
(T − Φ(T ))U i

)
a−i(Ai) =

n∑
i=−n

(
Φ(TU i)− Φ(Φ(T )U i)

)
a−i(Ai)

=
n∑

i=−n

(
Φ(TU i)− Φ(T )Φ(U i)

)
a−i(Ai) = 0

και άρα Φ((T − Φ(T ))S) = 0 για κάθε S ∈ B(X,φ) οπότε Φ((T − Φ(T ))(T − Φ(T ))∗) =

0⇒ T = Φ(T ).

Λήµµα 2.3.14. ΄Εστω H χώρος Hilbert καιM ⊆ B(H) αυτοσυζυγής υπάλγεβρα µε τετριµ-

µένο πυρήνα. Αν e ∈ B(H) µε ∀A ∈M : Ae = eA = A τότε e = I.

Απόδειξη. Πρώτα ϑα δείξουµε ότι ο κλειστός υπόχωρος που παράγει το K = {Aξ ∈ H :

A ∈ M και ξ ∈ H} είναι ο H. ΄Εστω, στοχεύοντας σε άτοπο, ότι K 6= H οπότε υπάρχει
ξ ∈ H\{0} µε ξ ⊥ K άρα εφόσον η M είναι αυτοσυζυγής ισχύει

∀A ∈M : ∀h ∈ H : 〈ξ, A∗h〉 = 0⇔ ∀A ∈M : ∀h ∈ H : 〈Aξ, h〉 = 0⇔ ∀A ∈M : Aξ = 0

το οποίο είναι άτοπο εφόσον η M έχει τετριµµένο πυρήνα άρα K = H. Ολοκληρώνουµε
την απόδειξη παρατηρώντας ότι από τον ορισµό του K και το ∀(A, ξ) ∈M ×H : eAξ = Aξ

προκύπτει ότι ∀ξ ∈ K : eξ = ξ οπότε από το K = H έχουµε ότι e = I.

Λήµµα 2.3.15. Αν H χώρος Hilbert καιM ⊆ B(H) Banach άλγεβρα (C∗-άλγεβρα) τότε ο

διανυσµατικός χώροςM + {λI} όπου {λI} = {λI ∈ B(H) : λ ∈ C} είναι Banach άλγεβρα

(C∗-άλγεβρα).

Απόδειξη. Αν I ∈M τότεM +{λI} = M . ΄Εστω I /∈M . Ελέγχεται εύκολα ότι τοM +{λ}
είναι (αυτοσυζυγής) υπάλγεβρα της B(H) και η πληρότητα έπεται από το ότι ο M είναι
πλήρης υπόχωρος του M + {λI} συνδιάστασης ένα.

Παρατήρηση: Αν M όπως στο πάνω λήµµα και I /∈ M τότε κάθε T ∈ M + {λI}
γράφεται µε µοναδικό τρόπο ως A+ λI όπου A ∈M και λ ∈ C.

Πρόταση 2.3.16. Υπάρχει C ∈ P2
u.w.

τέτοιος ώστε C−1 ∈ P2
u.w.

και Cτ(D)C−1 ⊆ D′′2 .
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Απόδειξη. Πρώτα παρατηρούµε ότι η C∗-άλγεβρα D + {λI} περιέχεται και είναι maximal
abelian στην P (X,φ) + {λI}. Πράγµατι αν (T, λ) ∈ P (X,φ)×C και T + λI ∈ (D + λI)′

τότε για κάθε A ∈ D ισχύει

(T + λI)A = A(T + λI)⇒ TA+ λA = AT + λA⇒ TA = AT

άρα T ∈ D′ ∩ P (X,φ) οπότε από πρόταση 2.3.13 T ∈ D ⇒ T + λI ∈ D + {λI}.
Αν I /∈ P (X,φ) τότε από την παραπάνω παρατήρηση κάθε στοιχείο της P (X,φ) + {λI}
γράφεται µε µοναδικό τρόπο ως A+λI µε (A, λ) ∈ P (X,φ)×C έτσι ορίζεται η απεικόνιση
τ : P (X,φ) + {λI} −→ B(H) µε

τ(A+ λI) = τ(A) + λI ∀(A, λ) ∈ P (X,φ)× C

Αν I ∈ P (X,φ) τότε ϑέτω τ = τ . Σε κάθε περίπτωση ορίσαµε τ : P (X,φ)+{λI} −→ B(H)

και ισχύει τ(A + λI) = τ(A) + λI για κάθε (A, λ) ∈ P (X,φ) × C. Ελέγχεται εύκολα ότι
ο τ είναι οµοµορφσιµός αλγεβρών και ϑα αποδείξουµε ότι είναι ένα προς ένα. ΄Εστω
(A, λ), (B,µ) ∈ P (X,φ)× C και

τ(A+ λI) = τ(A) + λI = τ(B) + µI = τ(B + µI)

Αν λ = µ τότε A + λI = B + µI επειδή ο τ είναι ένα προς ένα. ΄Εστω λοιπόν ότι λ 6= µ

οπότε

τ(A) + λI = τ(B) + µI ⇒τ(
A−B
µ− λ

) = I

⇒∀ Γ ∈ D : τ(Γ)τ

(
A−B
µ− λ

)
= τ

(
A−B
µ− λ

)
τ(Γ) = τ(Γ)

⇒∀ Γ ∈ D : τ

(
Γ
A−B
µ− λ

)
= τ

(
A−B
µ− λ

Γ

)
= τ(Γ)

⇒∀ Γ ∈ D : Γ
A−B
µ− λ

=
A−B
µ− λ

Γ = Γ

οπότε από λήµµα 2.3.14 I = (A − B)/(µ − λ) ∈ P (X,φ) άρα τ = τ οπότε ο τ είναι ένα
προς ένα. ΄Ετσι έχουµε ότι η τ(D+{λI}) είναι maximal abelian στην τ(P (X,φ)+{λI}) =

P2 + {λI} οπότε η τ(D+ {λI}) είναι norm κλειστή. Ακόµη η D+ {λI} είναι ηµιαπλή ως
µεταθετική C∗-άλγεβρα οπότε και η τ(D + {λI}) είναι ηµιαπλή άρα, από λήµµα 1.1.33
ο τ είναι ϕραγµένος. ΄Εστω G η οµάδα των ορθοµοναδιαίων τελεστών της D + {λI}. Από
I ∈ D′′2 ⊆ P2

u.w. έχουµε ότι τ(P (X,φ) + {λI}) = P2 + {λI} ⊆ P2
u.w. άρα ο τ �G είναι µια

ϕραγµένη αναπαράσταση της G στην P2
u.w. άρα από πόρισµα 2.3.11 υπάρχει C ∈ P2

u.w.

µε C−1 ∈ P2
u.w. τέτοιος ώστε Cτ(G)C−1 ⊆ P2

u.w. ∩ (P2
u.w.

)∗ = D′′2 αλλά από 1.1.27 η
G παράγει την D + {λI} ως διανυσµατικό χώρο και άρα Cτ(D + {λI})C−1 ⊆ D′′2 οπότε
Cτ(D)C−1 ⊆ D′′2 .
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Σταθεροποιούµε C όπως στην πρόταση 2.3.16. Από δω και στο εξής ϑα ονοµάζουµε σ
τον οµοµορφισµό αλγεβρών σ : P (X,φ) −→ B(H) µε ∀T ∈ P (X,φ) : σ(T ) = Cτ(T )C−1.
Παρατηρήστε ότι σ(P (X,φ)) ⊆ P2

u.w. και ϕυσικά από την παραπάνω πρόταση έχουµε ότι
σ(D) ⊆ D′′2 .

Λήµµα 2.3.17. i) ΄Εστω T ∈ P (X,φ) τέτοιο ώστε Φ(TU−i) = 0 για κάθε i ∈ {0, ..., κ−
1}. Τότε T ∈ P (X,φ)Uκ ∩ UκP (X,φ).

ii) ΄Εστω T ∈ P2
u.w.

τέτοιο ώστε Φ2(TU−i2 ) = 0 για κάθε i ∈ {0, ..., κ − 1}. Τότε

T ∈ Uκ2 P2
u.w. ∩ P2

u.w.
Uκ2 .

iii) P2
u.w.

U2 = U2P2
u.w.

Απόδειξη. i) ΄Εστω

Pn ∈

{
m∑
i=0

AiU
i ∈ B(L2(m)) : A0, ..., Am ∈ D

}

µε Pn → T οπότε Pn −
∑κ−1

i=0 Φ(PnU
−i)U i → T −

∑κ−1
i=0 Φ(TU−i)U i = T . ΄Εστω n ∈ N

και A0, ..., Am ∈ D (υποθέτουµε ότι m ≥ κ− 1) τέτοια ώστε

Pn =
m∑
i=0

AiU
i

άρα

Pn −
κ−1∑
i=0

Φ(PnU
−i)U i =

m∑
i=0

AiU
i −

κ−1∑
i=0

AiU
i =

m∑
i=κ

AiU
i =

(
m−κ∑
i=0

Ai+κU
i

)
Uκ

και

Pn −
κ−1∑
i=0

Φ(PnU
−i)U i =

m∑
i=κ

AiU
i =

m∑
i=κ

U ia−i(Ai) = Uκ

(
m−κ∑
i=0

U ia−i−κ(Ai+κ)

)

ισότητες από τις οποίες προκύπτει ότι Pn − Φ(Pn) ∈ P (X,φ)Uκ ∩ UκP (X,φ) και άρα,
εφόσον το σύνολο αυτό είναι norm-κλειστό, T ∈ P (X,φ)Uκ ∩ UκP (X,φ).

ii) Η απόδειξη είναι ίδια µε αυτή του i) δεδοµένου ότι Φ2(U2) = 0, η Φ2 είναι normal
και του ότι το Uκ2 P2

u.w. ∩ P2
u.w.

Uκ2 είναι κλειστό ως προς την ultraweak τοπολογία.
iii) Εφόσον η Φ2 είναι πολλαπλασιαστική στην P2

u.w. και Φ2(U2) = 0 έχουµε ότι

T ∈ P2
u.w.

U2 ⇔ Φ2(T ) = 0⇔ T ∈ U2P2
u.w.

δηλαδή ότι P2
u.w.

U2 = U2P2
u.w..
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Από δω και στο εξής η σχέση P2
u.w.

U2 = U2P2
u.w. ϑα ϑεωρείται δεδοµένη και ϑα

χρησιµοποιείται σιωπηλά.

Λήµµα 2.3.18. ⋂
n∈N

Un2 P2
u.w.

= {0}

Απόδειξη. ΄Εστω S ∈
⋂
n∈N U

n
2 P2

u.w.
= {0} τότε για κάθε n ∈ N υπάρχει Sn ∈ P2

u.w.

τέτοιο ώστε S = Un2 Sn άρα, εφόσον η Φ2 είναι πολλαπλασιαστική στην P2
u.w., για κάθε

κ ∈ Z ισχύει

Φ2(Uκ2 S) = Φ2

(
Uκ2 U

|κ|+1
2 S|κ|+1

)
= Φ2

(
U
κ+|κ|+1
2 S|κ|+1

)
= Φ2(U2)κ+|κ|+1Φ2(S|κ|+1) = 0

άρα για κάθε m ∈ N και A−m, ..., Am ∈ D2

Φ2

((
m∑

i=−m
AiU

i
2

)
S

)
=

m∑
i=−m

Φ2(AiU
i
2S) =

m∑
i=−m

AiΦ2(U i2S) = 0

Εφόσον το {DUn2 ∈ B(H) : n ∈ {0, 1, ...} και D ∈ D2} παράγει την P2 ως Banach άλγεβρα
και U2D2 = D2U2 όµοια όπως στην ενότητα 2.1 ισχύει ότι το{

m∑
i=0

AiU
i
2 ∈ B(H) : m ∈ N και A0, ..., Am ∈ D2

}

είναι norm πυκνό στην P2 και άρα το{
m∑

i=−m
AiU

i
2 ∈ B(H) : m ∈ N και A0, ..., Am ∈ D2

}

είναι SOT πυκνό στην R εφόσον αυτή είναι η von Neumann άλγεβρα που παράγει η P2.
΄Ετσι από το ϑεώρηµα πυκνότητας του Kaplansky και την πρόταση 1.2.9 το παραπάνω
σύνολο είναι πυκνό στην R ως προς την ultraweak τοπολογία. Από τα παραπάνω και το
γεγονός ότι η Φ2 είναι normal προκύπτει ότι η για κάθε Y ∈ R ισχύει Φ2(Y S) = 0 άρα
Φ2(S∗S) = 0 άρα, εφόσον η Φ2 είναι faithful, S = 0.

Θεώρηµα 2.3.19. ΄Εστω P = {D ∈ D : 0 ≤ D ≤ 1 και a(D)D = 0}. Ο κλειστός

διανυσµατικός υπόχωρος που παράγει το ∪{σ(D)(H) ⊆ H : D ∈ P} είναι ο H.

Απόδειξη. ΄Εστω E ∈ B(H) η προβολή στον κλειστό υπόχωρο του H που παράγεται από
το ∪{σ(D)(H) ⊆ H : D ∈ P}. Θέλοντας να δείξω ότι E ∈ σ(D)′′ Θεωρώ τυχόν T ∈ σ(D)′

ώστε να δείξω ότιET = TE. Εφόσον από 1.2.18 για κάθεD ∈ D υπάρχει PD ∈ σ(D)′′ έτσι
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ώστε PD(H) = σ(D)(H) κάθε h ∈ E(H) προσεγγίζεται ως προς τη νόρµα από διανύσµατα
της µορφής

∑n
i=0 Piξi όπου Pi ∈ σ(D)′′ και ξi ∈ H για κάθε i ∈ {0, ..., n} οπότε από

T

(
n∑
i=0

Piξi

)
=

n∑
i=0

PiTξi ∈ E(H)

συµπεραίνουµε ότι T (E(H)) ⊆ E(H).
΄Εστω h ∈ E(H)⊥ και για κάθε D ∈ P έστω PD ∈ σ(D)′′ όπως πιο πάνω, τότε ∀D ∈

P : PDTh = TPDh = T0 = 0 ⇒ ∀D ∈ P : Th ∈ PD(H)⊥ = σ(D)(H)
⊥

άρα Th ∈
E(H)⊥. ΄Ετσι δείξαµε ότι T (E(H)⊥) ⊆ E(H)⊥ άρα από αυτό, το T (E(H)) ⊆ E(H)

που δείχθηκε πιο πάνω και το λήµµα 1.2.17 έχουµε ότι ET = TE όπως ϑέλαµε. ΄Ετσι
εφόσον σ(D)′′ ⊆ D′′2 η E είναι προβολή της D′′2 και άρα από την εργοδικότητα του a2 αν
U2E = EU2 ⇒ E = U2EU

−1
2 τότε E = I το οποίο, από την κατασκευή του E, είναι το

Ϲητούµενο.
΄Εστω S ∈ P2

u.w., δίκτυο Tλ στοιχείων της P (X,φ), µε τ(Tλ) → C−1SC ∈ P2
u.w. ως

προς την ultraweak τοπολογία και ∆ ∈ σ(P (X,φ))′ τότε εφόσον ο πολλαπλασιασµός µε
σταθερό τελεστή στην ultraweak τοπολογία είναι συνεχής ισχύει

τ(Tλ)→ C−1SC ⇒ Cτ(Tλ)C−1 → S ⇒ σ(Tλ)→ S

και

∆S = lim
λ

∆σ(Tλ) = lim
λ
σ(Tλ)∆ = S∆

όπου τα παραπάνω όρια είναι στην ultraweak τοπολογία. Τα παραπάνω δείχνουν ότι αν
ένας τελεστής ανήκει στο σ(P (X,φ))′ τότε ανήκει και στο (P2

u.w.
)′ και ιδιαίτερα µετατίθεται

µε το U2 ∈ P2
u.w.. ΄Ετσι τελικά αρκεί να δείξουµε ότι E ∈ σ(P (X,φ))′. Θα ξεκινήσουµε

δείχνοντας ότι η E µετατίθεται µε κάθε στοιχείο της µορφής σ(AUn) όπου A ∈ D και
n ∈ N. Για κάθε D ∈ P ισχύει

σ(AUn)σ(D) = σ(AUnD) = σ(an(D)AUn) = σ ◦ an(D)σ(AUn)

όµως an(D) ∈ P άρα από την κατασκευή τουE η σχέση αυτή µας δίνει ότι σ(AUn)(E(H)) ⊆
E(H). Αν πάρουµε το συζυγές της παραπάνω σχέσης, εφαρµόσουµε το λήµµα 1.1.30, και
αντικαταστήσουµε το D µε a−n(D) ∈ P τότε έχουµε ότι για κάθε D ισχύει

σ ◦ a−n(D)σ(AUn)∗ = σ(AUn)∗σ(D)

από το οποίο όπως πιο πάνω προκύπτει ότι σ(AUn)∗(E(H)) ⊆ E(H). Εφαρµόζοντας τώρα
το λήµµα 1.2.17 έχουµε ότι σ(AUn)E = Eσ(AUn). ΄Εστω τώρα T ∈ P (X,φ). Θέτουµε
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Rn = T −
∑n

i=0 Φ(TU−i)U i και παρατηρούµε ότι Rn ∈ P (X,φ), για κάθε κ ∈ {1, ..., n}
Φ(RnU

−κ) = Φ(TU−κ) − Φ
(∑n

i=0 Φ(TU−i)U i−κ
)

= Φ(TU−κ) − Φ(TU−κ) = 0 και
T =

∑n
i=0 Φ(TU−i)U i +Rn. ΄Ετσι έχουµε

Eσ(T )− σ(T )E =

n∑
i=0

Eσ
(
Φ(TU−i)U i

)
+ Eσ(Rn)−

n∑
i=0

σ
(
Φ(TU−i)U i

)
E − σ(Rn)E

=
n∑
i=0

[
Eσ
(
Φ(TU−i)U i

)
− σ

(
Φ(TU−i)U i

)
E
]

+ Eσ(Rn)− σ(Rn)E

=Eσ(Rn)− σ(Rn)E

Από το i) του λήµµατος 2.3.17 ϐλέπουµε ότι Rn ∈ UnP (X,φ) ενώ αν δείξουµε ότι
Eσ(Rn), σ(Rn)E ∈ Un2 P2

u.w. τότε από το λήµµα 2.3.18 ϑα έχουµε ότι Eσ(T )− σ(T )E =

0⇒ Eσ(T ) = σ(T )E και η απόδειξη ϑα έχει ολοκληρωθεί. ϑα δείξουµε εποµένως ότι για
κάθε T ′ ∈ P (X,φ) και n ∈ N ισχύει ότι Eσ(UnT ′), σ(UnT ′)E ∈ Un2 P2

u.w.. Θα δείξουµε
ότι Eσ(UnT ′) ∈ Un2 P2

u.w. και όµοια αποδεικνύεται ότι σ(UnT ′)E ∈ Un2 P2
u.w..

Εφόσον από το λήµµα 1.1.30 ο σ �D: D −→ D′′2 είναι ∗-οµοµορφισµός η σ(D) είναιC∗-
άλγεβρα. Ακόµη για κάθε D ∈ P ισχύει h ∈ E(H)⊥ ⇒ ∀x ∈ H : 〈h, σ(D)x〉 = 0⇒ ∀x ∈
H : 〈σ(D)h, x〉 = 0 ⇒ σ(D)h = 0 και εφόσον από το λήµµα 2.3.12 ισχύει spanP = D
που σηµαίνει ότι spanσ(P) = σ(D) έχουµε ότι ∀A ∈ σ(D) : A(E(H)⊥) = {0}. Ακόµη
από το spanσ(P) = σ(D) συµπεραίνουµε ότι ∀A ∈ σ(D) : A(E(H)) ⊆ E(H). Από
τα παραπάνω µπορούµε να παρατηρήσουµε ότι ο A 7→ A �E(H) για A ∈ σ(D) είναι
ένας ∗-ισοµορφισµός σε µια C∗-υπάλγεβρα της B(E(H)) η οποία έχει τετριµµένο πυρήνα.
Εποµένως ξέρουµε, από το ϑεώρηµα πυκνότητας του Kaplansky, ότι υπάρχει δίκτυο Dλ ∈
D µε σ(Dλ) �E(H)

SOT−→ IE(H) και ||σ(Dλ) �E(H) || ≤ 1. ΄Ετσι ισχύει ότι για κάθε ξ ∈ H

σ(Dλ)ξ =σ(Dλ)(PE(H)ξ + PE(H)⊥ξ) = σ(Dλ) �E(H) (PE(H)ξ) + 0→ IE(H)(PE(H)ξ)

=PE(H)ξ = Eξ

και

||σ(Dλ)ξ|| =||σ(Dλ)(PE(H)ξ + PE(H)⊥ξ)|| = ||σ(Dλ) �E(H) (PE(H)ξ)||

≤||σ(Dλ) �E(H) || · ||PE(H)|| · ||ξ|| ≤ ||ξ||

δηλαδή ότι σ(Dλ)
SOT−→ E και ||σ(Dλ)|| ≤ 1. ΄Ετσι εφόσον ο πολλαπλασιασµός είναι SOT

συνεχής στις µπάλες έχουµε ότι σ(Dn
λ) = σ(Dλ)n

SOT−→ En = E και εφόσον ||σ(Dn
λ)|| ≤

||σ(Dλ)||n ≤ 1 από λήµµα 1.2.9 ισχύει ότι σ(Dn
λ)

u.w.−→ E και άρα Eσ(Dn
λU

nT ′) =

Eσ(Dn
λ)σ(UnT ′)

u.w.−→ EEnσ(UnT ′) = Eσ(UnT ′). ΄Ετσι, δεδοµένου ότι το UnP2
u.w. είναι
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κλειστό ως προς την ultraweak τοπολογία, αρκεί να δείξω ότι Eσ(Dn
λU

nT ′) ∈ UnP2
u.w.

για το οποίο αρκεί να δείξω ότι Eσ(Dn
λU

n) ∈ UnP2
u.w..

Eσ(Dn
λU

n) = Enσ
(
DλU(U−1DλU)U(U−2DλU

2)U(U−3DλU
3)U...U(U−n+1DλU

n−1)U
)

= Eσ (DλU)Eσ
(
(U−1DλU)U

)
Eσ
(
(U−2DλU

2)U
)
...Eσ

(
(U−n+1DλU

n−1)U
)

΄Ετσι, παρατηρώντας ότι ∀i ∈ {0, ..., n− 1} : U−iDλU
i ∈ D, αρκεί να δείξω ότι Eσ(AU) ∈

U2P2
u.w. για κάθε A ∈ D. Πράγµατι αν D ∈ P τότε D1/2 ∈ P και, εφόσον η Φ2 είναι

πολλαπλασιαστική στην P2
u.w., ισχύει

Φ2 ◦ σ(AU)σ(D) =Φ2 ◦ σ(AU)σ(D1/2)σ(D1/2) = Φ2 ◦ σ(AU)Φ2

(
σ(D1/2)

)
σ(D1/2)

=Φ2 ◦ σ(AUD1/2)σ(D1/2) = σ
(
a(D1/2)

)
Φ2 ◦ σ(AU)σ(D1/2)

=Φ2 ◦ σ(AU)σ
(
a(D1/2)D1/2

)
= 0

οπότε Φ2 ◦ σ(AU)E = 0. ΄Ετσι έχουµε ότι

Φ2(Eσ(AU)) = Φ2(E)Φ2 ◦ σ(AU) = Φ2 ◦ σ(AU)E = 0

άρα από το ii) του λήµµατος 2.3.17 ισχύει ότι Eσ(AU) ∈ U2P2
u.w..

Παρατηρήσεις: Στην παραπάνω απόδειξη δείχθηκε ότι Φ2(σ(AU))E = 0 για κάθε
A ∈ P και ότιE = I άρα τελικά γιαA ∈ D ισχύει ότι Φ2◦σ(AU) = 0 και συνεπώς σ(AU) ∈
P2

u.w.
U2 από το ii) του λήµµατος 2.3.17. Από το γεγονός ότι η Φ2 είναι πολλαπλασιαστική

στην P2
u.w. προκύπτει ότι για κάθε T ∈ P (X,φ)

Φ2 ◦ σ(T ) =Φ2

(
Cτ(T )C−1

)
= Φ2(C)Φ2 ◦ τ(T )Φ2(C−1) = Φ2(C)Φ2(C−1)Φ2 ◦ τ(T )

=Φ2(CC−1)Φ2 ◦ τ(T ) = Φ2 ◦ τ(T )

δηλαδή ότι Φ2 ◦ σ = Φ2 ◦ τ . Τέλος εφόσον το{
m∑
i=0

AiU
i
2 ∈ B(H) : m ∈ N και A0, ..., Am ∈ D2

}

είναι πυκνό στην P2, όπως είπαµε και στην απόδειξη του λήµµατος 2.3.18, και Φ2(AUn2 ) =

0 για κάθε (n,A) ∈ N × D2 ισχύει ότι Φ2(P2) ⊆ D2 και ϕυσικά ισχύει Φ2(P2) ⊇ D2 άρα
Φ2(P2) = D2. ΄Εχοντας υπόψη τις παρατηρήσεις αυτές µπορούµε να προχωρήσουµε στην
απόδειξη της παρακάτω πρότασης.

Πρόταση 2.3.20. i) Για κάθε T ∈ P (X,φ) ισχύει Φ2 ◦ σ(TU) = 0

ii) Φ2 ◦ σ = σ ◦ Φ
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iii) σ(D) = D2

Απόδειξη. i) ΄Εστω D ∈ P τότε

Φ2 ◦ σ(TU)σ(D) =Φ2 ◦ σ(TU)Φ2(σ(D)) = Φ2 (σ(Ta(D)U)) = Φ2 (σ(T )σ (a(D)U))

=Φ2 (σ(T )σ (a(D)U)) = Φ2 ◦ σ(T )Φ2 ◦ σ (a(D)U) = 0

άρα από ϑεώρηµα 2.3.19 Φ2 ◦ σ(TU) = 0

ii) ΄Εστω T ∈ P (X,φ) τότε Φ(T−Φ(T )) = 0 άρα από το i) του λήµµατος 2.3.17 υπάρχει
T ′ ∈ P (X,φ) ώστε T − Φ(T ) = T ′U ⇔ T = Φ(T ) + T ′U . ΄Ετσι έχουµε

Φ2 ◦ σ(T ) =Φ2 ◦ σ(Φ(T ) + T ′U) = Φ2 ◦ σ(Φ(T )) + Φ2 ◦ σ(T ′U)
i)
= Φ2 ◦ σ(Φ(T ))

σ(Φ(T ))∈D′′2= σ(Φ(T )) = σ ◦ Φ(T )

iii)

σ(D) =σ(Φ(P (X,φ))) = σ ◦ Φ(P (X,φ))
ii)
= Φ2 ◦ σ(P (X,φ)) = Φ2 ◦ τ(P (X,φ))

=Φ2(τ(P (X,φ))) = Φ2(P2) = D2

Πρόταση 2.3.21. Η D′′2 είναι maximal abelian στην R.

Απόδειξη. ΄Εστω T ∈ (D′′2)′ ∩ R. Αρκεί να δείξω ότι Φ2(T ) = T . Αρχικά ϑα δείξω,
µε απαγωγή σε άτοπο, ότι αν n ∈ Z\{0} τότε Φ2((T − Φ2(T ))Un2 ) = 0 οπότε υπο-
ϑέτω ότι Φ2((T − Φ2(T ))Un2 ) 6= 0. ΄Εστω P ∈ D′′2 (λήµµα 1.2.18) η προβολή στον
Φ2((T − Φ2(T ))Un2 )(H) και 0 6= Q ≤ P προβολή τέτοια ώστε U−n2 QUn2 ⊥ Q που µας πα-
ϱέχει η ελεύθερη δράση του A 7→ U−n2 AUn2 οπότε δεδοµένου ότι T ∈ (D′′2)′ ⇒ T−Φ2(T ) ∈
(D′′2)′ και Q ∈ D′′2 έχουµε ότι

QΦ2((T − Φ2(T ))Un2 ) =Q2Φ2((T − Φ2(T ))Un2 ) = QΦ2(Q(T − Φ2(T ))Un2 )

=QΦ2((T − Φ2(T ))QUn2 ) = QΦ2((T − Φ2(T ))U2U
−n
2 QUn2 )

=QΦ2((T − Φ2(T ))U2)U−n2 QUn2 = QU−n2 QUn2 Φ2((T − Φ2(T ))U2)

=0

άρα QΦ2((T − Φ2(T ))Un2 )H = {0} αλλά QH ⊆ PH = Φ2((T − Φ2(T ))Un2 )H άρα
QH = QQH ⊆ QΦ2((T − Φ2(T ))Un2 )H = {0} το οποίο είναι άτοπο από Q 6= 0. Από
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τα παραπάνω έχουµε ότι αν A−n, ..., An ∈ D′′2 τότε

Φ2

(
(T − Φ2(T ))

(
n∑

i=−n
AiU

i
2

))
=

n∑
i=−n

Φ2((T − Φ2(T ))AiU
i
2)

=

n∑
i=−n

AiΦ2((T − Φ2(T ))U i2) = 0

αλλά όπως έχουµε αναφέρει και στην απόδειξη του λήµµατος 2.3.18 το σύνολο{
m∑

i=−m
AiU

i
2 ∈ B(H) : m ∈ N και A0, ..., Am ∈ D2

}

είναι πυκνό στην R ως προς την ultraweak τοπολογία οπότε, εφόσον η Φ2 είναι normal,
ισχύει ότι

Φ2((T − Φ2(T ))S) = 0 ∀S ∈ R

΄Ετσι το Ϲητούµενο προκύπτει από το ότι η Φ2 είναι faithful ϑέτοντας S = (T − Φ2(T ))∗

στην παραπάνω σχέση.

Λήµµα 2.3.22. i) U2 ∈ σ(P (X,φ)U)
u.w.

ii) σ(DU) ⊆ D′′2U2

Απόδειξη. i) ΄Οπως έχουµε δει και στην απόδειξη του ϑεωρήµατος 2.3.19 υπάρχει δίκτυο
Tλ ∈ P (X,φ) τέτοιο ώστε σ(Tλ)→ U2 ως προς την ultraweak τοπολογία και άρα δεδοµένου
ότι η Φ2 είναι normal από σ ◦ Φ = Φ2 ◦ σ έχουµε

σ(Tλ − Φ(Tλ)) = σ(Tλ)− σ ◦ Φ(Tλ) = σ(Tλ)− Φ2 ◦ σ(Tλ)→ U2 − Φ2(U2) = U2

όπου η σύγκλιση είναι στην ultraweak τοπολογία. Οπότε το Ϲητούµενο ισχύει εφόσον από
το i) του λήµµατος 2.3.17 Φ(Tλ − Φ(Tλ)) = 0⇒ Tλ − Φ(Tλ) ∈ P (X,φ)U .

ii) ΄Εστω D ∈ D. ϑέλουµε να δείξουµε ότι

σ(DU) ∈ D′′2U2 = U2D′′2 ⇔U∗2σ(DU) ∈ D′′2 = P2
u.w. ∩

(
P2

u.w.)∗
⇔U∗2σ(DU) ∈ P2

u.w. και U∗2σ(DU) ∈
(
P2

u.w.)∗
⇔σ(DU) ∈ P2

u.w.
U2 και σ(DU)∗U2 ∈ P2

u.w.

Το σ(DU) ∈ P2
u.w.

U2 έχει καλυφθεί από τις παρατηρήσεις που ακολουθούν το ϑεώρηµα
2.3.19 οπότε αρκεί να δείξω ότι σ(DU)∗U2 ∈ P2

u.w.. Εφόσον τα ϑετικά στοιχεία της D την
παράγουν ως διανυσµατικό χώρο µπορούµε, χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, να υποθέσουµε
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ότι ο D είναι ϑετικός και να ϑέσω D1/2 την ϑετική του ϱίζα. Από το i) υπάρχει δίκτυο
Tλ ∈ P (X,φ) τέτοιο ώστε σ(UTλ) → U2 ως προς την ultraweak τοπολογία. ΄Ετσι έχουµε
ότι σ(DU)σ(UTλ)→ σ(DU)U2 ως προς την ultraweak τοπολογία και

σ(DU)∗σ(UTλ) =
(
σ(D1/2)σ(D1/2U)

)∗
σ(UTλ)

=σ(D1/2U)∗σ(D1/2)σ(UTλ) (Τα σ και D είναι s.a.)

=σ(D1/2U)∗σ(D1/2U)σ(Tλ)

Οπότε αν σ(D1/2)∗σ(D1/2) ∈ D′′2 τότε σ(DU)∗σ(UTλ) ∈ P2
u.w. και εφόσον το P2

u.w. είναι
ultraweak κλειστό ϑα έχουµε ότι σ(DU)∗U2 ∈ P2

u.w. όπως Ϲητήσαµε. ΄Ετσι αρκεί να
δείξουµε ότι σ(D1/2U)∗σ(D1/2U) ∈ D′′2 . ΄Εστω ∆ = D1/2 τότε

σ(∆U)σ(E) = σ ◦ a(E)σ(∆U) ∀E ∈ D

οπότε παίρνοντας το συζυγές και αντικαθιστώντας το E µε a−1(E∗) έχουµε

σ ◦ a−1(E)σ(∆U)∗ = σ(∆U)∗σ(E) ∀E ∈ D

από αυτές τις δύο σχέσεις έχουµε ότι

σ(∆U)∗σ(∆U)σ(E) = σ(E)σ(∆U)∗σ(∆U) ∀E ∈ D

άρα από σ(D) = D2 έχουµε ότι σ(∆U)∗σ(∆U) ∈ D′2 ∩ R = (D′′2)′ ∩ R άρα από πρόταση
2.3.21 ισχύει ότι σ(∆U)∗σ(∆U) ∈ D′′2 .

Απόδειξη του ϑεωρήµατος 2.3.5. Ξέρουµε ήδη ότι ο σ �D: D −→ D2 είναι ένας
∗-ισοµορφισµός C∗-αλγεβρών άρα αρκεί να δείξουµε ότι για κάθε E ∈ D ισχύει σ ◦a(E)−
U2σ(E)U−1

2 = 0. ΄Εστω τυχόν D ∈ D τότε από το ii) του λήµµατος 2.3.22 υπάρχει S ∈ D′′2
τέτοιο ώστε σ(DU) = U2S. ΄Ετσι έχουµε(
σ ◦ a(E)− U2σ(E)U−1

2

)
σ(DU) =σ(a(E)DU)− U2σ(E)U−1

2 U2S

=σ(DUE)− U2Sσ(E) = σ(DU)σ(E)− σ(DU)σ(E)

=0

άρα αν Tλ ∈ P (X,φ) είναι δίκτυο τέτοιο ώστε σ(UTλ) → U2 ως προς την ultraweak
τοπολογία όπως µας παρέχει το i) του λήµµατος 2.3.22 τότε

0 =
(
σ ◦ a(E)− U2σ(E)U−1

2

)
σ(DU)σ(Tλ)U−1

2

=
(
σ ◦ a(E)− U2σ(E)U−1

2

)
σ(D)σ(UTλ)U−1

2

→
(
σ ◦ a(E)− U2σ(E)U−1

2

)
σ(D)U2U

−1
2

=
(
σ ◦ a(E)− U2σ(E)U−1

2

)
σ(D)
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όπου το όριο είναι στην ultraweak τοπολογία και άρα(
σ ◦ a(E)− U2σ(E)U−1

2

)
σ(D) = 0

΄Ετσι, εφόσον ο D ήταν τυχών τελεστής στην D, από ϑεώρηµα 2.3.19 έχουµε το Ϲητούµενο.
2

Λήµµα 2.3.23. Αν (X,φ) τοπολογικό δυναµικό σύστηµα τύπου 1, m συµβατό µε το (X,φ)

µέτρο πιθανότητας και D, a, U,Φ, ρ αυτά που επάγει το (X,φ,m) τότε ισχύει ότι ∀A,B ∈
B(X,φ) : ρ(AB) = ρ(BA).

Απόδειξη. Αρκεί να δείξω ότι αν f−n, ..., fn, g−n, ..., gn ∈ C(X) τότε

ρ

((
n∑

i=−n
LfiU

i

)(
n∑

i=−n
LgiU

i

))
= ρ

((
n∑

i=−n
LgiU

i

)(
n∑

i=−n
LfiU

i

))
Πράγµατι

Φ

((
n∑

i=−n
LfiU

i

)(
n∑

i=−n
LgiU

i

))
=

n∑
i=−n

Lfia
i(Lg−i) =

n∑
i=−n

Lfi·(g−i◦φi)

και

Φ

((
n∑

i=−n
LgiU

i

)(
n∑

i=−n
LfiU

i

))
=

n∑
i=−n

Lgia
i(Lf−i

) =
n∑

i=−n
a−i(Lfi)Lg−i

=
n∑

i=−n
a−i(Lfia

i(Lg−i)) =
n∑

i=−n
L(fi·(g−i◦φi))◦φ−i

αλλά ∫
X

n∑
i=−n

fi · (g−i ◦ φi)dm =

∫
X

n∑
i=−n

(fi · (g−i ◦ φi)) ◦ φ−idm

οπότε από την κατασκευή του ρ έχουµε το Ϲητούµενο.

Λήµµα 2.3.24. ΄ΕστωH χώρος Hilbert καιM αυτοσυζυγής υπάλγεβρα της B(H) τέτοια ώ-

στε το span {Ah ∈ H : A ∈M και h ∈ H} να είναι πυκνό στονH. Τότε ηM έχει τετριµµένο

πυρήνα.

Απόδειξη. ΄Εστω ξ ∈ H τέτοιο ώστε ∀A ∈ M : Aξ = 0. Αρκεί να δείξω ότι ξ = 0. ΄Εστω
(A1, h1), ..., (An, hn) ∈M ×H τότε〈

ξ,
n∑
i=1

Aihi

〉
=

n∑
i=1

〈ξ, Aihi〉 =
n∑
i=1

〈A∗i ξ, hi〉 = 0

έτσι εφόσον το span {Ah ∈ H : A ∈M και h ∈ H} είναι πυκνό στον H έχουµε ότι ξ =

0.
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Απόδειξη του ϑεωρήµατος 2.3.6. ΄Εστω m µέτρο πιθανότητας συµβατό µε το (X,φ)

και D, a, U,Φ, ρ αυτά που επάγονται από το (X,φ,m). ΄Εστω π : B(X,φ) −→ B(H) η
GNS αναπαράσταση που επάγεται από το ρ και ξ ∈ H το αντίστοιχο κανονικό κυκλικό
διάνυσµα. Σταθεροποιούµε µία προσεγγιστική µονάδα Aλ ∈ B(X,φ) οπότε έχουµε ότι
[Aλ]→ ξ. Από το

π(S) = 0⇒π(S)[Aλ] = 0⇒ [SAλ] = 0⇒ lim
λ
ρ((SAλ)∗(SAλ)) = 0

⇒ρ(S∗S) = 0
ρ faithful⇒ S = 0

όπου S ∈ B(X,φ), έχουµε ότι η π είναι ένα προς ένα και άρα είναι ισοµετρία. Από
αυτό έπεται ότι το π(P (X,φ)) είναι norm κλειστό. ΄Εστω R η von Neumann άλγεβρα που
παράγει η π(B(X,φ)) και ω : R −→ C το state T 7→ 〈Tξ, ξ〉. Από το ([6], σ. 129, πρ.
6.8.3) προκύπτει ότι το ξ είναι διαχωρίζον διάνυσµα και άρα το ω είναι faithful. Ακόµη
από το λήµµα 2.3.23 προκύπτει ότι αν S ∈ R τότε

〈(S∗S − SS∗)ξ, ξ〉 = lim
λ
〈(S∗S − SS∗)[Aλ], [Aλ]〉 = lim

λ
ρ(A∗λ(S∗S − SS∗)Aλ)

=ρ(S∗S − SS∗) = 0

δηλαδή ότι το ω είναι trace. Για να δείξω ότι η R είναι finite υποθέτω ότι P ∈ R είναι
προβολή και V ∈ R µερική ισοµετρία τέτοια ώστε V ∗V = I και V V ∗ = P και δείχνω ότι
P = I. Πράγµατι εφόσον το ω είναι faithful trace και I − P ≥ 0 έχουµε ότι ω(V ∗V −
V ∗V ) = 0 ⇒ ω(I − P ) = 0 ⇒ I − P = 0. Για να δείξουµε ότι ο H είναι διαχωρίσιµος
σταθεροποιούµε πυκνό αριθµήσιµο ∆ ⊆ L2(m). ΄Εστω τυχόν [S] ∈ H και ε > 0. Εφόσον
η T 7→ ρ(T ∗T ) είναι norm συνεχής µπορούµε να ϐρούµε f−n, ..., fn ∈ L2(m) τέτοια ώστε

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
[

n∑
i=−n

LfiU
i

]
− [S]

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ < ε

2
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΄Εστω τώρα g−n, ..., gn ∈ ∆ τέτοια ώστε ∀i ∈ {−n, ..., n} : ||fi− gi||2 < ε/(2
√

2n+ 1). ΄Ετσι
έχουµε ότι∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
[

n∑
i=−n

LfiU
i

]
−

[
n∑

i=−n
LgiU

i

]∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
[

n∑
i=−n

Lfi−giU
i

]∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

ρ=ρ◦Φ
=

∣∣∣∣∣ρ ◦ Φ

((
n∑

i=−n
Lfi−giU

i

)∗( n∑
i=−n

Lfi−giU
i

))∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ρ
(

n∑
i=−n

L(fi−gi)(f−i−g−i)

)∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
∫
X

n∑
i=−n

(fi − gi)(f−i − g−i)dm

∣∣∣∣∣
≤

n∑
i=−n

√∫
X
|fi − gi|2dm

√∫
X
|f−i − g−i|2dm

<

n∑
i=−n

ε

2
√

2n+ 1
· ε

2
√

2n+ 1
=
(ε

2

)2

οπότε τελικά έχουµε ότι ∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
[

n∑
i=−n

LgiU
i

]
− [S]

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ < ε

΄Ετσι δείξαµε ότι το σύνολο{[
n∑

i=−n
LgiU

i

]
∈ H : gi ∈ ∆ ∀i ∈ {−n, ..., n}

}

είναι πυκνό και εφόσον είναι και αριθµήσιµο δείξαµε ότι ο H είναι διαχωρίσιµος. Παρα-
τηρήστε ότι, εφόσον αν S ∈ B(X,φ) τότε ||[US]||2 = ρ(S∗U∗US) = ρ(S∗S) = ||[S]||2, οι
σχέση U2[S] = [US] ορίζει ορθοµοναδιαίο τελεστή στον H. Από την κατασκευή του U2

παρατηρούµε π(UA) = U2π(A) άρα ∀n ∈ {0, 1, ...} : π(UnA) = Un2 π(A) ϑέτοντας όµως
όπου A το U−nA η παραπάνω σχέση ισχύει για n ∈ Z ενώ παίρνοντας συζυγίες καταλή-
γουµε στο ∀n ∈ Z : π(UnA) = Un2 π(A) ∧ π(AUn) = π(A)Un2 ⇒ ∀n ∈ Z : π(UnAU−n) =

Un2 π(A)U−n2 . Θα δείξουµε ότι η π(D) έχει τετριµµένο πυρήνα. ΄Εστω

Γ =

{
n∑

i=−n
AiU

i ∈ L2(m) : n ∈ N και A−n, ..., An ∈ D

}
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Εφόσον το Γ είναι πυκνό στην B(X,φ) και ο π είναι ϕραγµένος από την κυκλικότητα του
ξ έχουµε ότι το σύνολο των διανυσµάτων της µορφής

n∑
i=1

π(Si)ξ S1, ...Sn ∈ Γ

είναι πυκνό στον H. ΄Ετσι από τα παραπάνω και παρατηρώντας ότι αν S =
∑n

i=−nAiU
i

για A−n, ..., An ∈ D τότε

π(S)ξ = π(

n∑
i=−n

AiU
i)ξ =

n∑
i=−n

π(Ai)U
i
2ξ ∈ span {π(D)h ∈ H : D ∈ D και h ∈ H}

έχουµε ότι το span {π(D)h ∈ H : D ∈ D και h ∈ H} είναι πυκνό στον H το οποίο από το
λήµµα 2.3.24 µας δίνει ότι η π(D) έχει τετριµµένο πυρήνα. Μπορούµε να επεκτείνουµε
το ρ �D σε faithful state ρ0 : D′′ −→ C µε τον τύπο

ρ0 (Lf ) =

∫
X
fdm f ∈ L∞(m)

ενώ ϑέτοντας

x(n)(t) = y(n)(t) =

1 αν (n, t) ∈ {1} ×X

0 αν (n, t) ∈ {2, 3, ...} ×X

έχουµε ότι∣∣∣∣∣
∞∑
i=1

〈Lfx(i), y(i)〉

∣∣∣∣∣ < ε⇒ |〈Lf (1), 1〉| < ε⇒
∣∣∣∣∫
X
fdm

∣∣∣∣ < ε⇒ |ρ0(Lf )| < ε

από το οποίο συµπεραίνουµε ότι το ρ0 είναι normal. Ξέρουµε ήδη ότι το ω είναι faithful
ενώ ως vector state είναι normal. Ακόµη αν D ∈ D τότε ω ◦ π(D) = 〈π(D)ξ, ξ〉 =

limλ 〈π(D)[Aλ], [Aλ]〉 = limλ ρ(A∗λDAλ) = ρ(D). Από τα παραπάνω το επιχείρηµα στην
παρατήρηση 5.4.1 στο ([3], σ. 626) µας παρέχει έναν ∗-ισοµορφισµό σ : D′′ −→ π(D)′′ ο
οποίος είναι επέκταση της π �D. Για κάθε D ∈ D ισχύει ότι

σ(a(D)) = σ(UDU−1) = π(UDU−1) = U2π(D)U−1
2 = U2σ(D)U−1

2

άρα εφόσον ο σ και η D 7→ UDU−1 είναι ultraweak συνεχής ενώ η D είναι ultraweak
πυκνή στην D′′ έχουµε ότι σ(a(D)) = U2σ(D)U−1

2 για κάθε D ∈ D′′. Από το τελευταίο
έχουµε ότι U2π(D)′′U−1

2 = π(D)′′ και ότι οι µη µηδενικές δυνάµεις του T 7→ U2TU
−1
2 (για

T ∈ π(D)′′) δρουν ελεύθερα. Εφόσον ο π είναι ϕραγµένος έχουµε ότι

π (P (X,φ)) = π

({
n∑
i=0

AiU i ∈ L2(m) : n ∈ N και A−n, ..., An ∈ D

})

=

{
n∑
i=0

π(Ai)U i2 ∈ L2(m) : n ∈ N και A−n, ..., An ∈ D

}
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αλλά από U2π(D) = U2π(D)U−1
2 U2 = π(UDU−1)U2 = π(a(D))U2 για κάθε D ∈ D

το τελευταίο σύνολο είναι η Banach άλγεβρα που παράγει το {π(D)Un2 ∈ B(H) : n ∈
{0, 1, ...} και D ∈ D} . 2

Θεώρηµα 2.3.25. ΄Εστω (X1, φ1), (X2, φ2) τοπολογικά δυναµικά συστήµατα τύπου 1 τέτοια

ώστε οι P (X1, φ1), P (X2, φ2) να είναι ισόµορφες ως άλγεβρες. Υπάρχει ∗-αυτοµορφισµός

h : P (X1, φ1) ∩ P (X1, φ1)∗ −→ P (X2, φ2) ∩ P (X2, φ2)∗ τέτοιος ώστε a(X2, φ2) ◦ h =

h ◦ a(X1, φ1).

Απόδειξη. ΄Εστω g : P (X1, φ1) −→ P (X2, φ2) ισοµορφισµός αλγεβρών. ΄Εστω Di =

P (Xi, φi) ∩ P (Xi, φi)
∗ για i ∈ {0, 1}. Από το ϑεώρηµα 2.3.6 υπάρχει αναπαράσταση

σε finite von Neumann algebra τ : P (X2, φ2) −→ B(H). Θέτουµε a : D −→ D την
απεικόνιση T 7→ UTU−1. ΄Εστω (τ,H,D, U) σύστηµα για τον τ . Από το ϑεώρηµα 2.3.5
υπάρχει ∗-ισοµορφισµός λ2 : D2 −→ D τέτοιος ώστε a◦λ2 = λ2 ◦a(X2, φ2). Παρατηρούµε
ότι, εφόσον ο g είναι ισοµορφισµός, ο τ ◦ g : P (X1, φ1) −→ B(H) είναι αναπαράσταση σε
finite von Neumann algebra και ότι το (τ ◦ g,H,D, U) είναι σύστηµα για τον τ ◦ g. ΄Ετσι
από 2.3.5 υπάρχει ∗-ισοµορφισµός λ1 : D1 −→ D τέτοιος ώστε a ◦λ1 = λ1 ◦ a(X1, φ1). Το
Ϲητούµενο προκύπτει ϑέτοντας h = λ−1

2 ◦ λ1.
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