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Εισαγωγή

Ο όρος Αρµονική Ανάλυση είναι αρκετά ευέλικτος και έχει χρησιµοποιηθεί
για αρκετά διαφορετικά πράγµατα. Σίγουρα η σύγχρονη µορφή της ξεκινά
µε την ανάλυση Fourier στον R και κατ΄ επέκταση στον Rn, αλλά κάποιος ϑα
µπορούσε να ϑεωρήσει ότι οι απαρχές της ϐρίσκονται στην αρχαιότητα, καθώς
οι µουσικές ϑεωρίες του Πυθαγόρα έχουν στοιχεία τριγωνοµετρικής ϕύσης.
Ο όρος αρµονικός άλλωστε σηµαίνει µουσικά ικανός. Για περισσότερες λε-
πτοµέρειες στην ιστορία και εξέλιξη της ανάλυσης Fourier και της αρµονικής
ανάλυσης παραπέµπουµε στο [11].

Η ανάλυση Fourier µελετά το πώς και ποιών ειδών συναρτήσεις στον Rn
µπορούν να αναπαρασταθούν ή να προσεγγιστούν µε, απλούστερες, τριγω-
νοµετρικές συναρτήσεις, µέσω µετασχηµατισµών Fourier, ϑεωρία που έχει
εφαρµογές σε πολλές περιοχές των Μαθηµατικών και της Φυσικής, όπως για
παράδειγµα, Μ.∆.Ε., ϑεωρία αριθµών, combinatorics, ανάλυση σήµατος, ο-
πτική, ακουστική κ.ά.

Η αφηρηµένη αρµονική ανάλυση µε τη σειρά της αναπτύχθηκε παίρνον-
τας την ιδέα της προσέγγισης πραγµατικών συναρτήσεων και γενικεύοντας
τη για συναρτήσεις που ορίζονται σε τυχαίες τοπικά συµπαγείς Hausdorff
τοπολογικές οµάδες, όπως είναι οι πραγµατικοί.

Ιδιαίτερα για µη αβελιανές οµάδες, η αρµονική ανάλυση συνδέεται µε
τη ϑεωρία των unitary αναπαραστάσεων οµάδων και ειδικότερα για συµπα-
γείς οµάδες η Ϲητούµενη προσέγγιση των συναρτήσεων και κατ ΄ επέκταση η
διάσπαση του L2(G) µε χρήση αυτών των αναπαραστάσεων γίνεται πολύ συγ-
κεκριµένα, όπως διαφαίνεται το ϑεώρηµα των Peter και Weyl, καταληκτικό
ϑεώρηµα αυτής της εργασίας.

Ειδικότερα σε αυτή την εργασία ασχολούµαστε µε τα ϐασικά ϑεωρητικά
αναγκαία για να κανουµε αρµονική ανάλυση σε τοπικά συµπαγείς οµάδες.
Πιο συγκεκριµένα, στο κεφάλαιο 1 αναφέρονται οι προαπαιτούµενες για τη
συνέχεια γνώσεις απο τη Θεωρία Μέτρου και τη Θεωρία Τελεστών. Στο κε-
ϕάλαιο 2 ασχολούµαστε µε τις τοπολογικές οµάδες και αποδεικνύουµε την
ύπαρξη του µέτρου Haar, η οπία είναι κοµβικής σηµασίας. Στο κεφάλαιο 3
αναφέρονται τα ϐασικά της Θεωρίας (unitary) Αναπαραστάσεων, ενω στο 4ο
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και τελευταίο κεφάλαιο περιοριζόµαστε στην ανάλυση σε συµπαγείς οµάδες
και αποδεικνύουµε το προαναφερθέν ϑεώρηµα Peter-Weyl.

Τέλος, στο Παράρτηµα παρατίθεται η διάσπαση της δεξιάς και της αριστε-
ϱάς κανονικής αναπαράστασης µιας τοπικά συµπαγούς οµάδας (λεπτεοµε-
ϱέστερα) καθώς και ένα παράδειγµα αυτής για την S3. (Ευχαριστώ ϑερµά τον
∆. Γατζούρα για την προσθήκη αυτή.)



Κεφάλαιο 1

Εισαγωγικά

1.1 Τοπικά Συµπαγείς Χώροι

Ορισµός 1.1.1. ΄Ενας τοπολογικός χώρος X λέγεται τοπικά συµπαγής εάν
για κάθε x ∈ X, υπάρχει U ⊆ X συµπαγές, µε x ∈ U◦.

Παρατήρηση 1.1.2. Για λόγους απλότητας, ένα ως άνω U ϑα το ονοµάζουµε
συµπαγή περιοχή του x. Υπενθυµίζουµε ότι µε τον όρο περιοχή ενός x ∈ X
εννοούµε ένα U ⊆ X, ανοικτό, µε x ∈ U.

Παράδειγµα 1.1.3. 1. Ο χώρος R των πραγµατικών αριθµών (µε τη συ-
νήθη τοπολογία) είναι τοπικά συµπαγής, αφού, για κάθε x ∈ R έχουµε
x ∈ [x− r, x+ r], για οποιοδήποτε r > 0. Ο Q, ως υπόχωρος του R δεν
είναι τοπικά συµπαγής.

2. Κάθε συµπαγής χώρος είναι τοπικά συµπαγής.

3. Κάθε διακριτός χώρος είναι τοπικά συµπαγής.

4. Οι κλειστοί υπόχωροι τοπικά συµπαγών χώρων είναι επίσης τοπικά συµ-
παγείς.

Πρόταση 1.1.4. ΄Εστω X χώρος Hausdorff. Τα επόµενα είναι ισοδύναµα:

1. Ο X είναι τοπικά συµπαγής.

2. Για κάθε x ∈ X υπάρχει U περιοχή του x, µε U συµπαγές.

3. Για κάθε x ∈ X και U ανοικτό µε x ∈ U, υπάρχει V ανοιχτό, σχετικά
συµπαγές σύνολο µε x ∈ V ⊆ V ⊆ U.

4. Για κάθε F ⊆ X, συµπαγές και U ⊆ X, ανοικτό, µε F ⊆ U, υπάρχει V
ανοικτό, σχετικά συµπαγές µε F ⊆ V ⊆ V ⊆ U.
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Απόδειξη

(1)⇒ (2) : ΄Αµεσο από τον ορισµό.
(2) ⇒ (3) : ΄Εστω x ∈ X,U ⊆ X, ανοιχτό, µε x ∈ U. Εφόσον ο X είναι

τοπικά συµπαγής, υπάρχει F συµπαγής περιοχή του x. Το F είναι κανονικός
χώρος στη σχετική του τοπολογία και το σύνολο F ∩U είναι µία περιοχή του
x στο F. Εποµένως υπάρχει G ανοικτό στο F µε x ∈ G ⊆ clFG ⊆ F ∩ U.
Για το G τώρα, υπάρχει E ⊆ X, ανοικτό, τέτοιο ώστε G = F ∩ E. Θέτουµε
V = E ∩ F ◦ και έχουµε x ∈ V ⊆ V ⊆ U και V συµπαγές.

(3) ⇒ (4) : ΄Εστω F ⊆ X, συµπαγές, και U ⊆ X, ανοιχτό, µε F ⊆ U. Για
κάθε x ∈ F έχουµε x ∈ U, οπότε υπάρχει V (x) ανοιχτό, σχετικά συµπαγές,
µε x ∈ V (x) ⊆ V (x) ⊆ U. Η οικογένεια {V (x) : x ∈ F} αποτελεί ανοιχτό
κάλυµµα του συµπαγούς F , οπότε υπάρχουν x1, . . . , xk ∈ F τέτοια ώστε
F ⊆ V (x1) ∪ · · · ∪ V (xk). Θέτουµε V = V (x1) ∪ · · · ∪ V (xk) και έχουµε
F ⊆ V ⊆ V ⊆ U µε V σχετικά συµπαγές.

(4)⇒ (1) : ΄Αµεσο από τον ορισµό.
2

Πρόταση 1.1.5. ΄Ενας τοπικά συµπαγής χώρος Hausdorff είναι τελείως κα-
νονικός.

Απόδειξη ΄ΕστωX τοπικά συµπαγής χώρος Hausdorff. Αν x ∈ X και F ⊆ X,
κλειστό, µε x /∈ F, τότε υπάρχει U ⊆ X, ανοιχτό, µε x ∈ U ⊆ U ⊆ X r F,
µε το U να είναι συµπαγές και επίσης υπάρχει V ανοιχτό στο X, τέτοιο ώστε
x ∈ V ⊆ V ⊆ U. ΄Οµως το U είναι συµπαγής χώρος Hausdorff, οπότε είναι
ϕυσιολογικός και άρα, απο το λήµµα του Urysohn, υπάρχει µία συνεχής
συνάρτηση

f : U → [0, 1], µε f(x) = 1 και f(y) = 0 για κάθε y ∈ U r V.

Θέτουµε τώρα:
g : X → [0, 1]

µε F |U = f και g(y) = 0, για κάθε y ∈ X r U. Εφόσον οι περιορισµοί
g|U, g|X r V είναι συνεχείς και ταυτίζονται στο σύνολο U ∪ (X r V ), έχουµε
ότι g συνεχής, οπότε X τελείως κανονικός. 2

Ορισµός 1.1.6. 1. Αν X τοπικά συµπαγής χώρος και f : X → R µια
πραγµατική ή µιγαδική συνάρτηση, οναµάζουµε ϕορέα της f το σύνο-
λο :

supp(f) := {x ∈ X : f(x) 6= 0}
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2. Συµβολίζουµε µε Cc(X) σύνολο όλων των συνεχών πραγµατικών συναρ-
τήσεων, που ο ϕορέας τους είναι συµπαγές σύνολο και µε Cc(X,C) το
σύνολο των συνεχών µιγαδικών συναρτήσεων, που ο ϕορέας τους είναι
συµπαγές σύνολο.

Πρόταση 1.1.7. ΄Εστω X τοπικά συµπαγής χώρος Hausdorff, K ⊆ X, συµ-
παγές και U ⊆ X, ανοιχτό µε K ⊆ U. Τότε υπάρχει f ∈ Cc(X) τέτοια ώστε
χK ≤ f ≤ χU και supp(f) ⊆ U.

Απόδειξη Από την πρόταση 1.1.4 (4) έχουµε ότι υπάρχει ένα ανοικτό σύνολο
V τέτοιο ώστε το V να είναι συµπαγές και K ⊆ V ⊆ V ⊆ U. Ο χώρος V είναι
ϕυσιολογικός, ως συµπαγής Hausdorff. Από το λήµµα του Urysohn έπεται
ότι υπάρχει g : V → [0, 1] συνεχής, µε g(x) = 1, x ∈ K και g(x) = 0, x ∈
V r V. Ορίζουµε τώρα:

f : X → [0, 1], µε
{
g(x), αν x ∈ V
0, αν x ∈ X r V

Αφού τα V ,X r V είναι κλειστά, καλύπτουν τον X και η f περιορισµένη
στο καθένα είναι συνεχής, έπεται ότι η g είναι συνεχής, ενώ είναι ϕανερό ότι
χK ≤ f ≤ χU .

2

Παρατήρηση 1.1.8 (συµβολισµός). Θα χρησιµοποιούµε το συµβολισµό
f ≺ U εννοώντας ότι f ∈ Cc(X), U ανοιχτό υποσύνολο του X, 0 ≤ f ≤ χU
και supp(f) ⊆ U. Αντίστοιχα, µε K ≺ f εννοούµε ότι
K συµπαγές, f ∈ Cc(X), 0 ≤ f ≤ 1 και f(x) = 1 για x ∈ K.
Για παράδειγµα, µε το συµβολισµό αυτό, το συµπέρασµα της προηγούµενης
πρότασης γράφεται : K ≺ f ≺ U.

1.2 Κανονικά µέτρα σε τοπικά συµπαγείς χώ-
ϱους - Το ϑεώρηµα αναπαράστασης του Riesz

Ορισµός 1.2.1. ΄Εστω X χώρος Hausdorff , A σ-άλγεβρα στον X, µε
Bo(X) ⊆ A, (όπου µε Bo(X) συµβολίζουµε τη σ-άλγεβρα των Borel συνό-
λων) και µ ένα µέτρο στον (X,A). Το µ λέγεται κανονικό, εάν ικανοποιεί τις
παρακάτω ιδιότητες :

1. µ(K) <∞, για κάθε K ⊆ X συµπαγές.

2. µ(A) = inf{µ(U) : U ανοικτό στον X,A ⊆ U}, για κάθε A ∈ A (εξωτε-
ϱική κανονικότητα).
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3. µ(A) = sup{µ(K) : K συµπαγές στον X,K ⊆ A}, για κάθε A ∈ A
(εσωτερική κανονικότητα).

Το µ ϑα λέγεται ασθενώς κανονικό, εάν η εσωτερική κανονικότητα ισχύει για
τα ανοικτά σύνολα του Χ, δηλαδή εάν η ως άνω ιδιότητα (3) αντικατασταθεί
από την ασθενέστερη:
(3)΄ µ(U) = sup{µ(K) : K συµπαγές στον X,K ⊆ U}, για κάθε U ⊆ X,
ανοιχτό.

Εάν A = Bo(X) και το µ είναι ασθενώς κανονικό και τοπικά πεπερασµέ-
νο, δηλαδή αν για κάθε x ∈ X υπάρχει µια περιοχή του x µε πεπερασµένο
µέτρο, τότε το µ ϑα λέγεται µέτρο Radon. Αξίζει να σηµειωθεί ότι αν ο Χ είναι
τοπικά συµπαγής, ένα ασθενώς κανονικό µέτρο είναι αυτόµατα και τοπικά
πεπερασµένο.

Παρατήρηση 1.2.2. Πρέπει να σηµειωθεί ότι η ως άνω ορολογία δεν είναι
ενιαία και ότι πολλοί συγγραφείς µε τον όρο κανονικότητα εννοούν αυτό
που εµείς οριζουµε ως ασθενή κανονικότητα. Αυτό µάλλον οφείλεται στο
γεγονός ότι αν το µ είναι σ-πεπερασµένο, παραδείγµατος χάριν αν ο Χ είναι
σ-συµπαγής, τότε η (3)΄ συνεπάγεται από την (3). Ενδεικτικά παραπέµπουµε
στα [2, Πρόταση 12.4], [4, p.47, Regularity Properties of Borel measures].

Παράδειγµα 1.2.3. 1. Το µέτρο Lebesgue στους ευκλειδείους χώρους εί-
ναι κανονικό. Περιορισµένο δε στις αντίστοιχες Borel σ-άλγεβρες είναι
µέτρο Radon.

2. Κάθε µέτρο Dirac είναι µέτρο Radon.

3. Το αριθµητικο µέτρο στο R δεν είναι Radon, αφού δεν είναι τοπικά
πεπερασµένο.

Στα παρακάτω ϑεωρούµε ότι ο Χ είναι τοπικά συµπαγής και το µ είναι
ασθενώς κανονικό µέτρο.

Πρόταση 1.2.4. Το σύνολο των απλών συναρτήσεων στον Lp(µ) είναι πυκνό
υποσύνολο του Lp(µ), 1 ≤ p ≤ ∞.

Απόδειξη ΄Εστω f ∈ Lp(µ). Αρκεί να δείξουµε ότι υπάρχει {sn} ακολουθία
απλών συναρτήσεων στον Lp(µ) ώστε sn → f στον Lp(µ).

Υποθέτουµε πρώτα ότι 1 ≤ p < ∞. ΄Εστω f ≥ 0.Γνωρίζουµε ότι υπάρχει
{sn} ακολουθία απλών µετρησίµων ώστε 0 ≤ sn ≤ f και limn sn = f. ΄Επεται
ότι |sn|p ≤ |f |p και αφού f ∈ Lp(µ) έχουµε και ότι κάθε sn ∈ Lp(µ). Επίσης
έχουµε ότι |f |p ∈ L1(µ) και |f − sn|p ≤ |f |p (αφού 0 ≤ f − sn ≤ f.) Από το
ϑεωρηµα κυριαρχηµένης συγκλισης έπεται ότι :
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∫
|f − sn|p → 0, οπότε ‖f − sn‖p = (

∫
|f − sn|p)

1
p → 0,

δηλαδή sn → f, στον Lp(µ).
(Η γενική περίπτωση όπου η f είναι µιγαδική µετρήσιµη έπεται εύκολα

απο τα παραπάνω, αφού η f = u + iv γράφεται f = u+ − u− + i(v+ − v−),
όπου οι u+, u−, v+, v− είναι ϑετικές, µετρήσιµες και ανήκουν στον Lp(µ) εάν
f ∈ Lp(µ), όπως προκύπτει εύκολα. Για παράδειγµα για την u+ έχουµε
|u+|p ≤ |f |p.)

΄Εστω τώρα p = ∞. ΄Οπως πριν, αρκεί να δείξουµε το Ϲητούµενο όταν η f
είναι πραγµατική. Για κάθε n ∈ N ϑεωρούµε µια διαµέριση του διαστήµατος
[−‖f‖∞ , ‖f‖∞+1] µε λεπτότητα µικρότερη του 1

n
, έστω {tn0 < tn1 < · · · < tnkn}.

Θέτουµε τώρα:

sn =
kn∑
i=1

tni χ[tni−1≤f<tni ] , n = 1, 2, . . .

Τότε οι sn είναι απλές µε sn ∈ L∞(µ) και |f − sn| ≤ 1
n
, µ σχεδόν παντού.

Εποµένως ‖f − sn‖∞ ≤
1
n
, οπότε sn → f, στον L∞(µ).

2

Πρόταση 1.2.5. ΄Εστω (X,A, µ) χώρος (ασθενώς) κανονικού µέτρου, όπουX
τοπικά συµπαγής χώρος Hausdorff. Τότε ο Cc(X) είναι πυκνός υπόχωρος του
LpR(µ), για 1 ≤ p <∞.

Απόδειξη Αρχικά παρατηρούµε ότι ο Cc(X) αποτελεί υπόχωρο του Lp(µ).
Πράγµατι, αν f ∈ Cc(X), τότε η f είναι, ως συνεχής, Borel µετρήσιµη και
άρα A µετρήσιµη. (Υπενθυµίζουµε την απαίτηση στον ορισµό του κανονικού
µέτρου, Bo(X) ⊆ A.) Επίσης έχουµε:∫

|f |pdµ =

∫
supp(f)

|f |pdµ ≤ ( sup
x∈supp(f)

|f(x)|p)µ(supp(f)) <∞,

αφού supp(f) συµπαγές.
Τώρα προκειµένου να αποδείξουµε το Ϲητούµενο, αρκεί να το δείξουµε

για χαρακτηριστικές, αφού η περίπτωση των απλών έπεται άµεσα και µετά
µπορούµε να κάνουµε χρήση της αµέσως προηγούµενης πρότασης. ΄Εστω
λοιπόν f = χA ∈ LpR(µ), δηλαδή A ∈ A και µ(A) < ∞ και ε > 0. Από
την κανονικότητα του µ, υπάρχουν K,U ⊆ X µε K συµπαγές και U ανοιχτό,
τέτοια ώστεK ⊆ A ⊆ U και µ(UrK) < εp. Από την πρόταση 1.1.7 έχουµε ότι
υπάρχει g ∈ Cc(X) µε χK ≺ g ≺ χU . Τότε έχουµε |f − g| = |χA− g| ≤ χUrK
και άρα:
‖f − g‖p ≤ (µ(U rK))

1
p < ε.

2
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∆είξαµε ότι αν το µ είναι ένα (ασθενώς) κανονικό µέτρο στον τοπικά συµ-
παγή X, τότε ο Cc(X) είναι διανυσµατικός υπόχωρος του LpR(µ). Περιοριζό-
µαστε τώρα στα µέτρα Radon. Αφού ο Cc(X) είναι διανυσµατικός υπόχωρος
του LpR(µ), ορίζεται η απεικόνιση:

I : Cc(X)→ R, µε I(f) =

∫
fdµ.

Εύκολα διαπιστώνουµε ότι αυτή αποτελεί γραµµικό συναρτησοειδές του
Cc(X) και µάλιστα ϑετικό, δηλαδή ισχύει I(f) ≥ 0, για κάθε f ∈ Cc(X), f ≥
0. Στην πραγµατικότητα ισχύει και το αντίστροφο, δηλαδή κάθε ϑετικό γραµ-
µικό συναρτησοειδές είναι αυτής της µορφής και µάλιστα το αντίστοιχο µ
που το αναπαριστά ως ολοκλήρωµα είναι µοναδικό. Συγκεκριµένα έχουµε
τα παρακάτω:

Λήµµα 1.2.6. Αν µ είναι ένα µέτρο Radon σε έναν τοπικά συµπαγή χώρο
Hausdorff Χ, τότε :

µ(U) = sup{
∫
fdµ : f ∈ Cc(X), f ≺ U}

= sup{
∫
fdµ : f ∈ Cc(X), 0 ≤ f ≤ χu},

για κάθε U ⊆ X, ανοιχτό.

Απόδειξη Προφανώς
∫
fdµ ≤ µ(U) για κάθε f ∈ Cc(X) µε 0 ≤ f ≤ χU .

Αρκεί λοιπόν να δειχθεί ότι :
µ(U) ≤ sup{

∫
fdµ : f ∈ Cc(X), f ≺ U.}

΄Εστω λοιπόν β ∈ R, µε 0 ≤ β < µ(U). Αν µ(U) = 0, τότε η ανισότητα
είναι προφανής. ΄Εστω µ(U) > 0. Από την εσωτερική κανονικότητα του µ,
υπάρχει K ⊆ U, συµπαγές, µε µ(K) > β. Από την πρόταση 1.1.7, υπάρχει
f ∈ Cc(X), µε K ≺ f ≺ U. Τότε

∫
fdµ ≥ µ(K) > β και άρα

sup{
∫
fdµ : f ∈ f ≺ U} > β.

Αφού αυτό ισχύει για κάθε β µε 0 ≤ β < µ(U), η απόδειξη είναι πλήρης. 2

Θεώρηµα 1.2.7 (αναπαράστασης Riesz). ΄Εστω X τοπικά συµπαγής χώρος
Hausdorff και I έναι ϑετικό γραµµικό συναρτησοειδές τουCc(X). Τότε υπάρχει
ένα µέτρο Radon στον X, τέτοιο ώστε :

I(f) =

∫
fdµ, για κάθε f ∈ Cc(X).

Μάλιστα, από το λήµµα 1.2.6, το µέτρο αυτό είναι µοναδικό.

Για την απόδειξη παραπέµπουµε:[2, Θεώρηµα 12.25],[4, Theorem 2.14]
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1.3 Στοιχεία ϑεωρίας χώρων Hilbert

Στα παρακάτω αναφέρουµε ϐασικά στοιχεία ϑεωρίας χώρων Hilbert που ϑα
χρησιµοποιοηθούν στη συνέχεια. Για αναλυτικές αποδείξεις των προτάσεων
καθώς και για πληρέστερη ϑεωρία παραπέµπουµε στα [9] και [10].

1.3.1 Χώροι Hilbert

Ορισµός 1.3.1. ΄Εστω H µιγαδικός γραµµικός χώρος. ΄Ενα εσωτερικό γινό-
µενο στον H είναι µια απεικόνιση

〈·, ·〉 : H×H → C

µε τις ιδιότητες :

1. 〈x, x〉 ≥ 0

2. 〈x, x〉 = 0⇔ x = 0

3. 〈x, y〉 = 〈y, x〉

4. 〈x1 + λx2, y〉 = 〈x1, y〉 + λ〈x2, y〉 για κάθε x, x1, x2, y ∈ H, λ ∈ C. Τότε
η απεικόνιση

‖·‖ : H → R+ : x 7→ ‖x‖ =
√
〈x, x〉

είναι νόρµα στον H.

΄Ενας χώρος µε εσωτερικο γινόµενο ονοµάζεται χώρος Hilbert εφόσον είναι
πλήρης ως προς τη νόρµα που ορίζει το εσωτερικό γινόµενο.

∆ύο στοιχεία x, y ∈ H σ’εναν χώρο µε εσωτερικό γινόµενο ονοµάζονται
κάθετα, εάν 〈x, y〉 = 0. Αν ∅ 6= A ⊆ H, το σύνολο

A⊥ = {x ∈ H : 〈x, y〉 = 0, για κάθε y ∈ A}

είναι πάντα κλειστός υπόχωρος του H.

Θεώρηµα 1.3.2. ΄Εστω H χώρος Hilbert και M κλειστός γνήσιος υπόχωρός
του. Τότε M⊥ 6= {0} και ισχύει

M ⊕M⊥ = H.

Εποµένως κάθε x ∈ H γράφεται κατά µοναδικό τρόπο

x = PM(x) + PM⊥(x)
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όπου PM(x) ∈M και PM⊥(x) ∈M⊥ και ισχύει

‖x‖2 = ‖PM(x)‖2 + ‖PM⊥‖2

λόγω του Πυθαγορείου Θεωρήµατος. Εποµένως ‖PM(x)‖2 ≤ ‖x‖2 . Η απεικό-
νιση

PM : H → H

λέγεται ορθή προβολή επί τουM. Είναι καλά ορισµένη, γραµµική και συνεχής.
Μάλιστα ‖PM‖ = 1, όταν M 6= {0}.

1.3.2 Τελεστές σε χώρους Hilbert

Θεώρηµα 1.3.3. Αν H,K χώροι Hilbert και T : H → K είναι γραµµική
απεικόνιση, τα εξής είναι ισοδύναµα:

1. Η T είναι συνεχής.

2. Η T είναι συνεχής στο 0 ∈ H.

3. Η T είναι συνεχής σε κάποιο x0 ∈ H.

4. Υπάρχει M <∞ ώστε ‖Tx‖K ≤M ‖x‖H για κάθε x ∈ H.

5. Ο περιορισµός της T στη µοναδιαία µπάλα του H είναι ϕραγµένη συνάρ-
τηση, δηλαδή το σύνολο ‖Tx‖K : ‖x‖H ≤ 1} είναι ϕραγµένο.

6. Η T είναι οµοιόµορφα συνεχής.

Ορισµός 1.3.4. Μια γραµµική απεικόνιση T : H → K λέγεται ϕραγµένη,
ή ϕραγµένος γραµµικός τελεστής, αν ο περιορισµός της T στη µοναδιαία
σφαίρα του H είναι ϕραγµένη συνάρτηση.

Ο αριθµός
‖T‖ = sup{‖Tx‖K : ‖x‖H ≤ 1}

ονοµάζεται νόρµα του T .

Πρόταση 1.3.5. ΄Εστω T : H → K ϕραγµένος τελεστής. Τότε :

‖T‖ = sup{‖Tx‖ : x ∈ H, ‖x‖ ≤ 1}

= sup{‖Tx‖
‖x‖

: x ∈ H, x 6= 0}

= inf{M > 0 : ‖Tx‖ ≤M ‖x‖ για κάθε x ∈ H

και ισχύει ‖Tx‖ ≤ ‖T‖ ‖x‖ , για κάθε x ∈ H.
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Ορισµός 1.3.6. Το σύνολο των ϕραγµένων γραµµικών τελεστών T : H → K
συµβολίζεται µε B(H,K). Γράφουµε B(H), αντί για B(H,H).

Αν εφοδιάσουµε το σύνολο B(H,K) µε τις κατά σηµείο πράξεις, δηλαδή
αν ορίσουµε, για T, S ∈ B(H,K) και λ ∈ C,

(T + S)(x) = T (x) + S(x)και (λT )(x) = λT (x)

τότε ο B(H,K) γίνεται γραµµικός χώρος. Επιπλέον η απεικόνιση

‖·‖ : B(H,K)→ R+ : T → ‖T‖

είναι νόρµα στον B(H,K), ως προς την οποία µάλιστα είναι πλήρης, δηλαδή
χώρος Banach.

΄Οταν H = K ορίζεται η σύνθεση απεικονίσεων : A · B = A ◦ B,A,B ∈
B(H).Ο τελεστήςAB είναι ϕραγµένος και µάλιστε ισχύει η ανισότητα ‖AB‖ ≤
‖A‖ ‖B‖ , για κάθε A,B. Με πολλαπλασιασµό τη σύνθεση τελεστών, ο B(H)
παίρνει τη δοµή άλγεβρας Banach.

Θεώρηµα 1.3.7 (Riesz). ΄Εστω H χώρος Hilbert. Για κάθε συνεχή γραµµική
µορφή f : H → C υπάρχει µοναδικό y ∈ H, ώστε f(x) = 〈x, y〉, για κάθε
x ∈ H. Επιπλέον ισχύει ότι ‖f‖ = ‖y‖ . Εποµένως ο τοπολογικός δυικός ενός
χώρου Hilbert H είναι αντιγραµµικά ισόµορφος µε τον H.

Ορισµός 1.3.8 (ευθύ άθροισµα). 1. Αν {Hi} είναι µια οικογένεια χώρων
Hilbert, ονοµάζουµε το (εξωτερικό) ευθύ άθροισµα ⊕iHi το σύνολο H
όλων των οικογενειών (xi), µε xi ∈ Hi, για κάθε i, που είναι τετραγωνικά
αθροίσιµες, δηλαδή:

∑
i ‖xi‖

2
Hi <∞. Συµβολίζουµε ένα x ∈ H µε ⊕xi

και ϑέτουµε
〈x, y〉H =

∑
i

〈xi, yi〉Hi

2. Αν Ti : Hi → Ki είναι ϕραγµένοι τελεστές για κάθε i και supi ‖Ti‖ <
∞, τότε για κάθε ⊕xi ∈ H η οικογένεια (Ti(xi)) είναι τετραγωνικά
αθροίσιµη, οπότε ορίζουµε το ευθύ άθροισµα των Ti να είναι ο τελεστής

T : ⊕Hi → ⊕Ki
⊕xi 7→ ⊕iTi(xi)

Ο T είναι ϕραγµένος και µάλιστα έχουµε: ‖T‖ = sup ‖Ti‖ .

3. Αν Hn, n ∈ N είναι κάθετοι ανά δύο υπόχωροι ενός χώρου Hilbert
H, τότε το εσωτερικό ευθύ τους άθροισµα ∨Hn, δηλαδή ο µικρότερος
κλειστός υπόχωρος του H που περιέχει κάθε Hn, είναι ίσο µε το σύνολο

H0 = {
∑
n

xn : xn ∈ Hn,
∑
‖xn‖2 <∞}
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και η απεικόνιση

W : ⊕nHn → H0 : ⊕xn 7→
∑
n

xn

είναι ισοµετρικός ισοµορφισµός. Εποµένως ταυτίζουµε το εξωτερικό
ευθύ άθροισµα κάθετων ανά δύο υποχώρων ενός χώρου Hilbert µε το
εξωτερικό ευθύ τους άθροισµα. Τονίζουµε ότι, από τον ορισµό του
εσωτερικού γινοµένου στο εξωτερικό ευθύ άθροισµα, οι προσθετέοι του
εµφυτεύονται σε αυτό ως κάθετοι ανά δύο υπόχωροί του.

1.3.3 Ειδικές κατηγορίες τελεστών σε χώρους Hilbert

Ορισµός 1.3.9. ΄Εστω H,K χώροι Hilbert. Μια sesquilinear µορφή φ είναι
µια απεικόνιση φ : H × K → C που είναι γραµµική ως προς την πρώτη
µεταβλητή και αντιγραµµική ως προς την δεύτερη.

Η φ λέγεται ϕραγµένη αν ο αριθµός

‖φ‖ = sup{|φ(x, y)| : x ∈ H, y ∈ K, ‖x‖ = ‖y‖ = 1}

είναι πεπερασµένος. Αν H = K ορίζεται η αντίστοιχη τετραγωνική µορφή:
φ̃(x) = φ(x, x).

΄Οταν H = K, η ταυτότητα πολικότητας

4φ(x, y) = φ̃(x+ y)− φ̃(x− y) + iφ̃(x+ iy)− iφ̃(x− iy) (1.1)

δείχνει ότι η φ καθορίζεται από την φ̃.
Αν T ∈ B(H) ϑέτουµε

φT : H×K → C : (x, y) 7→ 〈Tx, y〉.

Η φT είναι sesquilinear και ϕραγµένη, µε ‖φT‖ = ‖T‖ .
Είναι ϕανερό ότι δύο ϕραγµένοι τελεστές S, T στον H συµπίπτουν αν και

µόνο αν οι αντίστοιχες sesquilinear µορφές φT , phiS συµπίπτουν. Από την
ταυτότητα πολικότητας προκύπτει ότι S = T ⇔ 〈Tx, x〉 = 〈Sx, x〉, για κάθε
x ∈ H.

΄Εχουµε λοιπόν κάθε T ∈ B(H,K) ορίζει µία µοναδική ϕραγµένη sesqui-
linear µορφή φT . Ισχύει και το αντίστροφο, δηλαδή:

Πρόταση 1.3.10. Κάθε ϕραγµένη sesquilinear µορφή φ : H×K → C ορίζει
έναν µοναδικό T ∈ B(H,K) από τη σχέση :

〈Tx, y〉 = φ(x, y), για κάθε x ∈ H, y ∈ K.

Μάλιστα έχουµε :‖T‖ = ‖φ‖ .
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Πρόταση 1.3.11. Για κάθε T ∈ B(H,K) υπάρχει µοναδικός T ∗ ∈ B(K,H)
ώστε

〈Tx, y〉K = 〈x, T ∗y〉H
Μάλιστα ισχύει ‖T‖ = ‖T ∗‖ .

Ορισµός 1.3.12. Ο T ∗ λέγεται ο συζυγής τελεστής του T.

Παρατήρηση 1.3.13. Στην περίπτωση που H = K η απεικόνιση

∗ : B(H)→ B(H) : T 7→ T ∗

είναι µία ενέλιξη στον B(H), η οποία ικανοπειεί την C∗ ιδιότητα (‖T ∗T‖ =
‖T‖2), οπότε ο B(H) παίρνει τη δοµή µιας C∗-άλγεβρας.

Ορισµός 1.3.14 (Κατηγορίες Τελεστών). ΄Ενας τελεστής T ∈ B(H) ονοµάζε-
ται :

1. ϕυσιολογικός εάν : TT ∗ = T ∗T

2. αυτοσυζυγής εάν : T = T ∗

3. ορθοµοναδιαίος (unitary) εάν : T ∗ = T−1

4. ϑετικός εάν : 〈Tx, x〉 ≥ 0, για κάθε x ∈ H

5. συµπαγής εάν η εικόνα της µοναδιαίας µπάλας τουH µέσω του T είναι
σχετικά συµπαγές σύνολο

6. πεπερασµένης τάξης εάν η διάσταση του συνόλου τιµών του T είναι
πεπερασµένη

7. αντιστρέψιµος εάν υπάρχει B ∈ B(H), ώστε AB = BA = I, οπότε και
ορίζουµε B = A−1.

Πρόταση 1.3.15. ΄Εστω H χώρος Hilbert. ΄Ενας T ∈ B(H) είναι συµπαγής,
αν και µόνο αν είναι (norm) όριο µιας ακολουθίας τελεστών πεπερασµένης
τάξης.

Πρόταση 1.3.16. ΄Εστω H απειροδιάστατος χώρος Hilbert. Τότε ένας αντι-
στρέψιµος τελεστής δεν µπορεί να είναι συµπαγής.

Ορισµός 1.3.17. ΄Εστω H χώρος Hilbert και T ∈ B(H). ΄Ενα µη µηδενικό
u ∈ H λέγεται ιδιοδιάνυσµα του T, εάν υπάρχει µη µηδενικό λ ∈ C, τέτοιο
ώστε Tu = λu. Το δε λ ∈ C ονοµάζεται ιδιοτιµή του T . Αν λ 6= 0 ιδιοτιµή του
T , ϑέτουµε Mλ = ker(T − λI). Ο Mλ ονοµάζεται ο ιδιόχωρος που αντιστοιχεί
στην ιδιοτιµή λ.
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Πρόταση 1.3.18. ΄ΕστωH απειροδιάστατος χώρος Hilbert καιK ϕραγµένος,
συµπαγής, αυτοσυζυγής τελεστής. Τότε :

1. Ο K έχει µη µηδενική ιδιοτιµή, οπότε υπάρχει λ ∈ C, µε Mλ 6= {0}. Μά-
λιστα, τουλάχιστον ένας από τους αριθµούς ‖K‖ ,−‖K‖ είναι ιδιοτιµή
του K.

2. Για κάθε ιδιοτιµή λ έχουµε dimMλ <∞ και PMλ
K = KPMλ

.

Ορισµός 1.3.19. ΄Εστω (X,A) µετρήσιµος χώρος. Μια οικογένεια {E(Ω) :
Ω ∈ A τελεστών σε έναν χώρο HilbertH λέγεται ϕασµατικό µέτρο αν ικανοποιεί
τις ιδιότητες :

1. . E(Ω)∗ = E(Ω)

2. . E(Ω1 ∪ Ω2) = E(Ω1)E(Ω2)

3. . E(∅) = 0 και E(X) = I

4. . Για κάθε x, y ∈ H, η απεικόνιση : µx,y : Ω 7→ 〈E(Ω)x, y〉 είναι µιγαδικό
µέτρο ορισµένο στην A.

Παρατήρηση 1.3.20. Από τις (1), (2) προκύπτει ότι κάθε E(Ω) είναι ορθή
προβολή.

Ορισµός 1.3.21. ΄Εστω (X,A) µετρήσιµος χώρος και {E(Ω) : Ω ∈ A} ϕα-
σµατικό µέτρο µε τιµές σε έναν χώρο Hilbert H. Αν f απλή, µετρήσιµη µε
κανονική µορφή

f =
∑

λiχΩi

ορίζουµε ∫
X

f(λ)dEλ =
∑
i

λiE(Ωi) ∈ B(H).

Πρόταση 1.3.22. Η απεικόνιση : f 7→
∫
X
f(λ)dEλ είναι συνεχής, ως προς την

τοπολογία της οµοιόµορφης σύγκλισης, από τον χώρο των απλών συναρτήσεων
στον B(H) και επεκτείνεται µοναδικά στον χώρο L∞(X).

Ορισµός 1.3.23. ΄Εστω H χώρος Hilbert και T ∈ B(H). Το ϕάσµα του T
είναι το σύνολο:

σ(T ) = {λ ∈ C : ο T − λI δεν έχει αντίστροφο }.

Πρόταση 1.3.24. Το ϕάσµα ενός ϕραγµένου τελεστή είναι µη κενό, συµπαγές
υποσύνολο του C. Ειδικότερα, για T αυτοσυζυγή έχουµε ότι σ(T ) ⊆ R.
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Θεώρηµα 1.3.25 (Φασµατικό ϑεώρηµα για ϕυσιολογικούς τελεστές). Αν T ∈
B(H) είναι ϕυσιολογικός τελεστής, τότε υπάρχει µοναδικό κανονικό ϕασµατικό
µέτρο {E(Ω) : Ω ⊆ C Borel} που ϕέρεται από το σ(T ), ώστε

T =

∫
λdEλ.

Επιπλέον, ένας A ∈ B(H) µετατίθεται µε τον T αν και µόνο αν µετατίθεται µε
καθε E(Ω).
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Κεφάλαιο 2

Το µέτρο Haar σε Τοπολογικές
Οµάδες

2.1 Τοπολογικές Οµάδες

Μια τοπολογική οµάδα είναι µια οµάδα G εφοδιασµένη µε µια τοπολογία ως
προς την οποία οι πράξεις της οµάδας είναι συνεχείς. ∆ηλαδή, ο πολλαπλα-
σιασµός :

(x, y) 7→ xy

G×G→ G

και η αντιστροφή:
x 7→ x−1

G→ G

είναι συνεχείς.

Παράδειγµα 2.1.1. 1. Οποιαδήποτε οµάδα G δύναται να γίνει τοπολογι-
κή οµάδα µε τη διακριτή τοπολογία, δηλαδή την τοπολογία στην οποία
κάθε σύνολο είναι ανοιχτό. Μια οµάδα ϑεωρούµενη µε τη διακριτή
τοπολογία ονοµάζεται διακριτή.

2. Η προσθετική οµάδα των πραγµατικών (R,+) και η πολλαλασιαστική
οµάδα των πραγµατικών (R r {0},×) αποτελούν τοπολογικές οµάδες
µε τη συνήθη τοπολογία.

3. Οι παρακάτω οµάδες πινάκων, µε τη σχετική τοπολογία από τον
Mn(R) ' R2n ή τον Mn(C) ' C2n αποτελούν τοπολογικές οµάδες.

GL(n,R) = {A ∈Mn(R) : detA 6= 0}

15
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SL(n,R) = {A ∈ GL(n,R) : detA = 1}
O(n,R) = {A ∈ GL(n,R) : A>A = 1}
GL(n,C) = {A ∈Mn(C) : detA 6= 0}
U(n) = {A ∈ GL(n,C) : A∗A = I}
SU(n) = {A ∈ U(n) : detA = 1}

Ορισµός 2.1.2. ΑνG τοπολογική οµάδα και A,B ⊆ G, x ∈ G τότε ορίζουµε :
Ax = {yx, y ∈ A}, xA = {xy, y ∈ A}, A−1 = {y−1, y ∈ A} ,

AB = {xy, x ∈ A, y ∈ B}.
΄Ενα σύνολο A ϑα ονοµάζεται συµµετρικό, εάν A = A−1

Παρατήρηση 2.1.3. ∆εν ϑα συµβολίζουµε µε A2 το AA. Με A2 ϑα εννοούµε
το σύνολο {x2, x ∈ A}.

Επίσης είναι χρήσιµη η εξής παρατήρηση: A ∩B = ∅ ⇔ 1 /∈ A−1B.

Η επόµενη πρόταση αφορά ϐασικές ιδιότητες τοπολογικών οµάδων.

Πρόταση 2.1.4. 1. Η τοπολογία είναι αναλλοίωτη στις πράξεις, δηλαδή
αν U ⊆ G, ανοιχτό, τότε τα σύνολα xU , Ux, U−1 είναι ανοιχτά για κάθε
x ∈ G. Επίσης, για κάθε A ⊆ G τα σύνολα AU,UA είναι ανοιχτά.

2. Για κάθε U περιοχή της µονάδας, υπάρχει V συµµετρική περιοχή της
µονάδας µε V V ⊆ U .

3. Αν H υποοµάδα της G, τότε και η H υποοµάδα της G.

4. Αν η H είναι κανονική υποοµάδα, τότε και η H είναι κανονική.

5. Κάθε ανοιχτή υποοµάδα είναι κλειστή.

6. Αν A,B συµπαγή, τότε και το AB είναι συµπαγές.

Απόδειξη

1. ΄Οτι τα xU , Ux, U−1 είναι ανοιχτά, εφόσον U ανοιχτό, έπεται άµεσα
απο τη συνέχεια των πράξεων στην G. Για παράδειγµα, για x ∈ G, η
απεικόνιση πx−1 : y 7→ x−1y είναι συνεχής και προφανώς έχουµε xU =
(πx−1)−1(U). ΄Επεται ότι AU ανοιχτό,για το τυχαίο A ⊆ G γράφοντας
AU = ∪x∈AxU και οµοίως για το UA.

2. Απο τη συνέχεια του πολλαπλασιασµού στη µονάδα, έπεται ότι, αν U
περιοχή της µονάδας, τότε υπάρχουν W1,W2 περιοχές της µονάδας µε
W1W2 ⊆ U . Τότε για V = W1 ∩W2 ∩W−1

1 ∩W−1
2 ισχύει το Ϲητούµενο.
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3. ΄Εστω H υποοµάδα της G. Αρκεί να δείξουµε ότι, αν x, y ∈ H, τότε
xy−1 ∈ H. Θεωρούµε την απεικόνιση π : (H ×H) 7→ H, µε π(x, y) =
xy−1, η οποία είναι συνεχής. Πρέπει λοιπόν π−1(H) να είναι κλειστή.
΄Οµως H ×H ⊆ π−1(H) ,οπότε H ×H = H ×H ⊆ π−1(H).

4. ΄Εστω H κανονική υποοµάδα της G. Παρατηρούµε ότι, για κάθε g ∈ G,
το σύνολο gHg−1 είναι κλειστό και περιέχει το gHg−1 = H.΄Επεται ότι
H ⊆ gHg−1, άρα g−1Hg ⊆ H, για κάθε g ∈ G.

5. Αν H ανοιχτή υποοµάδα της G, από το 1 έχουµε ότι κάθε σύµπλοκο
xH είναι επίσης ανοιχτό.΄Οµως G r H =

⋃
y�1

yH, οπότε είναι ανοιχτό,

άρα και H κλειστή.

6. Πάλι ϑεωρώντας τη συνεχή απεικόνιση π : (G × G 7→ G) του πολλα-
πλασιασµού στην G έχουµε AB = π(A × B), συµπαγές, ως συνεχής
εικόνα συµπαγούς.

2

Παρατήρηση 2.1.5. Είναι προφανές πως, για x ∈ G, οι απεικονίσεις g 7→
xg, g 7→ gx g 7→ g−1 είναι οµοιοµορφισµοί καθώς και ότι V περιοχή του
x ∈ G ⇐⇒ x−1V περιοχή της µονάδας ⇐⇒ V x−1 περιοχή της µονάδας
καθώς και ότι αν U περιοχή της µονάδας, τότε xU περιοχή του x, για κάθε
x ∈ G.

Αν H υποοµάδα της G, τότε µπορούµε να ϑεωρήσουµε τον αντιστοιχο χώ-
ϱο πηλίκο G

/
H, δηλαδή το χώρο όλων των αριστερών συµπλόκων xH, x ∈ G

της H.Θεωρούµε την απεικόνιση πηλίκο q : G 7→ G
/
H. Τότε το G

/
H γίνεται

τοπολογικός χώρος µε την τοπολογία πηλίκο, δηλαδή ένα σύνολο U ⊆ G
/
H

είναι ανοιχτό, αν και µόνο αν q−1(U) είναι ανοιχτό στην G.Παρατηρούµε ε-
πίσης ότι η q είναι ανοικτή απεικόνιση, δηλαδή αν V ⊆ G ανοικτό, έχουµε
q(V ) ⊆ G

/
H ανοικτό. Πράγµατι, παρατηρούµε ότι, αν V ⊆ G, ανοικτό, τότε

το q(V ) ⊆ G
/
H ανοικτό, αφού q−1(q(V )) = V H ανοικτό απο την προηγού-

µενη πρόταση. Για το G
/
H έχουµε τα παρακάτω.

Πρόταση 2.1.6. ΄Εστω H υποοµάδα της τοπολογικής οµάδας G.Τότε

1. Αν η H είναι κλειστή, τότε ο G
/
H είναι χώρος Hausdorff.

2. Αν η G είναι τοπικά συµπαγής, τότε και ο χώρος G
/
H είναι τοπικά συµ-

παγής.

3. Αν η H είναι κανονική, τότε η G
/
H είναι τοπολογική οµάδα.
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Απόδειξη

1. ΄Εστω x = q(x), y = q(y) µε x 6= y και έστω H κλειστή. Τότε, το xHy−1

είναι κλειστό και δεν περιέχει τη µονάδα (άρα και το συµπλήρωµα του
έιναι περιοχή της µονάδας), οπότε, (από το 2 της προηγούµενης πρότα-
σης) υπάρχει V συµµετρική περιοχή της µονάδας, µε V V ∩xHy−1 = ∅.
΄Εχουµε: V V ∩ xHy−1 = ∅ ⇒ V ∩ xHy−1V −1 = ∅. Εφόσον V = V −1

και H = HH, έχουµε: V ∩ xHy−1V −1 = ∅ ⇔ 1 /∈ V −1xH(V y)−1 ⇔
1 /∈ V xH(V y)−1 = V xH(V yH)−1, άρα V xH ∩ V yH = ∅, δηλαδή οι
q(V x) = V xH και q(V y) = V yH είναι ξένες περιοχές των x, y.

2. Αν U συµπαγής περιοχή της µονάδας, τότε q(Ux) έιναι συµπαγής πε-
ϱιοχή του q(x) στην G

/
H (αφού η q συνεχής και ανοικτή).

3. (Αν ηH είναι κανονική,τότε το G
/
H είναι οµάδα). ΄Εστω x, y ∈ G και U

µια περιοχή του q(xy) ∈ G
/
H. Από τη συνέχεια του πολλαπλασιασµού,

υπάρχουν V,W περιοχές των x, y αντίστοιχα, ώστε VW ⊆ q−1(xy).Τότε
οι q(U), q(W ) είναι περιοχές των q(x), q(y) αντίστοιχα (q ανοιχτή), µε
q(V )q(W ) ⊆ U , άρα ο πολλαπλασιασµός είναι συνεχής στην G

/
H.

Οµοίως δουλεύουµε και για την αντιστροφή.

2

Πόρισµα 2.1.7. Αν η G είναι T1, τότε είναι Hausdorff. Αν η G δεν είναι
T1,τότε η {1} είναι κλειστή, κανονική υποοµάδα, οπότε η G

/
{1} είναι Haus-

dorff τοπολογική οµάδα.

Απόδειξη Το πρώτο έπεται άµεσα από την προηγούµενη πρόταση για H =
{1}. Τώρα, αν η G δεν είναι T1 χρησιµοποιούµε πάλι την προηγούµενη πρό-
ταση, για H = {1}, λαµβάνοντας υπόψη ότι η {1} είναι κανονική υποοµάδα
αφού η {1} είναι κανονική. 2

Η επόµενες παρατηρήσεις ϑα µας ϕανούν χρήσιµες στη συνέχεια.

Λήµµα 2.1.8. ΄Εστω G, H τοπολογικές οµάδες και φ : G 7→ H ένας οµοµορ-
ϕισµός. Τότε ο φ είναι συνεχής, αν και µόνο αν είναι συνεχής στη 1G.

Απόδειξη ΄Εστω φ συνεχής στη 1G και έστω x ∈ G. Αν xi δικτυο στην G, µε
xi 7→ x, τότε x−1xi 7→ x−1x = 1G, οπότε φ(x)−1φ(xi) = φ(x−1x) 7→ φ(1H),
άρα φ(xi) 7→ φ(x). 2

Ορισµός 2.1.9. ΄Εστω f µια συνάρτηση µε πεδίο ορισµού µια τοπολογική
οµάδα G και έστω y ∈ G. Ορίζουµε την αριστερή και τη δεξιά µεταφορά της
f κατά y ως εξής :

Lyf(x) = f(y−1x), Ryf(x) = f(yx) (2.1)
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Χρησιµοποιούµε y−1 στην Ly και y στην Ry ούτως ώστε οι απεικονίσεις y 7→
Ly και y 7→ Ry να είναι οµοµορφισµοί οµάδων:

Lyz = LyLz, Ryz = RyRz.

Ορισµός 2.1.10. Λέµε ότι η f είναι αριστερά (αντ. δεξιά) οµοιόµορφα συνε-
χής εάν ισχύει : ‖Lyf − f‖sup → 0 (αντ. ‖Ryf − f‖sup → 0) καθώς y → 1G.

Πρόταση 2.1.11. ΄Εστω G τοπολογική οµάδα και f ∈ Cc(G). Τότε η f είναι
αριστερά και δεξιά οµοιόµορφα συνεχής.

Απόδειξη Θα δείξουµε την αριστερή οµοιόµορφη συνέχεια, καθώς η δεξιά
έπεται αναλόγως. Αρκεί να δείξουµε ότι, για κάθε ε > 0 υπάρχει U περιοχή
της µονάδας, τέτοια ώστε, αν x−1y ∈ U, τότε |f(x) − f(y)| < ε. ΄Εστω f ∈
Cc(G) και ε > 0. Θέτουµε K = supp(f). ΄Εστω επίσης V µια συµπαγής
περιοχή της 1G. Από τη συνέχεια της f έπεται ότι για κάθε x ∈ G υπάρχει
(ανοιχτή) περιοχή της 1G Vx µε VX ⊆ V, ώστε για κάθε y ∈ xVx να ισχύει
|f(x) − f(y) < ε

2
. ΄Εστω τώρα Ux ανοιχτή συµµετρική περιοχή της 1G µε

UxUx ⊆ Vx. (Πρόταση 2.1.4). ΄Εχουµε ότι τα σύνολα xUx, x ∈ KV καλύπτουν
το συµπαγές KV , οπότε υπάρχουν x1, · · · , xk ∈ KV ώστε KV ⊆ ∪k1xiUxi .
Θέτουµε τώρα U = ∩k1Uxi . Η U είναι ανοιχτή, συµµετρική περιοχή της 1G.
΄Εστω τώρα x, y ∈ G µε x−1y ∈ U. Αν x /∈ KV τότε αναγκαστικά y /∈ K,
αφού x−1y ∈ U ⇒ x−1 ∈ Uy−1 ⇒ x ∈ yU−1 = yU ⊆ yV και τότε έχουµε
f(x) = f(y) = 0. ΄Εστω τώρα x ∈ KV. Τότε υπάρχει j ώστε x ∈ xjUxj , άρα
y ∈ xjUxjU−1 = xjUxjU ⊆ xjVxj , οπότε έχουµε
|f(x)− f(y)| ≤ |f(x)− f(xj)|+ |f(xj)− f(y)| < ε

2
+ ε

2
= ε. 2

Παρατήρηση 2.1.12. Σύµφωνα µε τα παραπάνω, µπορούµε να υποθέτουµε
ότι κάθε τοπολογική οµάδα είναι Hausdorff, (ειδάλλως δουλεύουµε µε την
G
/
{1}). Εφεξής µε τον όρο τοπικά συµπαγής οµάδα, ϑα εννοούµε µια τοπο-

λογική οµάδα, που η τοπολογία της είναι τοπικά συµπαγής και Hausdorff.

2.2 Το µέτρο Haar

΄Εστω G µια τοπικά συµπαγής οµάδα.Υπενθυµίζουµε ότι µε Cc(G) συµβολί-
Ϲουµε το χώρο των συνεχών πραγµατικών συναρτήσεων µε συµπαγή ϕορέα
στη G και ϑέτουµε C+

c (G) = {f ∈ Cc(G) : f ≥ 0, f 6= 0}. Προφανώς η
γραµµική ϑήκη αυτού είναι όλος ο Cc(G).

Επίσης, υπενθυµίζουµε τον παρακάτω:

Ορισµός 2.2.1. ΄Εστω X τοπικά συµπαγής και Hausdorff τοπολογικός χώ-
ϱος. ΄Ενα µέτρο Radon στον X είναι ένα µέτρο Borel που είναι πεπερασµένο
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στα συµπαγή, εξωτερικά κανονικό σε όλα τα Borel και εσωτερικά κανονικό
στα ανοιχτά υποσύνολα του X. Πιο συγκεκριµένα ένα µέτρο Borel µ ϑα είναι
µέτρο Radon εάν :

1. µ(K) <∞, για κάθε K ⊆ X συµπαγές.

2. µ(A) = inf{µ(U) : A ⊆ U,U ανοιχτό στον X}, για κάθε A ∈ Bo(X).

3. µ(U) = sup{µ(K) : K ⊆ U,K συµπαγές στον X}, για κάθε U ανοιχτό
στον X.

Παρατήρηση 2.2.2. Αποδεικνύεται ότι ένα σ-πεπερασµένο µέτρο Radon εί-
ναι και εσωτερικά κανονικό, δηλαδή η παραπάνω σχέση (3) ισχύει για κάθε
U ∈ Bo(X).

Ορισµός 2.2.3. ΄Ενα αριστερό (αντ, δεξί) µέτρο Haar σε µια τοπικά συµπαγή
οµάδα G είναι ένα µη µηδενικό µετρο Radon µ στην G που ικανοποιεί την
µ(xE) = µ(E) (αντ. µ(Ex) = µ(E)), για κάθε E ⊆ G, Borel και κάθε x ∈ G.

Πρόταση 2.2.4. ΄Εστω µ ένα (µη µηδενικό) µέτρο Radon στην τοπικά συπµαγή
G και έστω µ̃(E) = µ(E−1). Τότε :

1. Το µ είναι αριστερό µέτρο Haar στην G αν και µόνο αν το µ̃ είναι δεξί
µέτρο Haar.

2. Το µ είναι αριστερό µέτρο Haar στηνG αν και µόνο αν
∫
Lyfdµ =

∫
fdµ,

για κάθε f ∈ C+
c (G) και y ∈ G.

Απόδειξη

1. ΄Εστω x ∈ G και E ∈ Bo(G). ΄Εχουµε: µ̃(Ex) = µ(x−1E−1) = µ̃(E)
και µ(xE) = µ̃(E−1x−1) = µ̃(E−1) = µ(E).

2. ΄Εστω µ µέτρο Radon στην G. Ορίζουµε µy(E) = µ(yE) για κάθε
y ∈ G, E ∈ Bo(G). ΄Εστω τώρα s =

∑k
i=1 aiχAi µία απλή συνάρ-

τηση. Τότε, παρατηρώντας ότι, για κάθε A ∈ Bo(X), y ∈ G ισχύει
LyχA = χyA, έχουµε ότι αν y ∈ G ισχύει :

∫
Lysdµ =

∑k
i=1 aiµ(yAi) =∑k

i=1 aiµy(Ai) =
∫
sdµy. ΄Εστω τώρα µια f ∈ C+

c (G). ΄Εχουµε:∫
Lyfdµ = sup{

∫
Lysdµ : s απλή,0 ≤ s ≤ f} = sup{

∫
sdµy, s απλη,

0 ≤ s ≤ f} =
∫
fdµy. ΄Επεται ότι , αν µ µέτρο Haar στην G, τότε

µ = µy, οπότε
∫
Lyfdµ =

∫
fdµ, για κάθε f ∈ C+

c (G). Αντίστροφα, αν∫
Lyfdµ =

∫
fdµ για κάθε f ∈ C+

c (G), δηλαδή αν
∫
fdµ =

∫
dµy για

κάθε f ∈ C+
c (G) (άρα και για κάθε f ∈ Cc(G) λόγω γραµµικότητας),

τότε το Ϲητούµενο έπεται απο τη µοναδικότητα του µέτρου στο ϑεώρηµα
αναπαράστασης του Riesz.
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2

Παρατήρηση 2.2.5. Από τα παραπάνω ϕαίνεται ότι δεν έχει µεγάλη σηµασία
το αν ϑα επιλέξουµε να µελετήσουµε αριστερά ή δεξιά µέτρα Haar, είναι
συνηθέστερο όµως να µελετάµε αριστερά.

Η µελέτη του µέτρου Haar δεν είναι κενή περιεχοµένου, όπως ϕαίνεται
απο το παρακάτω:

Θεώρηµα 2.2.6. Κάθε τοπικά συµπαγής οµάδα διαθέτει ένα (αριστερό) µέτρο
Haar.

Για την απόδειξη αυτού χρειάζονται τα εξής :

Παρατήρηση 2.2.7. Για κάθε f, φ ∈ C+
c (G) υπάρχουν πεπερασµένα στο

πλήθος cj ≥ 0 και xj ∈ G τέτοια ώστε :
f(x) ≤

∑n
j=1 φ(x−1

j x), δηλαδή έτσι ώστε f ≤
∑n

j=1 cjLxjφ και µπορούµε να
ορίσουµε

(f : φ) = inf{
n∑
j=1

cj : f ≤
n∑
j=1

Lxjφ}.

Πράγµατι, έστω f, φ ∈ C+
c (G). Θεωρούµε U = [φ > 1

2
‖φ‖∞]. Το U

είναι ανοιχτό και προφανώς G =
⋃
x∈G

xU . Αφού s(f) συµπαγές, έπεται ότι

υπάρχουν n ∈ N, x1, x2, ....xn ∈ G, µε s(f) ⊆
n⋃
j=1

xjU . Εποµένως, αν x ∈ s(f)

έχω x ∈ xjU για κάποιο 1 ≤ j ≤ n άρα x−1
j x ∈ U , οπότε Lxjφ(x) > 1

2
‖φ‖∞.

Κατά συνέπεια, για κάθε c > 0 έχουµε
cLxjφ(x) > c

2
‖φ‖∞ . Επιλέγοντας λοιπόν cj > 0, µε ‖f‖∞ ≤

cj
2
‖φ‖∞ έχουµε,

για κάθε x ∈ s(f) αν x ∈ xjU ότι f(x) ≤ ‖f‖∞ ≤
cj
2
‖φ‖∞. Αν ϑεωρήσουµε

λοιπόν c1 = c2 = .... = cn =
2‖f‖∞
‖φ‖∞

έχουµε f ≤
∑n

j=1 cjLxjφ και

(f : φ) ≤
∑n

j=1 cj ≤
2n‖f‖∞
‖φ‖∞

.

Ορισµός 2.2.8. Για κάθε f, φ ∈ C+
c (G) το (f : φ) είναι καλά ορισµένο και

ονοµάζεται δείκτης της f ως προς την φ.

Λήµµα 2.2.9. Ιδιότητες του δείκτη Για κάθε f, f1, f2, φ, ψ ∈ C+
c (G), y ∈ G και

c > 0 ισχύουν :

1. (f : φ) = (Lyf : φ)

2. (f1 + f2 : φ) ≤ (f1 : φ) + (f2 : φ)

3. (cf : φ) ≤ c(f : φ)
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4. (f1 : φ) ≤ (f2 : φ), όταν f1 ≤ f2

5. (f : φ) ≥ ‖f‖∞
‖φ‖∞

6. (f : φ) ≤ (f : ψ)(ψ : φ)

Απόδειξη

1. Αν f ≤
∑
cjLxjφ και y ∈ G τότε Lyf ≤

∑
cjLyLxjφ =

∑
cjLyxjφ και

αν Lyf ≤
∑
cjLxjφ τότε f ≤

∑
cjLy−1xjφ

2. Αφού f1, f2 ≥ 0 έχουµε fi ≤ f1 + f2 ≤
∑
cjLxjφ, i = 1, 2

3. Αν f ≤
∑
cjLxjφ τότε cf ≤

∑
ccjLxjφ και αν cf ≤

∑
cjLxjφ, τότε

f ≤
∑
c−1cjLxjφ, αφού c > 0.

4. ΄Αµεσο.

5. ΄Εστω x0 ∈ G µε f(x0) = max f . Τότε
max f = f(x0) ≤

∑
cjφ(x−1

j x0) ≤
∑
cj maxφ.

6. Αν f ≤
∑
cjLxjψ και ψ ≤

∑
biLyiφ τότε f ≤

∑
j

∑
i cjbiLxjyjφ.

2

Σταθεροποιώντας τώρα µία f0 ∈ C+
c (G) ορίζουµε

Iφ(f) =
(f : φ)

(f0 : φ)
, f, φ ∈ C+

c (G).

Από το προηγούµενο Λήµµα έπεται ότι το Iφ είναι ϑετικό, Ly-αναλλοίωτο,
υπογραµµικό, ϑετικά οµογενές και µονότονο ενώ επίσης ισχύει :

(f0 : φ)−1 ≤ Iφ(f) ≤ (f : f0). (2.2)

Εάν δε ήταν και γραµµικό, ϑα ήταν ο περιορισµός στον C+
c (G) ενός

Ly-αναλλοίωτου ϑετικού γραµµικού συναρτησοειδούς στον Cc(G),οπότε και
ϑα προέκυπτε το αντίστοιχο µέτρο Radon στην G, από το ϑεώρηµα αναπαρά-
στασης του Riesz.

Για να ϐρούµε ένα όµως ένα Iφ που να είναι όντως και γραµµικό χρειαζό-
µαστε το παρακάτω:

Λήµµα 2.2.10. ΄Εστω f1, f2 ∈ C+
C (G). Τότε, για κάθε ε > 0 υπάρχει V

περιοχή της 1G, τέτοια ώστε : Iφ(f1) + Iφ(f2) ≤ Iφ(f1 + f2) + ε,
όταν s(φ) ⊆ V, φ ∈ C+

c (G), φ 6= 0.
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Απόδειξη
Σταθεροποιούµε µία g ∈ C+

c (G) µε g = 1 στο s(f1 + f2). ΄Εστω ε > 0 και
δ > 0 (η τιµή του οποίου ϑα προσδιορισθεί παρακάτω). Θέτουµε
h = f1 + f2 + δg και hi = fi

h
, i = 1, 2, όπου ϐέβαια ϑέτουµε hi(x) = 0, όταν

h(x) = 0. Τότε έχουµε ότι κάθε hi ∈ C+
c (G), οπότε κάθε hi είναι οµοιόµορφα

συνεχής, εποµένως, για το δ > 0, υπάρχει V περιοχή της 1G τέτοια ώστε
|hi(x)− hi(y)| < δ, i = 1, 2 όταν y−1x ∈ V .
΄Εστω τώρα φ ∈ C+

c (G) µε s(φ) ⊆ V .
Αν cj > 0, µε h ≤

∑
cjLxjφ, τότε

fi(x) = h(x)hi(x) ≤
∑
cjφ(x−1

j x)hi(x) ≤
∑
cjφ(x−1

j x)[hi(xj) + δ], αφού
|hi(x) − hi(xj)| < δ, όταν x−1

j x ∈ s(φ) ⊆ V . Επειδή h1 + h2 ≤ 1 έχουµε:
(f1 : φ) + (f2 : φ) ≤

∑
cj[h1 + δ] +

∑
cj[h2 + δ] ≤

∑
cj[1 + 2δ].

Παίρνοντας infimum για όλα τα αθροίσµατα
∑
cj έχουµε:

Iφ(f1) + Iφ(f2) ≤ (1 + 2δ)Iφ(h) ≤ (1 + 2δ)[Iφ(f1 + f2) + δIφ(g))] =
= Iφ(f1 + f2) + 2δIφ(f1 + f2) + δ(1 + 2δ)Iφ(g).
Επιλέγοντας τώρα δ τέτοιο ώστε

2δ(f1 + f2 : f0) + δ(1 + 2δ)(g : f0) < ε τότε, σύµφωνα µε την 2.2 έχουµε:
2δIφ(f1 + f2) + δ(1 + 2δ)Iφ(g) < ε, οπότε Iφ(f1) + Iφ(f2) < Iφ(f1 + f2) + ε.

2

Μπορούµε πλέον να ολοκληρώσουµε την απόδειξη του ϑεωρήµατος ύπαρ-
ξης.

Για κάθε f ∈ C+
c (G) ϑεωρούµε το διάστηµαXf = [(f0 : f)−1, (f : f0)] ⊆ R

και ϑεωρούµε ως χώρο X το καρτεσιανό γινόµενο των Xf . Ο X είναι ο συµ-
παγής Hausdorff, που αποτελείται από όλες τις απεικονίσεις απο τον C+

c (G)
στο (0,+∞), που οι τιµές τους σε κάθε f ϐρίσκονται στο αντίστοιχο Xf .
Πάλι από την 2.2 έχουµε ότι Iφ ∈ X, για κάθε φ ∈ C+

c (G). Θεωρούµε
τώρα για κάθε V περιοχή της 1G το K(V ) = clX{Iφ : s(φ) ⊆ V }. Ε-
πειδή ∩n1K(Vj) ⊇ K(∩n1 (Vj)) και προφανώς ∩n1 (Vj) 6= ∅ (περιέχουν τη 1G)
για κάθε πεπερασµένη επιλογή περιοχών της 1G, έπεται ότι η οικογένεια
{K(V ), V περιοχή της 1G} έχει την ιδιότητα των πεπερασµένων τοµών, οπό-
τε, από τη συµπάγεια του X έχουµε ότι υπάρχει I ∈ X µε I ∈ ∩{K(V ), V
περιοχή της 1G}. Αυτό σηµαίνει ότι κάθε περιοχή του I περιέχει Iφ µε s(φ)
αυθαίρετα µικρό. Με άλλα λόγια, για κάθε περιοχή της 1G, κάθε ε > 0 και
και κάθε πεπερασµένη επιλογή f1, f2, ...., fn ∈ C+

c (G), υπάρχει φ ∈ C+
C (G),

µε s(φ) ⊆ V και |I(fj)− Iφ(fj)| < ε, για όλα τα j = 1, 2...n.
Το επαγόµενο I έχει τις επόµενες τρεις ιδιότητες. Από αυτές, οι (1), (3) έπονται
άµεσα από το 2.2.9, ενώ η (2) αποδεικνύεται παρακάτω.

1. I(Lyf) = I(f), για κάθε y ∈ G και για κάθε f ∈ C+
c (G).

2. I(f1 + f2) = I(f1) + I(f2), για κάθε f1, f2 ∈ C+
c (G).
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3. I(cf) = cI(f), για κάθε c > 0 και f ∈ C+
c (G).

Αποδεικνύουµε την (2):
΄Εστω f1, f2 ∈ C+

c (G) και ε > 0. Από το λήµµα 2.2.10, υπάρχει V περιοχή
της 1G τέτοια ώστε Iφ(f1) + Iφ(f2) ≤ Iφ(f1 + f2) + ε, οποτεδήποτε s(φ) ⊆ V .
Από τα παραπάνω, υπάρχει µία φ µε s(f) ⊆ V ώστε :
|I(f1)− Iφ(f1)| < ε
|I(f2)− Iφ(f2)| < ε
|I(f1 + f2)− Iφ(f1 + f2)| < ε, οπότε έχουµε
I(f1) + I(f2) ≤ Iφ(f1) + Iφ(f2) + 2ε ≤ Iφ(f1 + f2) + 3ε ≤ I(f1 + f2) + 5ε.

Αφού το ε > 0 ήταν τυχόν, έπεται ότι : I(f1) + I(f2) ≤ I(f1 + f2), οπότε από
το λήµµα 2.2.9 έπεται I(f1 + f2) = I(f1) + I(f2).

Επεκτείνουµε τώρα το I στον Cc(G) ϑέτοντας : I(f) = I(f+) − I(f−). Αν
g, h ∈ C+

c (G), ώστε f = g − h, έχουµε f+ + h = f− + g, οπότε
I(f+) + I(h) = I(f−) + I(g)⇒ I(f+)− I(f−) = I(g)− I(h). ΄Επεται ότι το I
είναι ένα καλά ορισµένο ϑετικό γραµµικό συναρτησοειδές στην Cc(G), οπότε
απο το ϑεώρηµα αναπαράστασης του Riesz, υπάρχει µοναδικό µέτρο Radon
µ στην G, ώστε I(f) =

∫
fdµ, f ∈ Cc(G). Επειδή έχουµε I(Lyf) = I(f),

δηλαδή
∫
Lyfdµ =

∫
fdµ, για κάθε y ∈ G, f ∈ Cc(G), έπεται ότι το µ είναι

(αριστερό) µέτρο Haar στην G, από την πρόταση 2.2.4.
Για να συνεχίσουµε στο ϑεώρηµα της µοναδικότητας του µέτρου Haar,

χρειαζόµαστε την παρακάτω:

Πρόταση 2.2.11. Εάν το λ είναι αριστερό µέτρο Haar στην G, τότε
λ(U) > 0 για κάθε U ⊆ G ανοιχτό, µη κενό και∫
fdλ > 0 για κάθε f ∈ C+

c (G).

Απόδειξη ΄Εστω U ⊆ G ανοιχτό, µη κενό, µε λ(U) = 0. Τότε λ(xU) = 0, για
κάθε x ∈ G. Αν τώρα K ⊆ G, συµπαγές, υπάρχουν n ∈ N,
x1, x2, ....xn ∈ G τέτοια ώστε K ⊆ ∪ni=1xiU . ΄Επεται ότι λ(K) = 0 . ΄Αρα
λ(G) = 0, από την εσωτερική κανονικότητα του λ, άτοπο, αφού λ 6= 0. Τώρα,
έστω f ∈ C+

c (G). Θεωρούµε U = [f > 1
2
‖f‖∞].

Τότε
∫
fdλ > 1

2
‖f‖∞ λ(U) > 0.

2
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Θεώρηµα 2.2.12. Αν λ, µ αριστερά µέτρα Haar στην G, τότε υπάρχει
c > 0 ώστε µ = cλ.

Απόδειξη Θα δείξουµε ότι ο λόγος
∫
fdλ∫
fdµ

είναι ο ίδιος, για κάθε

f ∈ C+
c (G), f 6= 0.

΄Εστω λοιπόν f, g ∈ C+
c (G) και V0 µία συµµετρική συµπαγής περιοχή της 1G.

Θέτουµε :

A = s(f)V0 ∪ V0s(f) και B = s(g)V0 ∪ V0s(g).

Τότε τα A,B είναι συµπαγή και αν y ∈ V0, τότε οι συναρτήσεις
f(xy) − f(yx), g(xy) − g(yx) ϕέρονται, ως συναρτήσεις του x στα A και B
αντίστοιχα.
΄Εστω ε > 0, τότε, από την οµοιόµορφη συνέχεια των f, g, υπάρχει µία V ⊆ V0,
συµµετρική περιοχή της 1G τέτοια ώστε :
|f(xy)− f(yx)| < ε και |g(xy)− g(yx)| < ε, για όλα τα x όταν y ∈ V .
Επιλέγουµε µια h ∈ C+

c (G) µε h(x) = h(x−1) και s(h) ⊆ V . (Αυτό είναι
όντως εφικτό. ΄Ηδη γνωρίζουµε πως, για κάθε U ⊆ G, ανοιχτό, υπάρχει
h ∈ Cc(G) µε h ≺ U , δηλαδή 0 ≤ h ≤ χU και s(h) ⊆ U . Αν λοιπόν
V συµµετρική περιοχή της 1G ϑεωρώντας ως U την V ◦ λαµβάνουµε µια ως

άνω h και ϑεωρούµε h′(x) = h(x) + h(x−1) ή h′(x) =
h(x) + h(x−1)

2
αν

επιθυµούµε h′ ≺ V ). Τότε έχουµε:∫
hdµ

∫
fdλ =

∫∫
h(y)f(x)dλ(x)dµ(y) =

∫∫
h(y)f(yx)dλ(x)dµ(y).

Επίσης : ∫
hdλ

∫
fdµ =

∫∫
h(x)f(y)dλ(x)dµ(y)

=

∫∫
h(y−1x)f(y)dλ(x)dµ(y)

=

∫∫
h(x−1y)f(y)dµ(y)dλ(x)

=

∫∫
h(y)f(xy)dµ(y)dλ(x)

=

∫∫
h(y)f(xy)dλ(x)dµ(y),

όπου στα παραπάνω χρησιµοποιήσαµε ότι τα λ, µ είναι αριστερά αναλλοίωτα,
ότι h(x) = h(x−1) καθώς και το ϑεώρηµα Fubini, αφού τα παραπάνω ολο-
κληρώµατα λαµβάνονται ουσιαστικά επί συµπαγών και άρα πεπερασµένου
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µέτρου συνόλων. Εποµένως έχουµε:

|
∫
hdλ

∫
fdµ−

∫
hdµ

∫
fdλ| = |

∫∫
h(y)[f(xy)− f(yx)]dλ(x)dµ(y)|

≤ ελ(A)

∫
hdµ.

Οµοίως λαµβάνουµε:

|
∫
hdλ

∫
gdµ−

∫
hdµ

∫
gdλ| ≤ ελ(B)

∫
hdµ.

∆ιαιρώντας την 1η απο τις παραπάνω µε
∫
hdµ

∫
fdµ και τη 2η µε

∫
hdµ

∫
gdµ

λαµβάνουµε:∣∣∣∣∫ hdλ∫
hdµ
−
∫
fdλ∫
fdµ

∣∣∣∣ ≤ ελ(A)∫
fdµ

και
∣∣∣∣∫ hdλ∫
hdµ
−
∫
gdλ∫
gdµ

∣∣∣∣ ≤ ελ(B)∫
gdµ

.

Εποµένως :

∣∣∣∣ ∫ hdλ∫
fdµ

−
∫
gdλ∫
gdµ

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ hdλ∫
hdµ
−
∫
fdλ∫
fdµ

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫ hdλ∫
hdµ
−
∫
gdλ∫
gdµ

∣∣∣∣
≤ ε

[
λ(A)∫
fdµ

+
λ(B)∫
gdµ

]
.

Αφού το ε ήταν τυχόν, έπεται ότι :
∫
fdλ∫
fdµ

=

∫
gdλ∫
gdµ

.

Εποµένως, υπάρχει c > 0, τέτοιο ώστε
∫
fdλ = c

∫
fdµ, για κάθε f ∈ C+

c (G).
΄Επεται ότι λ(U) = cµ(U), για κάθε U ⊆ G ανοιχτό και άρα λ = cµ, από την
εξωτερική κανονικότητα των λ και µ. 2

Παραδείγµατα µέτρων Haar

1. Στην προσθετική οµάδα των πραγµατικών, το µέτρο Lebesgue είναι α-
ϱιστερό και δεξί µέτρο Haar.

2. Στην πολλαπλασιαστική οµάδα των πραγµατικών G = (R\{0},×), το
µέτρο Haar παύει να είναι αριστερά αναλλοίωτο. Η παρακάτω απεικό-
νιση:

µ : C+
c (G) 7→ C, f 7→

∫
G

f(x)
dλ(x)

|x|

ορίζει ένα αναλλοίωτο (δεξιά και αριστερά) συναρτησοειδές και εποµέ-
νως ένα αριστερό και δεξί µέτρο Haar στην G.
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3. Αν G = T, τότε µπορούµε να ορίσουµε ένα µέτρο Haar ως εξής : Θεω-
ϱούµε f : [0, 2π] 7→ T, f(t) = (cos t, sin t). Τότε ορίζουµε
µ(S) = 1

2π
λ(f−1(S)).

Κλείνουµε το κεφάλαιο µε την παρακάτω χρήσιµη

Πρόταση 2.2.13. Για κάθε g ∈ Lp, 1 ≤ p <∞ οι απεικονίσεις y 7→
∫
Ryg,

y 7→
∫
Lyg είναι συνεχείς απο τηνG στον Lp.Πιο συγκεκριµένα, για κάθε ε > 0

υπάρχει U περιοχή της 1G ώστε για κάθε y ∈ U να ισχύει ‖Lyg − g‖p < ε και
‖Ryg − g‖p < ε.

Απόδειξη Αρχικά έστω g ∈ Cc(G) και ε > 0. Θέτουµε K = supp(g). Για
κάθε y ∈ G έχουµε supp(Lyg) ⊆ yK. ΄Εστω τώρα U0 συµπαγής συµµετρική
περιοχή της 1G, µε U0 ⊆ U, οπότε για κάθε y ∈ U0 έχουµε supp(Lyg) ⊆
U0K. ΄Εστω τώρα δ = ε

λ(U0K)
1
p
. Από την πρόταση 2.1.11 έπεται ότι υπάρχει U

περιοχή της 1G ώστε για κάθε y ∈ U να έχουµε ‖Lyg − g‖sup < δ. Εποµένως
για κάθε y ∈ U έχουµε:

‖Lyg − g‖p =
( ∫

G
|g(y−1x)− g(x)|pdx

) 1
p
< δλ(U0K)

1
p = ε.

΄Εστω τώρα g ∈ Lp και ε > 0. Επιλέγουµε f ∈ Cc(G) µε ‖f − g‖p <
ε
3
και

από τα παραπάνω υπάρχει U περιοχή της 1G ώστε για κάθε y ∈ U να έχουµε
‖Lyf − f‖p <

ε
3
. Εποµένως, για κάθε y ∈ U έχουµε:

‖g − Lyg‖p ≤ ‖g − f‖p + ‖f − Lyf‖p + ‖Lyf − Lyg‖p <
ε
3

+ ε
3

+ ε
3

= ε, αφού
‖Lyf − Lyg‖p = ‖f − g‖p .

Εργαζόµαστε ανάλογα για την Ry. 2

2.3 Κάποια τεχνικά Ϲητήµατα

Προκειµένου να µην περιοριστούν τα αποτελέσµατά µας, δεν έχουµε υποθέ-
σει ότι η οµάδα G είναι σ-συµπαγής, οπότε το µέτρο Haar δεν είναι (κατά-
νάγκη) σ-πεπερασµένο, γεγονός που προκαλεί κάποια τεχνικά προβλήµατα
στη χρησιµοποιούµενη ϑεωρία µέτρου. Πιο συγκεκριµένα µας απασχολεί ότι
οταν το µέτρο δεν είναι σ-πεπερασµένο, δεν ισχύουν δύο ϐασικά και αναγ-
καία για τη µελέτη µας ϑεωρήµατα και συγκεκριµένα δεν ισχύει το ϑεώρηµα
Fubini, το οποίο χρειαζόµαστε κυρίως για να ορίσουµε συνέλιξη, καθώς και
η δυικότητα των L1(µ), L∞(µ). Καµία από τις δύο ελλείψεις όµως δεν αποτε-
λεί σοβαρό πρόβληµα, όπως ϑα δείξουµε στα παρακάτω. Αν κάποιος ϐέβαια
δουλεύει σε σ-συµπαγείς οµάδες µπορεί να παραλείψει την ανάγνωση των
εποµένων.

Πρόταση 2.3.1. Αν G τοπικά συµπαγής οµάδα, τότε υπάρχει H υποοµάδα
της, η οποία είναι ανοιχτή, κλειστή και σ-συµπαγής.



28 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΤΟ ΜΕΤΡΟ HAAR ΣΕ ΤΟΠΟΛΟΓΙΚΕΣ ΟΜΑ∆ΕΣ

Απόδειξη Ας είναι V µία συµµετρική, σχετικά συµπαγής περιοχή της 1G.
Θέτουµε Vn = V V · · ·V (n παράγοντες) καιH = ∪∞n=1Vn. Τότε ηH είναι υπο-
οµάδα της G, η οποία είναι ανοιχτή. Πράγµατι, αν x ∈ Vn, y ∈ Vm, τότε xy ∈
Vn+m και αφού V συµµετρική έχω κάθε Vn συµµετρική, οπότε x−1 ∈ Vn.
Επίσης H ανοιχτή , άρα και κλειστή, από την πρόταση 2.1.4. Για κάθε n ∈ N
έχουµε Vn = V n ⊆ V Vn = Vn+1. (όπου V n = V V · · ·V (n παράγοντες.)
Από την ίδια πρόταση έχουµε ότι κάθε Vn είναι συµπαγές, οπότε η H είναι
σ-συµπαγής.

2

΄Εχοντας τωρα µία σ-συµπαγή υποοµάδα H ϑεωρούµε το σύνολο Y , που
περιέχει ακριβώς έναν αντιπρόσωπο από κάθε σύµπλοκο xH, οπότε η G είναι
η ξένη ένωση των yH, y ∈ Y . Τότε ισχύει η παρακάτω:

Πρόταση 2.3.2. ΄Εστω E ∈ B(G). Αν E ⊆ ∪∞i=1yiH, για κάποιο αριθµήσι-
µο υποσύνολο του Y , τότε λ(E) =

∑∞
i=1 λ(E ∩ yiH). Αν E ∩ yH 6= ∅ για

υπεραριθµήσιµο πλήθος απο y ∈ Y , τότε λ(E) =∞.

Απόδειξη Το πρώτο έπεται άµεσα από την σ-προσθετικότητα του µέτρου λ.
Για το δεύτερο , αρκεί, λόγω εξωτερικής κανονικότητας να το δείξουµε για
ανοιχτά σύνολα. ΄Εστω λοιπόν E ⊆ G, ανοιχτό. Αφού H ανοιχτή, έχουµε
yH ανοιχτό, για κάθε y ∈ Y , οπότε κάθε E ∩ yH ανοιχτό. Ιδιαίτερα δε αν
E∩yH 6= ∅ τότε λ(E∩yH) > 0, από την πρόταση 2.2.11. ΄Επεται ότι υπάρχει
ε > 0, τέτοιο ώστε λ(E ∩ yH) > ε

2

Πόρισµα 2.3.3. Αν f ∈ L1(G) τότε s(f) ⊆ H, όπου H κάποια σ-συµπαγής,
ανοιχτή υποοµάδα της G.

Απόδειξη
Αρκεί να δείξουµε ότι το σύνολο A = {x ∈ G : f(x) 6= 0} περιέχεται

σε µια τέτοια H, αφού τότε και ο s(f) = A ϑα περιέχεται στην H, γιατι H
κλειστή, αφού είναι ανοιχτή. (πρόταση 2.1.4) ΄Εχουµε A = ∪∞n=1An, όπου
An = {x ∈ G : f(x) > 1

n
, n ∈ N} και κάθε An είναι πεπερασµένου µέτρου,

αφού f ολοκληρώσιµη. Αρκεί να δείξουµε ότι κάθε ένα απο αυτά περιέχεται
σε µια σ-συµπαγή υποοµάδα Hn, αφού τότε το A ϑα ανήκει στην υποοµάδα
H που παράγεται απο τις Hn, η οποία ϑα είναι επίσης σ-συµπαγής. Αρκεί να
δείξουµε εποµένως ότι κάθε σύνολο πεπερασµένου µέτρου, περιέχεται σε µια
τέτοια υποοµάδα και από την εξωτερική κανονικότητα του λ, αρκεί αυτό να
το κάνουµε για ανοιχτά σύνολα. ΄Εστω λοιπόν U ⊆ G, ανοιχτό,µε λ(U) <∞.
Από την προηγούµενη πρόταση, αν H, Y , όπως πρίν, έχουµε ότι U ∩ yH 6= ∅
για αριθµήσιµο πλήθος απο y ∈ Y , οπότε η Ϲητούµενη υποοµάδα ϑα είναι
αυτή που παράγεται από την H και ακριβώς αυτά τα yH.
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Θα χρειαστούµε το ϑεώρηµα Fubini για να αλλάζουµε τη σειρά ολοκλή-
ϱωσης σε διπλά ολοκληρώµατα της µορφής:

∫
G

∫
G
f(x, y)dλ(x)dλ(y). ∆εν

έχουµε κανένα πρόβληµα εφόσον η f µηδενίζεται εκτός ενός σ- συµπαγούς
συνόλου E ⊆ G×G. Πράγµατι, σε αυτήν την περίπτωση οι προβολές E1, E2

του E στον πρώτο και στον δεύτερο παράγοντα αντίστοιχα είναι επίσης σ-
συµπαγείς, ενώ έχουµε ότι E ⊆ E1 × E2, οπότε µπορούµε να αντικαταστή-
σουµε την G × G µε το (σ-συµπαγές) E1 × E2, στο οποίο όµως το ϑεώρηµα
Fubini είναι εφαρµόσιµο.

Ειδικότερα για συνελίξεις στον L1(G) (ακριβής ορισµός στην επόµενη πα-
ϱάγραφο), µας ενδιαφέρουν συναρτήσεις της µορφής f(x, y) = g(x)h(y−1x).
Αν η g µηδενίζεται εκτός ενός συνόλου Α και η h εκτός ενός συνόλου Β,
τότε η f µηδενίζεται εκτός ενός συνόλου A× AB και ϐεβαίως το ΑΒ είναι σ-
συµπαγές, όποτε τα Α και Β είναι. Τα προηγούµενα ισχύουν για g, h ∈ L1(G),
από την προηγούµενη πρόταση, οπότε στα παρακάτω µπορούµε να χρησιµο-
ποιούµε το ϑεώρηµα Fubini δίχως περαιτέρω σχόλια.

΄Οσων αφορά στη δυικοτητα του L1(µ) µε τον L∞(µ), όταν το µ δεν εί-
ναι σ-πεπερασµένο δεν είναι γενικά αληθές ότι L∞(µ) = L1(µ)∗, έχοντας το
συνήθη ορισµό για τον L∞. ΄Οταν όµως πρόκειται για µέτρα Radon σε τποι-
κά συµπαγείς χώρους Hausdorff, τότε µπορεί να διασωθεί το αποτέλεσµα,
διαφοροποιώντας λίγο τον ορισµό του L∞. Πιο συγκεκριµένα έχουµε:

΄Εστω X τοπικά συµπαγής Hausdorff και µ µέτρο Radon στον Χ. ΄Ενα σύ-
νολο E ⊆ X ϑα λέγεται τοπικά Borel, αν E ∩ F είναι Borel για κάθε F ⊆ X
Borel, µε µ(F ) <∞.
΄Ενα τοπικά Borel σύνολο Ε ϑα λέγεται τοπικά µηδενικό, αν µ(E ∩ F ), για
κάθε F Borel µε µ(F ) <∞. Μια πρόταση για σηµεία του Χ ϑα είναι αληθής
τοπικά σχεδόν παντού, αν είναι αληθής εκτός ενός τοπικά µηδενικού συνό-
λου. Μια συνάρτηση f : X 7→ C ϑα λέγεται τοπικά µετρήσιµη, αν f−1(A)
είναι τοπικά Borel, για κάθε A ⊆ C, Borel.

Ορίζουµε λοιπόν ως L∞ το σύνολο όλων των τοπικά µετρησίµων συναρ-
τήσεων, οι οποίες είναι ϕραγµένες εκτός ενός τοπικά µηδενικού συνόλου,
modulo τις συναρτήσεις που έιναι τοπικά σχεδόν παντού µηδενικές.
Ο L∞(µ) είναι χώρος Banach µε τη νόρµα:

‖f‖∞ = inf{c : |f(x)| ≤ c ,τοπικά σχεδον παντού}.

Τότε έχουµε L∞(µ) = L1(µ)∗. Πράγµατι, αν f ∈ L∞, g ∈ L1, τότε η fg είναι
µετρήσιµη, αφού το σύνολο {x : g(x) 6= 0} είναι σ-πεπερασµένο και είναι
ολοκληρώσιµη, αφού το {x : |f(x)| > ‖f‖∞}∩{x : g(x) 6= 0} είναι µηδενικό.
Εποµένως, η απεικόνιση g 7→

∫
fgdµ είναι ένα καλά ορισµένο γραµµικό

συναρτησοειδές, νόρµας ‖f‖∞. Για περισσότερες λεπτοµέρειες, καθώς και
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για το ότι κάθε ϕραµµικό συναρτησοειδές του L1 είναι αυτής της µορφής,
παραπέµπουµε στο [5, Theorem 12.18].

Στην περίπτωση του µέτρου Haar λ σε µια τοπικά συµπαγή οµάδα G,
τα παραπάνω επιτυγχάνονται ως εξής : Με την ορολογία της πρότασης 2.3.2
έχουµε ότι ένα E ⊆ G είναι τοπικά Borel ⇔ E ∩ yH είναι Borel, για κάθε
y ∈ Y και ότι ένα E ⊆ G είναι τοπικά µηδενικό⇔ λ(E ∩ yH) = 0, για κάθε
y ∈ Y , ενώ µια f : G→ C είναι τοπικά µετρήσιµη⇔, f |yH είναι µετρήσιµη,
για κάθε y ∈ Y. Τότε, αν Φ ∈ L1(G, λ)∗ έχουµε ότι η Φ|yH δίνεται από µία
ϕραγµένη µετρήσιµη συνάρτηση fy στον yH, αφού το λ είναι σ-πεπερασµένο
στο yH. Ορίζοντας f : G → C, µε f = fy στον yH, τότε η f είναι τοπικά
µετρήσιµη µε ‖f‖∞ = sup

y∈Y
‖fy‖∞ = ‖Φ‖ και Φ(g) =

∫
fg, για κάθε f ∈ L1.

2.4 The modular function

΄Εστω µια τοπικά συµπαγής οµάδα G και λ αριστερό µέτρο Haar στην G.
Για x ∈ G ορίζουµε λx(E) = λ(Ex), για κάθε E ∈ B(G). ΄Εχουµε ότι το λx
είναι επίσης αριστερό µέτρο Haar στην G. Πράγµατι, για y ∈ G, έχουµε:
λx(yE) = λ((yE)x) = λ(y(Ex)) = λ(Ex) = λx(E).
Από τη µοναδικότητα του µέτρου Haar έπεται ότι, για κάθε x ∈ G υπάρχει
∆(x) > 0 ώστε λx = ∆(x)λ. Μάλιστα αυτό το ∆(x) είναι ανεξάρτητο της
αρχικής επιλογής του λ. Πράγµατι, έστω µ ένα άλλο αριστερό Haar στην G,
οπότε, πάλι απο τη µοναδικότητα του Haar, υπάρχει c > 0 ώστε µ = cλ. Τότε,
επαναλαµβάνοντας τους παραπάνω συλλογισµούς, για κάθε x ∈ G, υπάρχει
∆(x)′ > 0, έτσι ώστε µx = ∆(x)′µ. Τότε, για x ∈ G και E ∈ B(G) έχουµε:
µx(E) = µ(Ex) = cλ(Ex) = cλx(E) = c∆(x)λ(E) = c∆(x)1

c
µ(E) =

∆(x)µ(E), οπότε έχουµε όντως ότι ∆(x) = ∆(x)′.
Εποµένως, ορίζεται καλά, σύµφωνα µε τα παραπάνω µία απεικόνιση

∆ : G→ (0,∞), x 7→ ∆(x),

η οποία ονοµάζεται modular function της G.
Παρακάτω δείχνουµε κάποιες ιδιότητες αυτής της απεικόνισης, που εί-

ναι χρήσιµες για τον ορισµό της συνέλιξης αλλά και για αντικαταστάσεις σε
ολοκληρώµατα. Πιο συγκεκριµένα έχουµε:

Πρόταση 2.4.1. Η ∆ είναι συνεχής οµοµορφισµός από την G στην πολλα-
πλασιαστική οµαδα των πραγµατικών (R r {0},×). Περαιτέρω έχουµε ότι
ισχύει ∫

Ryfdλ = ∆(y−1)

∫
fdλ, (2.3)

για κάθε f ∈ L1(G).
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Απόδειξη ΄Εστω x, y ∈ G και E ⊆ G. Τότε : ∆(xy)λ(E) = λ(Exy) =
∆(y)λ(Ex) = ∆(y)∆(x)λ(E), οπότε η ∆ είναι οµοµορφισµός. Επίσης, δε-
δοµένου ότι χE(xy) = χEy−1(x), έχουµε:

∫
χ(xy)dλ(x) = λ(Ey−1) = ∆(y−1)λ(E) = ∆(y−1)

∫
χE(x)dλ(x).

΄Αρα το Ϲητούµενο ισχύει για χαρακτηριστικές, άρα και για απλές, οπότε ι-
σχύει για κάθε f ∈ L1(G), από την πυκνότητα των απλών στον L1(G). Τώ-
ϱα,σταθεροποιώντας µια f ∈ Cc(G), µε

∫
fdλ 6= 0, λαµβάνοντας υπόψη την

πρόταση 2.2.13 (δηλαδή τη συνέχεια της απεικόνισης y 7→ Ryf, από την G
στον Cc(G)), έπεται ότι η απεικόνιση y 7→

∫
Ryfdλ είναι συνεχής από την G

στο C, οπότε γράφοντας, από την 2.3 για y ∈ G,

∆(y) =

∫
Ry−1fdλ∫
fdλ

, έπεται η συνέχεια της ∆.

2

Παρατήρηση 2.4.2. Αν στην 2.3 ϑέσουµε y0 = y−1 και κάνουµε την αντικα-
τάσταση x 7→ xy0, επάγεται η

∆(y0)

∫
f(x)dλ(x) =

∫
f(xy−1

0 )dλ(x) =

∫
f(x)dλ(xy0) (2.4)

η οποία µπορεί να γραφτεί στη συνεπτυγµένη και ϐολική µορφή

dλ(xy0) = ∆(y0)dλ(x) (2.5)

η οποία ϐεβαίως ϑα µας είναι χρήσιµη για τις αντικαταστάσεις στα ολοκλη-
ϱώµατα, όπως επίσης ϑα είναι και η σχέση που προκύπτει από την επόµενη:

Πρόταση 2.4.3. Για κάθε f ∈ L1(G) ισχύει ότι :

∫
f(x−1)∆(x−1)dλ(x) =

∫
f(x)dλ(x). (2.6)

Απόδειξη ΄Εστω f ∈ Cc(G). Ορίζουµε :
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I : Cc(G)→ C µε I(f) =
∫
f(x−1)∆(x−1)dλ(x). Για z ∈ G έχουµε:

I(Lzf) =

∫
f(z−1x−1)∆(x−1)dλ(x)

=

∫
f((xz)−1)∆(x−1)dλ(x)

= ∆(z−1)

∫
f(x−1)∆(zx−1)dλ(x)

= ∆(z−1)

∫
f(x−1)∆(z)∆(x1)dλ(x)

=

∫
f(x−1)∆(x−1)dλ(x)

= I(f),

όπου στην τρίτη ισότητα εφαρµόσαµε την αντικατάσταση x→ xz−1 σύµφωνα
µε την 2.5. ΄Επεται ότι το I είναι αριστερά αναλλοίωτο, άρα υπάρχει c > 0,
τέτοιο ώστε I(f) = c

∫
f(x)dλ(x). Ισχυριζόµαστε ότι c = 1. Πράγµατι :

΄Εστω ε > 0. Από τη συνέχεια της ∆ στη 1G, υπάρχει µια V συµµετρική
περιοχη της 1G, µε |1 − ∆(s)| < ε, για s ∈ V . Επιλέγουµε µια συµµετρική
f ∈ C+

c (V ). Τότε έχουµε:

|1− c|
∫
f(x)dλ(x) = |

∫
f(x)dλ(x)− I(f)|

≤
∫
|f(x)− f(x−1)∆(x−1)|dλ(x)

=

∫
V

f(x)|1−∆(x−1)|dλ(x)

< ε

∫
G

f(x)dλ(x)

∆ηλαδή |1 − c| < ε και αφού το ε ήταν τυχόν, έπεται ότι c = 1. Επειδή το I
είναι ϕραγµένο, επεκτείνεται στον L1. 2

Παρατήρηση 2.4.4. ΄Οπως πριν, µπορούµε να γράψουµε την ισότητα της
παραπάνω πρότασης στη συνεπτυγµένη και ϐολική για αντικαταστάσεις µορ-
ϕή:

dλ(x−1) = ∆(x−1)dλ(x) (2.7)
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2.5 Η άλγεβρα L1(G)

Για f, g ∈ L1(G), ορίζουµε τη συνέλιξή τους να είναι η συνάρτηση που ορίζεται
από την

f ∗ g(x) =

∫
f(y)g(y−1x)dy (2.8)

΄Εχοντας υπόψη τα αποτελέσµατα της παραγράφου 1.3 συµπεραίνουµε
ότι η παραπάνω σχέση όντως ορίζει µια συνάρτηση που ανήκει στον L1(G).
Συγκεκριµένα έχουµε ότι η απεικόνιση (x, y) 7→ f(y)g(y−1x) είναι µετρήσιµη
και :∫∫

|f(y)g(y−1x)|dxdy =
∫∫
|f(y)g(x)|dxdy = ‖f‖1 ‖g‖1, εποµένως :

‖f ∗ g‖1 ≤ ‖f‖1 ‖g‖1

(όπου ϐεβαίως στα παραπάνω χρησιµοποιήσαµε το ϑεώρηµα Fubini και το
αριστερά αναλλοίωτο του µέτρου dy). Το ολοκλήρωµα που ορίζει την f ∗ g(x)
µπορεί να εκφραστεί µε τους παρακάτω τρόπους :

f ∗ g(x) =

∫
f(y)g(y−1x)dy (2.9)

=

∫
f(xy)g(y−1)dy

=

∫
f(y−1)g(yx)∆(y−1)dy

=

∫
f(xy−1)g(y)∆(y−1)dy

Οι παραπάνω προκύπτουν εύκολα εφαρµόζοντας τις αντικαταστάσεις
y → xy και y → y−1 σύµφωνα µε την 2.7. Από την προσεταιριστικότητα του
πολλαπλασιασµού στην G προκύπτει η ακόλουθη ιδιότητα της συνέλιξης σε
σχέση µε τις µεταθέσεις.

Λήµµα 2.5.1. Για κάθε f, g ∈ L1(G) και z ∈ G ισχύει :

Rz(f ∗ g) = f ∗ (Rzg), Lz(f ∗ g) = (Lzf) ∗ g

Απόδειξη Υπολογίζουµε :

(f ∗ g)(x) = f ∗ g(xz) =

∫
f(y)g(y−1xz)dy =

∫
f(y)Rzg(y−1x)dy

= f ∗ (Rzg)(x)

Οµοίως δουλεύουµε για την L. 2
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Η L1(G) εφοδιάζεται και µε µια ενέλιξη, η οποία ορίζεται από την :

f ∗(x) = ∆(x−1)f(x−1) (2.10)

Το συνελικτικό γινόµενο και η ενέλιξη δίνουν στην L1(G) τη δοµή µιας
*-άλγεβρας Banach που καλείται η (L1) άλγεβρα της οµάδας.

Παρατήρηση 2.5.2. Κάποιοι συγγραφείς, στον ορισµό της *-άλγεβρας Ba-
nach δεν απαιτούν η ενέλιξη να είναι ισοµετρική, αλλά µόνο συνεχής, αφού
από τη γενική ϑεωρία των *-αλγεβρών προκύπτει ότι µπορούµε να ϐρούµε
πάντα ισοδύναµη µε την αρχική νόρµα, ως προς την οποία η ενέλιξη είναι
ισοµετρική. Για λεπτοµέρειες παραπέµπουµε στο [8, σελ. 61]. Στην περί-
πτωσή µας ϐέβαια, έχουµε εξ΄ ορισµού, σύµφωνα µε την 2.7, ότι η ενέλιξη
είναι ισοµετρική.

Αν η G είναι διακριτή, τότε η συνάρτηση δ = χ1G, ικανοποιεί τη σχέση
f ∗ δ = δ ∗ f = f , για κάθε f . ΄Οταν όµως η G δεν είναι διακριτή δεν
υπάρχει συνάρτηση µε αυτήν την ιδιότητα. Σε αυτήν την περίπτωση κάνουµε
χρήση προσεγγιστικών µονάδων, η κατασκευή και οι ιδιότητες των οποίων
παρατίθενται παρακάτω. Πριν από αυτά όµως, χρειαζόµαστε το εξής :

Λήµµα 2.5.3. Για κάθε 1 ≤ p < ∞ και f ∈ Lp(G) οι απεικονίσεις y 7→ Lyf
και y 7→ Ryf είναι συνεχείς (από την G στον Lp(G)). Πιο συγκεκριµένα, για
κάθε ε > 0 υπάρχει U περιοχή της 1G, τέτοια ώστε : ‖Lyf − f‖p < ε και
‖Ryf − f‖p < ε, για κάθε y ∈ U .

Απόδειξη Αρχικά έστω g ∈ Cc(G). ΄Εστω ε > 0 και έστω supp g = K. Για
κάθε y ∈ G έχουµε ότι η συνάρτηση Lyg ϕέρεται στο yK. Αν U0 είναι µια
συµπαγής, συµµετρική περιοχή της 1G, τότε, για κάθε y ∈ G έχουµε ότι
suppLyg ⊆ U0K. ΄Εστω δ > 0. Τότε, από την πρόταση 2.2.13, έπεται ότι
υπάρχει περιοχή της µονάδας U , µε U ⊆ U0, τέτοια ώστε για κάθε y ∈ U να
έχουµε ‖Lyg − g‖∞ < δ.
Ειδικότερα, για κάθε y ∈ U έχουµε:
‖Lyg − g‖p = (

∫
|g(y−1x)− g(x)|pdx)

1
p < δλ(U0K)

1
p

Επιλέγοντας λοιπόν δ <
ε

λ(U0K)
1
p

, έπεται ότι για κάθε y ∈ U έχουµε

‖Lyg − g‖p < ε.
Αν τώρα f ∈ Lp και ε > 0, από την πυκνότητα του Cc(G) στον Lp, υπάρχει

g ∈ Cc(G), τέτοια ώστε ‖f − g‖p <
ε
3
. Επίσης υπάρχει U περιοχή της 1G,

τέτοια ώστε ‖Lyg − g‖p <
ε
3
, για κάθε y ∈ U. Τότε, για y ∈ U έχουµε:

‖Lyf − f‖p ≤ ‖Lyg − Lyf‖p + ‖Lyg − g‖p + ‖g − f‖p <
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.
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Στο τελευταίο ϐήµα παραπάνω χρησιµοποιήσαµε ότι ‖Lyf−Lyg‖p=‖f−g‖p,
που ισχύει από το αριστερό αναλλοίωτο του λ. Η απόδειξη για τις δεξιές
µεταφορές είναι παρόµοια, µόνο που στο τελευταίο ϐήµα χρησιµοποιούµε
την ισότητα
‖Ryf −Ryg‖p = ∆(y−1)

1
p ‖f − g‖p η οποία προκύπτει άµεσα από την 2.5

και τη συνέχεια της modular function ∆.
2

Στην παρακάτω πρόταση παρατίθενται οι ιδιότητες των προσεγγιστικών
µονάδων. Πιο συγκεκριµένα έχουµε:

Πρόταση 2.5.4. ΄ΕστωU, µία ϐάση περιοχών της 1G και έστω, για κάθε U ∈ U
µια συνάρτηση ψU που ικανοποιεί :

1. suppψU συµπαγές υποσύνολο του U

2. ψU ≥ 0

3. ψU(x−1) = ψU(x), για κάθε x ∈ G

4.
∫
ψU = 1

Τότε έχουµε ότι για κάθε f ∈ Lp, µε 1 ≤ p <∞, οι ψU ∗ f , f ∗ ψU συγκλίνουν
στην f , στον Lp. Επίσης, για κάθε f ∈ Cc(G) υπάρχουν οι f ∗ ψU και ψU ∗ f
και για κάθε x ∈ G οι f ∗ ψU(x) και ψU ∗ f(x) συγκλίνουν στο f(x).

Απόδειξη ΄Εχουµε:
ψU ∗ f(x)− f(x) =

∫
ψU(y)f(y−1x)dy − f(x)

∫
ψU(x)dy =∫

ψU(y)(f(y−1x)− f(x))dy =
∫

[Lyf(x)− f(x)]ψU(y)dy. ΄Επεται ότι :

‖ψU ∗ f − f‖p = (

∫
|
∫

[Lyf(x)− f(x)]ψU(y)dy|pdx)
1
p

≤
∫

(

∫
|[Lyf(x)− f(x)]ψU(y)|pdx)

1
pdy

=

∫
(

∫
|Lyf(x)− f(x)|pdx)

1
pψU(y)dy

=

∫
ψU(y) ‖Lyf − f‖p dy

Από το προηγούµενο Λήµµα έχουµε ότι ‖Lyf − f‖p → 0 καθώς U → 1,
οπότε και έπεται το Ϲητούµενο. ΄Εστω τώρα f ∈ Cc(G) , έστω x ∈ G. Τότε
έχουµε:
‖ψU ∗ f‖∞ ≤

∫
ψU(y) ‖Lyf − f‖∞ ≤ ‖Lyf − f‖∞ → 0, όταν U → 1G, από

την πρόταση 2.1.11. 2
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Μία οικογένεια συναρτήσεων µε τις ιδιότητες της ως άνω πρότασης ϑα ονο-
µάζεται προεγγιστική µονάδα. Η κατασκευή τέτοιων δεν παρουσιάζει µεγάλη
δυσκολία. Για παράδειγµα, αν U µία ϐάση συµµετρικών, συµπαγών περιο-
χών της 1G, τότε η οικογένεια ψU , U ∈ U, όπου ψU = λ(U)−1χU αποτελεί µία
προσεγγιστική µονάδα.



Κεφάλαιο 3

Αναπαραστάσεις Τοπικά
Συµπαγών Οµάδων

3.1 Unitary Αναπαραστάσεις

Ορισµός 3.1.1. ΄Εστω G µια τοπικά συµπαγής οµάδα. Μια unitary αναπα-
ϱάσταση της G είναι ένας οµοµορφισµός

π : G→ U(Hπ)

όπουHπ είναι (κάποιος) µη µηδενικός χώρος Hilbert και U(Hπ) η οµάδα των
unitary τελεστών, η οποία είναι SOT-συνεχής. Εποµένως η π έχει τις εξής
ιδιότητες :

1. π(xy) = π(x)π(y), για όλα τα x, y ∈ G.

2. π(x−1) = π(x)−1 = π(x)∗.

3. Η απεικόνιση x 7→ π(x)u είναι συνεχής από την G στον Hπ, για κάθε
u ∈ Hπ .

ΟHπ καλείται χώρος αναπαράστασης της π και η διάστασή του, διάσταση
της π.

Παρατήρηση 3.1.2. Στον U(Hπ) η WOT και η SOT τοπολογίες συµπί-
πτουν, οπότε η, ϕαινοµενικά, ασθενέστερη συνθήκη της WOT συνέχειας
της π συνεπάγεται την SOT συνέχειά της. Πράγµατι, αν {Tα} είναι ένα
δίκτυο στον U(Hπ) και u ∈ Hπ µε Tα

WOT−→ T τότε, για T ∈ U(Hπ) ,έχουµε:
‖(Tα − T )u‖2 = ‖Tαu‖2 − 2Re〈Tαu, Tu〉 + ‖Tu‖2 = 2‖u‖2 − 2Re〈Tαu, Tu〉
(αφού Tα, T ισοµετρίες). ΄Οµως, αφού Tα

WOT−→ T , για κάθε u ∈ Hπ, έχουµε
〈Talphau, Tu〉 → 〈Tu, Tu〉 = ‖u‖2, άρα ‖(Tα − T )u‖ → 0.

37
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Παράδειγµα 3.1.3. ΄Ενα ϐασικό παράδειγµα unitary αναπαράστασης µιας
τοπικά συµπαγούς οµάδας G είναι η κανονική αριστερή αναπαράσταση της
G στον L2(G). Αν ϑεωρήσουµε τις αριστερές µεταφορές ορίζεται η αριστερή
κανονική αναπαράσταση πL : G→ U(L2(G)) µε:

[πL(x)f ](y) = Lxf(y) = f(x−1y).

Πράγµατι έχουµε:

[πL(xy)f ](s) = f [(xy)−1s] = f(y−1x−1s) = πL(y)f(x−1s)

= [πL(y)f ](x−1s) = [πL(x)πL(y)f ](s),

για κάθε f ∈ L2(G).
Για κάθε x ∈ G και f, g ∈ L2(G), έχουµε:

〈πL(x−1)f, g〉 =
∫
Lx−1f(s)g(s)ds =

∫
f(xs)g(s)ds =

∫
f(s)g(x−1s)ds =

〈f, πL(x)g〉 = 〈πL(x)∗f, g〉.
Η SOT συνέχεια έπεται από το λήµµα 2.5.3.

Παρατήρηση 3.1.4. Οπως ακριβώς οι τελεστές αριστερής µεταφοράς Lx έτσι
και οι τελεστές δεξιάς µεταφοράς Rx ορίζουν µία unitary αναπαράσταση πR
στον L2(G, ρ) ,όπου ϱ το δεξί µέτρο Haar στην G. Η πR µπορεί να µετατραπεί
σε αναπαράσταση π̃R στον L2(G) (µε το αριστερό µέτρο Haar) ϑέτοντας :

[π̃R(x)f ](y) = ∆(x)1/2Rxf(y) = ∆(x)1/2f(yx)

Κάθε unitary αναπαράσταση µιας τοπολογικής οµάδας G σε κάποιον χώ-
ϱο Hilbert Hπ καθορίζει µια ακόµα αναπαράσταση π στον Hπ

′, δηλαδή στον
δυικό του Hπ . Συγκεκριµένα, ϑέτουµε π(x) = π(x−1)>. Εκ πρώτης όψεως
το αντίστροφο στον ορισµό της π µπορεί να ϕανεί παράξενο, όµως αν ϑυµη-
ϑούµε ότι η ο Hπ είναι αντιγραµµικά ισόµορφος µε τον Hπ

′ καταλαβαίνουµε
ότι είναι αναγκαίο για να είναι η π οµοµορφισµός. Η π καλείται η contagre-
dient της π και αν επιλέξουµε µια ορθοκανονική ϐάση του Hπ, ώστε ο π(x)
να αναπαρίσταται απο έναν πίνακα M(x), τότε ο π(x) αναπαρίσταται απο τον
ανάστροφο συζυγή αυτού.

Εισάγουµε πλέον την αναγκαία ορολογία σχετικά µε τις unitary αναπα-
ϱαστάσεις.

Ορισµός 3.1.5. 1. Αν π1 και π2 είναι unitary αναπαραστάσεις τηςG, ένας
ϕραγµένος γραµµικός τελεστής

T : Hπ1 → Hπ2 ϑα λέγεται intertwining τελεστής για τις π1, π2 εφόσον
ισχύει

Tπ1(x) = π2(x)T,
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για κάθε x ∈ G. Το σύνολο όλων αυτών των τελεστών ϑα συµβολίζεται
µε C(π1, π2). Οι π1, π2 ϑα ονοµάζονται unitarily ισοδύναµες, εφόσον ο
C(π1, π2) περιέχει έναν unitary τελεστή U , οπότε και ϑα ισχύει : π2(x) =
Uπ1(x)U−1.

Επίσης ϑα γράφουµε C(π) αντί για C(π, π). Πρόκειται για τον χώρο
όλων των ϕραγµένων τελεστών από τον Hπ στον Hπ που µετατίθενται µε
τους π(x), για κάθε x ∈ G και ονοµάζεται ο µεταθέτης της G.

2. ΄Ενας κλειστός υπόχωροςM του Hπ ϑα καλείται αναλλοίωτος υπόχω-
ϱος για την π,εφόσον π(x)M ⊂ M για κάθε x ∈ G. Αν ο M είναι
αναλλοίωτος και 6= 0, τότε ο περιορισµός της π στονM

πM = π(x)|M

ορίζει µια νέα αναπαράσταση της G στονM, η οποία ονοµάζεται υπο-
αναπαράσταση της π. Εάν η π δέχεται έναν µη τετριµµένο ( 6= 0,Hπ)
αναλλοίωτο υπόχωρο ϑα λέγεται αγώγιµη (reducible), ειδάλλως ανάγωγη
(irreducible).

3. Εάν {πi}i∈I είναι µια οικογένεια unitary αναπαραστάσεων, τότε το ευθύ
τους άθροισµα ⊕πi είναι η αναπαράσταση στον H = ⊕Hπi, η οποία ο-
ϱίζεται µε π(x)(

∑
vi) =

∑
πi(x)vi. Σε αυτήν την περίπτωση οι Hπi, ως

υπόχωροι τουH είναι π-αναλλοίωτοι και κάθε πi είναι υποαναπαράστα-
ση της π. Μάλιστα, όπως ϑα δειχθεί παρακάτω κάθε υποαναπαράσταση
µιας αναπαράστασης προκύπτει ως προσθετέος ευθέως αθροίσµατος.

4. Εάν π είναι µια unitary αναπαράσταση τηςG και u ∈ Hπ τότε η κλειστή
γραµµική ϑήκη

Mu του {π(x)u : x ∈ G} στον Hπ ϑα ονοµάζεται ο κυκλικός υπόχω-
ϱος (για την π) που παράγεται από το u. Είναι προφανές ότι ο Mu

είναι π-αναλλοίωτος. Εάν δε, Mu = Hπ, τότε το u ονοµάζεται κυκλι-
κό διάνυσµα για την π και µια π ονοµάζεται κυκλική, εφόσον διαθέτει
κυκλικό διάνυσµα. ∆εν είναι αλήθεια ότι κάθε κυκλική αναπαράσταση
(ϐλ. παρακάτω παράδειγµα) είναι ανάγωγη, ενώ προφανώς µια ανάγω-
γη αναπαράσταση είναι κυκλική. Συγκεκριµένα ισχύει ότι µια αναπα-
ϱάσταση είναι ανάγωγη, αν και µονο αν κάθε µη µηδενικό διάνυσµα
είναι κυκλικό.

Παράδειγµα 3.1.6. Θεωρούµε την εξής αναπαράσταση τουR στονC2: ρ(x) =(
cosx − sinx
sinx sinx

)
. Η παραπάνω είναι unitary κυκλική αναπαράσταση, µε κυ-

κλικό διάνυσµα το (0,1), αφού:
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ρ(π
2
)(1, 0) = (0, 1).

∆εν είναι όµως irreducible, αφού:

ρ(x) =

(
cosx − sinx
sinx sinx

)
=

(
− 1√

2
i√
2

i√
2
− i√

2

)(
eix 0
0 e−ix

)(− 1√
2
− i√

2

− i√
2
− i√

2

)
. Εδώ

ένας αναλλοίωτος υπόχωρος είναι ο
M = {(−x, ix), x ∈ R}.

Πρόταση 3.1.7. Εάν ο M είναι π-αναλλοίωτος, τότε και ο M⊥ είναι π-
αναλλοίωτος.

Απόδειξη
΄Εστω u ∈ M και v ∈ M⊥.Τότε :〈π(x)v, u〉 = 〈v, π(x−1)u〉 = 0, οπότε

π(x)v ∈M⊥. 2

Πόρισµα 3.1.8. Εαν η π έχει έναν µη τετριµµένο αναλλοίωτο υπόχωροM ,
τότε η π είναι το ευθύ άθροισµα των πM και πM

⊥
.

Πρόταση 3.1.9. Κάθε unitary αναπαράσταση είναι ευθύ άθροισµα κυκλικών.

Απόδειξη
΄Εστω π µια unitary αναπαράσταση. Θέτουµε E = η οικογένεια όλων των

συνόλων Ε που αποτελούνται απο µη µηδενικά διανύσµατα τέτοια ώστε :
π(G)ξ⊥π(G)η , για ξ, η ∈ E.
Θεωρούµε ως σχέση διάταξης στο E το περιέχεσθαι. Με εφαρµογή του

λήµµατος του Zorn λαµβάνουµε ένα µεγιστικό στοιχείο του E , έστω E0 (και
άρα µια µεγιστική οικογένεια κάθετων ανά δύο κυκλικών υποχώρων.) Θέτου-
µε H0 = ⊕{cl[π(G)η], η ∈ E0}. ΄Εστω τώρα ένα ξ ∈ Hπ ∩H⊥0 . Τότε έχουµε:

0 = 〈π(x)η, ξ〉 ,για κάθε x ∈ G και η ∈ E0 . ΄Επεται, αν x, y ∈ G και
ξ ∈ H0 ότι : 0 = 〈π(y−1x)η, ξ〉 = 〈π(y)∗π(x)η, ξ〉 = 〈π(x)η, π(y)ξ〉. ∆ηλαδή,
π(G)η ⊥ π(G)ξ , για κάθε ξ ∈ E0 , εποµένως έχουµε E0 ∪ {ξ} ∈ E , που
έρχεται σε αντίφαση µε τη µεγιστικότητα του E0. ΄Αρα H0 = Hπ. Τώρα, για
ξ ∈ E0 ϑέτουµεMη = cl[π(G)η] και προφανώς έχουµε Hπ = ⊕η∈E0Mη και
π = ⊕η∈E0π

Mη . 2

Παρακάτω δείχνουµε ότι ανάλογα µε το αν µια unitary αναπαράσταση
είναι irreducible ή όχι, καθορίζει τη µορφή των τελεστών στον C(π) και αντί-
στροφα.

Πρόταση 3.1.10. ΄ΕστωM ένας κλειστός υπόχωρος του Hπ και έστω PM η
ορθή προβολή στονM. Τότε οM έιναι π-αναλλοίωτος αν και µόνο αν
PM ∈ C(π).

Απόδειξη Αν PM ∈ C(π) και ξ ∈M, τότε
π(x)ξ = π(x)PMξ = PMπ(x)ξ ∈M, οπότε οM είναι π-αναλλοίωτος.
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Αντίστροφα, αν ο M είναι π-αναλλοίωτος, έχουµε π(x)PMξ = π(x)ξ =
PMπ(x)ξ, όταν ξ ∈M και π(x)PMξ = 0 = PMπ(x)ξ, όταν ξ ∈M⊥. 2

Παρακάτω αποδεικνύουµε το Λήµµα του Schur, που περιγράφει τη δοµή
των C(π) και C(π1, π2) όταν οι π, π1, π2 είναι ανάγωγες αναπαραστάσεις και
π1 ∼ π2.

Πρόταση 3.1.11. (Το λήµµα του Schur)

1. Μια unitary αναπαράσταση της G είναι ανάγωγη αν και µόνο αν ο C(π)
περιέχει µόνο πολλαπλάσια του ταυτοτικού τελεστή I.

2. Αν π1, π2 ανάγωγες αναπαραστάσεις της G τότε ο C(π1, π2) είναι µονο-
διάστατος όταν π1 ∼ π2 και C(π1, π2) = {0} όταν π1 � π2.

Απόδειξη

1. Από την προηγούµενη πρόταση έχουµε ότι αν η π είναι µη-ανάγωγη,
τότε ο C(π) τότε περιέχει µη τετριµµένες προβολές.

Αντίστροφα, έστω π ανάγωγη και έστω T ∈ C(π) µε T 6= cI. Τότε,
ϑεωρώντας

A =
1

2
(T + T ∗), B =

1

2i
(T − T ∗),

έχουµε ότι, τουλάχιστον ένας απο τους δύο, έστω ο Α, δεν είναι πολλα-
πλάσιο του ταυτοτικού. ΄Οµως ο τελεστής A είναι αυτοσυζυγής, οπότε
ό,τι µετατίθεται µε τον A, ειδικότερα κάθε π(x), µετατίθεται µε τις ϕα-
σµατικές προβολές E(Ω). ΄Επεται ότι ο C(π) περιέχει µη τετριµµένες
προβολές, οπότε η π δεν είναι ανάγωγη.

2. Αν T ∈ C(π1, π2) τότε T ∗ ∈ C(π2, π1). Πράγµατι, έχουµε:

〈T ∗π2(x)η2, ξ1〉 = 〈η2, π2(x)∗Tξ1〉 = 〈η2, π2(x−1)Tξ1〉
= 〈η2, Tπ1(x−1)ξ1〉 = 〈(Tπ1(x−1)∗η2, ξ1〉 = 〈π1(x)T ∗η2, ξ1〉,

για κάθε ξ1 ∈ Hπ1 , η2 ∈ Hπ2 ,
x ∈ G,οπότε T ∗π2(x) = π1(x)T ∗.
΄Επεται ότι T ∗T ∈ C(π1) και TT ∗ ∈ C(π2). ΄Οντως, για x ∈ G, ξ, η ∈
Hπ1, έχουµε

〈T ∗Tπ1(x)ξ, η〉 = 〈ξ, (T ∗Tπ1(x))∗η〉 = 〈ξ, π(x−1)T ∗Tη〉
= 〈ξ, T ∗π2(x−1)Tη〉 = 〈ξ, T ∗Tπ1(x−1)η〉 = 〈π1(x)T ∗Tξ, η〉.

Τότε όµως έχουµε (από το α) ότι υπάρχει c ∈ C, ώστε T ∗T = cI και
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TT ∗ = cI, οπότε είτε T = 0 είτε ο c−
1
2T είναι unitary. Εποµένως

C(π1, π2) = {0} ακριβώς όταν οι π1, π2 δεν είναι ισοδύναµες, ενώ αλλιώς
οC(π1, π2) περιέχει µόνο πολλαπλάσια unitary τελεστών. Μάλιστα τότε,
αν T1, T2 ∈ C(π1, π2), τότε υπάρχει c ∈ C, ώστε T−1

2 T1 = cT ∗2 T1 ∈
C(π1), οπότε T−1

2 T1 = dI άρα T1 = dT2 δηλαδή dimC(π1, π2) = 1.

2

Πόρισµα 3.1.12. Αν G αβελιανή, τότε κάθε ανάγωγη αναπαράσταση της G
είναι µονοδιάστατη.

Απόδειξη ΄Εστω π ανάγωγη. Επειδή η G αβελιανή οι τελεστές π(x), x ∈ G
µετατίθενται, οπότε ανήκουν στον C(π). Αφού η π είναι ανάγωγη, έπεται ότι
π(x) = cxI, για κάθε x ∈ G. ΄Επεται ότι κάθε υπόχωρος διάστασης ενα του
Hπ είναι π-αναλλοίωτος και αφού η π είναι ανάγωγη, κάθε ένας ταυτίζεται µε
τον Hπ. 2

3.2 Οι αναπαραστάσεις µιας οµάδας και η άλγε-
ϐρα της οµάδας

Εάν G είναι µια τοπικά συµπαγής οµάδα, ενθυµούµαστε ότι η L1(G) είναι
µία *-άλγεβρα Banach, µε γινόµενο τη συνέλιξη και µε (ισοµετρική) ενέλι-
ξη την f ∗(x) = ∆(x−1)f(x−1). Στις *-άλγεβρες Banach αναπτύσσεται µια
ϑεωρία αναπαραστάσεων, όπου ϐασικό ϱόλο παίζουν οι µη εκφυλισµένες
*-αναπαραστάσεις (ϐλ. ορισµό παρακάτω). Σε αυτήν την παράγραφο ϑα
δείξουµε ότι υπάρχει µία ένα προς ένα αντιστοιχία µεταξύ των unitary ανα-
παραστάσεων της G και τις µη εκφυλισµένες *-αναπαραστάσεις της L1(G).

Ορισµός 3.2.1. ΄Εστω Α µία *-άλγεβρα Banach και H ένας χώρος Hilbert.
Μία απεικόνιση φ : A→ B(H) λέγεται µη εκφυλισµένη *-αναπαράσταση (της
Α στον H) εάν είναι *-οµοµορφισµός και το φ(A)H = {φ(a)u, a ∈ A, u ∈ H}
είναι πυκνό στον H.

Παρατήρηση 3.2.2. Μια ως άνω φ είναι µη εκφυλισµένη, αν και µόνο αν,
για κάθε v ∈ H, v 6= 0, υπάρχει a ∈ A, τέτοιο ώστε φ(a)v 6= 0.

Πράγµατι, αν υπάρχει v ∈ H, v 6= 0 µε φ(a)v = 0, για κάθε a ∈ A, u ∈ H,
τότε έχουµε: 〈v, φ(a)u〉 = 〈φ(a∗)v, u〉 = 0, για κάθε a ∈ A, u ∈ H. Τότε
προφανώς v ∈ (φ(A)H)⊥, οπότε φ(A)H όχι πυκνό στον H.

Αντίστροφα, έστω ότι για κάθε v ∈ H, v 6= 0 υπάρχει a ∈ A, ώστε φ(a)v 6= 0
και έστω v ∈ (φ(A)H)⊥. Τότε έχουµε 0 = 〈v, φ(a)u〉 = 〈φ(a∗)v, u〉, για κάθε
a ∈ A, u ∈ H. ΄Επεται ότι φ(a)v = 0, για κάθε a ∈ A, οπότε, από υπόθεση
έχουµε v = 0, άρα (φ(A)H)⊥ = 0, οπότε φ(A)H πυκνό στον H.
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Παρατηρούµε ότι στον ορισµό της *-αναπαράστασης δεν απαιτήθηκε κα-
νενός είδους συνέχεια. Ο λόγος που συµβαίνει αυτό είναι γιατί µία τέτοια
είναι αυτοµάτως συνεχής, όπως ϕαίνεται απο το παρακάτω:

Λήµµα 3.2.3. ΄Εστω E µία *-άλγεβρα Banach και F µία C∗-άλγεβρα. Τότε,
κάθε *-µορφισµός φ : E → F είναι συνεχής. Ιδιαίτερα ‖φ(x)‖ ≤ ‖x‖.

Απόδειξη ΄Εχουµε ότι : spF (φ(x)) ⊆ spE(x), για κάθε x ∈ E. ΄Αρα
rF (φ(x)) ≤ rE(x) ≤ ‖x‖, για κάθε x ∈ E. Εποµένως :

‖φ(x)‖2 = ‖φ(x)∗φ(x)‖ = ‖φ(x∗)φ(x)‖
= rF (φ(x∗)φ(x)) = rF (φ(x∗x))

≤ ‖x∗x‖ ≤ ‖x∗‖ ‖x‖ = ‖x‖2 ,

αφού το φ(x∗)φ(x) είναι κανονικό. 2

Κάθε unitary αναπαράσταση π της G καθορίζει µια αναπαράσταση π̃ της
L1(G) ως εξής : Αν f ∈ L1, ορίζουµε τον ϕραγµένο τελεστή π̃(f) στον Hπ µε:

π̃(f) =

∫
f(x)π(x)dx

Το ολοκλήρωµα αυτό ορίζεται ασθενώς, δηλαδή από την ισότητα:

〈π̃(f)u, v〉 =

∫
f(x)〈π(x)u, v〉dx, u, v ∈ Hπ . (3.1)

Εφόσον η απεικόνιση x 7→ 〈π(x)u, v〉 είναι συνεχής και ϕραγµένη απο την G
στο R, το δεξί ολοκλήρωµα παραπάνω είναι ένα σύνηθες ολοκλήρωµα µιας
συνάρτησης στον L1. Ισχυριζόµαστε οτι η ως άνω σχέση ορίζει έναν ϕραγµένο
τελεστή (που ϑα ονοµάσουµε π̃(f)). Προς αυτό, ορίζουµε την απεικόνιση

Hπ×Hπ → C

(u, v) 7→
∫
f(x)〈π(x)u, v〉dx

Είναι άµεσο ότι η παραπάνω απεικόνιση είναι sesquilinear και επειδή
|
∫
f(x)〈π(x)u, v〉dx| ≤ |

∫
f(x) ‖π(x)u‖ ‖v‖ | ≤ ‖f‖1 ‖u‖ ‖v‖ , για κάθε

u, v ∈ Hπ, έχουµε ότι είναι και ϕραγµένη. Εποµένως (πρόταση 1.3.10) υ-
πάρχει µοναδικός ϕραγµένος τελεστής π̃(f) : Hπ → Hπ, ώστε 〈π̃(f)u, v〉 =∫
f(x)〈π(x)u, v〉, για κάθε u, v ∈ Hπ . Μάλιστα ισχύει :‖π̃(f)‖ ≤ ‖f‖1 .
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Παράδειγµα 3.2.4. ΄Εστω πL η αριστερή κανονική αναπαράσταση τηςG στον
L2(G). Τότε η αντίστοιχη π̃(f) δίνεται από τη συνέλιξη µε την f από αριστε-
ϱά. Πράγµατι, έστω f ∈ L1(G), g, h ∈ L2(G). Υπολογίζουµε :

〈π̃L(f)g, h〉 =

∫
f(x)〈πL(x)g, h〉dx

=

∫
f(x)

( ∫
πL(x)g(y)h(y)dy

)
dx

=

∫∫
f(x)g(x−1y)h(y)dy)dx

=

∫
(f ∗ g)(y)h(y)dy = 〈f ∗ g, h〉

Θεώρηµα 3.2.5. ΄Εστω π µια unitary αναπαράσταση της G. Η απεικόνιση :

L1(G)→ B(Hπ)

f 7→ π̃(f)

είναι µια µη εκφυλισµένη *-αναπαράσταση της L1(G). Περαιτέρω έχουµε ότι :

π(x)π̃(f) = π̃(Lxf), π̃(f)π(x) = ∆(x−1)π̃(Rx−1f). (3.2)

Απόδειξη Η απεικόνιση f 7→ π̃(f) είναι προφανώς γραµµική. ΄Εστω τώρα
f, g ∈ L1(G), u, v ∈ Hπ, x ∈ G. ΄Εχουµε:

〈π̃(f ∗ g)u, v〉 =

∫
(f ∗ g)(x)〈π(x)u, v〉dx

=

∫∫
f(y)g(y−1x)〈π(x)u, v〉dxdy

=

∫∫
f(y)g(x)〈π(yx)u, v〉dxdy

=

∫∫
f(y)g(x)〈π(y)π(x)u, v〉dxdy

=

∫
f(y)

∫
g(x)〈π(x)u, π(y)∗v〉dxdy

=

∫
f(y)〈π̃(g)u, π(y)∗v〉dy

=

∫
f(y)〈π(y)π̃(g)u, v〉dy

= 〈π̃(f)π̃(g)u, v〉
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(όπου στην τρίτη ισότητα αντικαταστήσαµε το x µε yx και χρησιµοποιή-
σαµε το αναλλοίωτο του µέτρου Haar.) Εποµένως π̃(f ◦ g) = π̃(f)π̃(g).

〈π̃(f ∗)u, v〉 =

∫
∆(x−1)f(x−1)〈π(x)u, v〉dx

=

∫
∆(x)f(x)〈π(x−1)u, v〉∆(x−1)dx

=

∫
〈u, f(x)π(x)v〉dx

= 〈u, π̃(f)v〉
= 〈π̃(f)∗u, v〉

΄Αρα π̃(f ∗) = π̃(f)∗.

〈π(x)π̃(f)u, v〉 = 〈π̃(f)u, (π(x))∗v〉

=

∫
f(y)〈π(y)u, (π(x))∗v〉dy

=

∫
f(y)〈π(xy)u, v〉dy

=

∫
f(x−1y)〈π(y)u, v〉dy

= 〈π̃(Lxf)u, v〉

΄Αρα π(x)π̃(f) = π̃(Lxf).

〈π̃(f)π(x)u, v〉 =

∫
f(y)〈π(y)π(x)u, v〉dy

=

∫
f(y)〈π(yx)u, v〉dy

=

∫
∆(x−1)f(yx−1)〈π(y)u, v〉dy

= ∆(x−1)〈π̃(Rx−1f)u, v〉

΄Αρα π̃(f)π(x) = ∆(x−1)π̃(Rx−1f).
Από τα παραπάνω προκύπτει ότι η π̃ είναι *-οµοµορφισµός και ότι ισχύει

η 3.2. Τώρα, έστω u ∈ Hπ, u 6= 0. Επειδή η π είναι SOT συνεχής, υπάρχει
συµπαγής, συµµετρική περιοχή της µονάδας τέτοια ώστε : ‖π(x)u− u‖ <
‖u‖. Θεωρούµε την
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f = λ(V )−1χV . Τότε έχουµε:
‖π̃(f)u− u‖ =

∥∥∫ λ(V )−1χV π(x)udx−
∫
V
λ(V )−1dx

∥∥ =∥∥∫
V
λ(V )−1[π(x)u− u]dx

∥∥ = 1
λ(V )

∥∥∫
V

[π(x)u− u]dx
∥∥ < ‖u‖ .

Ειδικότερα, έχουµε ότι π̃(f)u 6= 0. άρα η π̃ είναι µη εκφυλισµένη.
2

Ισχύει και το αντίστροφο, δηλαδή κάθε µη εκφυλισµένη *-αναπαράσταση
της L1(G) προκύπτει απο µια unitary αναπαράσταση της G, όπως ϑα δείξου-
µε στην επόµενη:

Πρόταση 3.2.6. ΄Εστω ρ µια µη εκφυλισµένη *-αναπαράσταση της L1(G) σε
έναν χώρο Hilbert H. Τότε υπάρχει µοναδική unitary αναπαράσταση π της G
στον H, τέτοια ώστε ρ = π̃.

Απόδειξη ΄Εστω {ψU} µια προσεγγιστική µονάδα στην L1(G). Τότε, για κάθε
f ∈ L1 έχουµε ψU ∗ f → f, στον L1, άρα (2.5.3) (LxψU) ∗ f = Lx(ψU ∗ f)→
Lxf, στον L1, οπότε, αν v ∈ H έχουµε:
ρ(LxψU ∗ f)v = ρ(LxψU)ρ(f)v → ρ(Lxf)v, για κάθε x ∈ G, f ∈ L1.
Θέτουµε τώρα D = [ρ(f)v : f ∈ L1, v ∈ H].
Ισχυριζόµαστε ότι το D είναι πυκνό στον H, αφού η ρ είναι µη εκφυλισµένη.
Η σχέση ρ(LxψU)ρ(f)v → ρ(Lxf)v δείχνει ότι οι τελεστές ρ(LxψU) συγκλί-
νουν για κάθε σηµείο του D σε κάποιον τελεστή π : D → D, που ικανοποιεί
την :

π(x)ρ(f)v = ρ(Lxf)v.

Επίσης έχουµε ‖ρ(LxψU)‖ ≤ ‖LxψU‖1 = 1, εποµένως ο π επεκτείνεται συνε-
χώς στον H και µάλιστα έχουµε ότι ‖π(x)‖ ≤ 1 και π(x)ρ(f) = ρ(Lxf).
Ισχυριζόµαστε τώρα ότι η π είναι unitary αναπαράσταση της G στον H.
΄Εστω x, y ∈ G, f ∈ L1. Τότε έχουµε:
π(xy)ρ(f) = ρ(Lxyf) = ρ(LxLyf) = π(x)ρ(Lyf) = π(x)π(y)ρ(f). ∆ηλαδή
έχουµε ότι : π(xy) = π(x)π(y) στον πυκνό D, άρα, από τη συνέχεια της π και
στονH. Επίσης έχουµε ότι π(1G) = I, οπότε η π παίρνει τιµές αντιστρέψιµους
τελεστές.
Τώρα, αν u ∈ H, έχουµε: ‖u‖ = ‖π(x−1)π(x)u‖ ≤ ‖π(x)u‖ ≤ ‖u‖ , εποµένως
κάθε π(x) είναι και ισοµετρία, οπότε είναι unitary. ΄Εστω xα → x, στην G,
οπότε Lxαf → Lxf, στον L1, για κάθε f ∈ L1, οπότε ρ(Lxαf)→ ρ(Lxf), άρα
π(xα)ρ(f)v → π(x)ρ(f)v, για κάθε v ∈ H. ΄Εχουµε λοιπόν ότι π(xα)ξ −→
π(x)ξ, για κάθε ξ ∈ D.
΄Εστω τώρα u ∈ H. ΄Εχουµε:

‖π(xα)u− π(x)u‖ ≤ ‖π(xα)‖ ‖u− ρ(f)v‖ + ‖π(xα)ρ(f)v − π(x)ρ(f)v‖
+ ‖π(x)‖ ‖ρ(f)v − u‖ ,
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για κάθε f ∈ L1, v ∈ H. Αφού D πυκνό στον H και ‖π(xα)‖ ≤ 1, ‖π(x)‖ ≤ 1,
έπεται ότι π(xα)

SOT−→ π(x) στον H.
Μένει να δείξουµε ότι ρ = π̃, σύµφωνα µε την 3.1. Αν f, g ∈ L1, έχουµε:
ρ(f)ρ(g) = ρ(f ∗ g) =

∫
f(y)ρ(Lyg)dy =

∫
f(y)π(y)ρ(g)dy = π̃(f)ρ(g).

Εποµένως οι τελεστές π̃(f), ρ(g) συµπίπτουν στον D, άρα και στον H.
Τέλος, αν π′ µια unitary αναπαράσταση της G, µε π̃′(f) = ρ(f), f ∈ L1,,τότε,
σύµφωνα µε την 3.1 έχουµε ότι : 〈π′(x)u, v〉 = 〈π(x)u, v〉, για κάθε x ∈
G, u, v ∈ H, οπότε π′(x) = π(x), για κάθε x ∈ G. 2
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3.3 Συναρτήσεις ϑετικού τύπου

Απώτερος στόχος αυτής και της επόµενης παραγράφου είναι η εξασφάλιση ῾῾
αρκετών᾿᾿ unitary αναγώγων αναπαραστάσεων. Προκειµένου να γίνει αυτό, ϑα
περιγράψουµε µια µέθοδο κατασκευής ενός χώρου Hilbert χρησιµοποιώντας
την L1(G) στον οποίον η G δρα unitarily. Θα δείξουµε ότι, µέχρις ισοδυναµί-
ας, κάθε κυκλική και κατ΄ επέκταση, κάθε unitary αναπαράσταση προκύπτει
µε αυτόν τον τρόπο. Να σηµειωθεί ότι η µέθοδος αυτή οµοιάζει µε την κατα-
σκευή G.N.S. στις C∗-άλγεβρες. Θα δείξουµε ότι οι κυκλικές αναπαραστάσεις
παράγονται από συγκεκριµένου είδους συναρτήσοειδή στην L1(G), τα οποία
παράγονται από συγκεκριµένου τύπου συναρτήσεις στον L∞(G). Ξεκινάµε
µε τον ορισµό:

Ορισµός 3.3.1. ΄Εστω G τοπικά συµπαγής. Μια φ ∈ L∞(G) λέγεται ϑετι-
κού τύπου στην G, εφόσον ορίζει ένα ϑετικό γραµµικό συναρτησοειδές στην
L1(G), εφόσον δηλαδή ισχύει :∫

(f ∗ ∗ f)φ ≥ 0, για κάθε f ∈ L1(G).

Παρατήρηση 3.3.2. Μια φ ∈ L∞ είναι ϑετικού τύπου αν και µόνο αν ικα-
νοποιεί την ∫∫

f(x)f(y)φ(y−1x)dxdy ≥ 0, για κάθε f ∈ L1(G) (3.3)

Απόδειξη
Υπολογίζουµε :∫

(f ∗ ∗ f)(x)φ(x)dx =

∫ (∫
∆(y−1)f(y−1)f(y−1x)dy

)
φ(x)dx

=

∫ (∫
f(y)f(yx)dy

)
φ(x)dx

=

∫∫
f(y)f(yx)φ(x)dydx

=

∫∫
f(y)f(yx)φ(x)dxdy

=

∫∫
f(y)f(x)φ(y−1x)dxdy

=

∫∫
f(x)f(y)φ(y−1x)dxdy

2
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Θα δείξουµε παρακάτω, ότι κάθε συνάρτηση ϑετικού τύπου είναι τοπικά
σχεδόν παντού ίση µε µια συνεχή συντηση, οπότε εφεξής ϑα ϑεωρούµε ότι οι
συναρτήσεις ϑετικού τύπου είναι και συνεχείς. Συµβολίζουµε µε P = P(G)
το σύνολο των συνεχών συναρτήσεων ϑετικού τύπου στην G.

Πρόταση 3.3.3. Αν η φ είναι ϑετικού τύπου, τότε και η φ είναι ϑετικού τύπου.

Απόδειξη Αρκεί να παρατηρήσουµε ότι :∫
(f ∗ ∗ f)φ =

∫
[(f)∗ ∗ f ]φ, f ∈ L1. 2

Παρακάτω ϑα εξετάσουµε τη σύνδεση που έχουν οι συναρτήσεις ϑετικού
τύπου µε τις unitary αναπαραστάσεις. Αρχικά έχουµε την παρακάτω:

Πρόταση 3.3.4. ΄Εστω π unitary αναπαράσταση της G και u ∈ Hπ και έστω
φ(x) = 〈π(x)u, u〉. Τότε φ ∈ P.

Απόδειξη Προφανώς η ως άνω φ είναι συνεχής. Περαιτέρω έχουµε:
φ(y−1x) = 〈π(y−1)π(x)u, u〉 = 〈π(x)u, π(y)u〉. Εποµένως, αν f ∈ L1(G),
έχουµε:∫∫

f(x)f(y)φ(y−1x)dydx =

∫∫
f(x)f(y)〈π(x)u, π(y)u〉dydx

=

∫∫
f(x)〈π(x)u, f(y)π(y)u〉dxdy

=

∫
〈π̃(f)u, f(y)π(y)u〉dy

=

∫
f(y)〈π(y)u, π̃(f)u〉dy

= 〈π̃(f)u, π̃(f)u〉
= ‖π̃(f)u‖2 ≥ 0

2

Πόρισµα 3.3.5. ΄Εστω f ∈ L2(G). Ορίζουµε f̃(x) = f(x−1). Τότε f ∗ f̃ ∈ P.

Απόδειξη ΄Εστω πL η αριστερή κανονική αναπαράσταση. Υπολογίζουµε :

〈πL(x)f, f〉 =

∫
Lxf(y)f(y)dy

=

∫
f(y)f(x−1y)dy

= f ∗ f̃(x)
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Το Ϲητούµενο έπεται άµεσα απο τις δυο προηγούµενες προτάσεις. 2

Στη συνέχεια ϑα δείξουµε ότι κάθε µη µηδενική συνάρτηση ϑετικού τύπου
προκύπτει από µία unitary αναπαράσταση, όπως στην πρόταση 3.3.4.
΄Εστω φ ∈ P, φ 6= 0. Ορίζουµε, µέσω αυτής την παρακάτω απεικόνιση:

L1(G)× L1(G)→ C,

(f, g) 7→ 〈f, g〉φ =

∫
(g∗ ∗ f)φ =

∫∫
f(x)g(y)φ(y−1x)dxdy (3.4)

Η απεικόνιση 〈·, ·〉φ είναι ένα ηµι-εσωτερικό γινόµενο στην L1(G), που ικα-
νοποιεί την :

|〈f, g〉φ| ≤ ‖φ‖∞ ‖f‖1 ‖g‖1 . (3.5)

Θέτουµε : N = {f ∈ L1 : 〈f, f〉φ = 0} και παρατηρούµε ότι :
f ∈ N ⇔ 〈f, g〉φ = 0, για κάθε g ∈ L1.
΄Επεται ότι η 〈, 〉φ ορίζει ένα εσωτερικό γινόµενο στο χώρο πηλίκο L1/N, που
αποτελείται από τις κλάσεις ισοδυναµίας [f ], f ∈ L1, της σχέσης :

f ∼ g ⇔ f − g ∈ N.

Ορίζουµε τώρα ‖[f ]‖φ = 〈[f ], [f ]〉
1
2
φ = 〈f, f〉

1
2
φ και ϑεωρούµε την πλήρωση του

l1/N, ως προς την ‖·‖φ , την οποία ϑα συµβολίζουµε µε Hφ. Είναι προφανές
ότι ο Hφ µε το 〈·, ·〉φ (και άρα την ‖·‖φ), επεκτεταµένα στον Hφ, είναι χώρος
Hilbert. ΄Οπως προκύπτει άµεσα από την 3.5, ισχύει :

‖[f ]‖φ ≤ ‖φ‖
1
2
∞ ‖f‖1 , f ∈ L

1 (3.6)

Τώρα, για f, g ∈ L1, x ∈ G έχουµε:

〈Lxf, Lxg〉φ =

∫∫
f(x−1y)g(x−1z)φ(y−1z)dydz

=

∫∫
f(y)g(z)φ((xy)−1(xz))dydz

= 〈f, g〉φ

Ειδικότερα, έχουµε ότι : Lx(N) ⊆ N , οπότε οι τελεστές Lx επάγουν µία
unitary αναπαράσταση πφ στον Hφ, η οποία καθορίζεται από την :

πφ(x)[f ] = [Lxf ], f ∈ L1 (3.7)

Παρατήρηση 3.3.6. Είναι εύκολο να δείξει κανείς ότι η αντίστοιχη αναπα-
ϱάσταση της L1(G) καθορίζεται από την : π̃φ(f)[g] = [f ∗ g].
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Στόχος µας, όπως είπαµε παραπάνω, είναι να δείξουµε ότι η φ προκύπτει
απο κάποια unitary αναπαράσταση, σύµφωνα µε την 3.3.4. Πρώτα χρειαζό-
µαστε το παρακάτω:

Λήµµα 3.3.7. ΄Εστω φ, 〈·, ·〉φ και Hφ ως άνω. Τότε, αν ψU µια προσεγγιστική
µονάδα της L1(G), το lim〈v, ψU〉 υπάρχει, για κάθε v ∈ Hφ, οπότε το {[ψU ]}U
συγκλίνει ασθενώς, έστω στο ε ∈ Hφ. Επιπλέον ισχύει ότι : 〈[f ], ε〉φ =

∫
fφ, για

κάθε f ∈ L1.

Απόδειξη ΄Εστω {ψU} προσεγγιστική µονάδα, τότε έχουµε ψ∗U ∗ f → f, για
κάθε f ∈ L1, οπότε

∫
(ψ∗U ∗ f)φ → fφ, για κάθε f ∈ L1. ∆ηλαδή, για κάθε

f ∈ L1 έχουµε:
〈[ψU ], [f ]〉φ →

∫
fφ. Από την 3.6 έπεται ότι :

|〈[ψU ], [f ]〉φ| ≤ ‖φ‖∞ ‖f‖1 ‖ψU‖1 = ‖φ‖∞ ‖f‖1 (3.8)

Ορίζουµε :

Λ :
L1

N
→ C,

µε

Λ([f ]) = lim〈[ψU ], [f ]〉φ
Το Λ είναι γραµµικό και η 3.8 δείχνει ότι είναι και ‖·‖φ ϕραγµένο, οπότε
επεκτείνεται στην πλήρωση Hφ. Από το ϑεώρηµα αναπαράστασης (ϕραγµέ-
νων γραµµικών συναρτησοειδών επί ενός χώρου Hilbert) του Riesz, έπεται ότι
υπάρχει v ∈ Hφ, τέτοιο ώστε Λ(ξ) = 〈ξ, v〉φ, για κάθε ξ ∈ Hφ και
Λ([f ]) = lim〈[ψU ], [f ]〉φ = 〈[f ], v〉φ, για κάθε f ∈ L1.
Ισχυριζόµαστε ότι 〈ξ, v〉φ = lim〈ξ, [ψU ]〉 − φ, για κάθε ξ ∈ L1.
Πράγµατι, έστω ε > 0, ξ ∈ Hφ. Επιλέγοντας f ∈ L1, µε
‖ξ − [f ]‖φ < min{ ε

3‖v‖φ
, ε

3‖φ‖
1
2∞

} έχουµε:

|〈ξ, v〉φ−〈[f ], ψU〉φ| ≤
≤ |〈ξ, v〉φ−〈[f ], v〉φ|+ |〈[f ], v〉φ−〈[f ], ψU〉φ|+ |〈[f ], ψU〉φ−〈ξ, ψU〉φ|.
≤ |〈ξ, v〉φ−〈[f ], v〉φ|+ |〈[f ], v〉φ−〈[f ], ψU〉φ|+ ‖[f ]− ξ‖φ ‖ψU‖φ .

΄Οµως, πάλι από την 3.8 έπεται ότι ‖[ψU ]‖φ ≤ ‖φ‖
1
2
∞ , και επειδή

〈[f ], v〉φ = lim〈[f ], [ψU ]〉φ, έπεται ότι υπάρχει U0, τέτοιο ώστε
|〈[f ], v〉φ − 〈[f ], [ψU ]〉| < ε

3
, για κάθε U ⊆ U0.

Από όλα τα παραπάνω έχουµε ότι, για κάθε U ⊆ U0 έχουµε:
|〈ξ, v〉φ− 〈ξ, [ψU ]〉φ| ≤ ε. ∆ηλαδή lim〈[f ], [ψU ]〉φ = 〈[f ], v〉φ. 2
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Πρόταση 3.3.8. ∆εδοµένης µιας συνάρτησης ϑετικού τύπου φ στην G, αν Hφ

και πφ ως άνω, τότε υπάρχει ένα κυκλικό διάνυσµα ε για την πφ, τέτοιο ώστε
π̃φ(f)ε = [f ], για κάθε f ∈ L1 και φ(x) = 〈πφ(x)ε, ε〉 τοπικά σχεδόν παντού.

Απόδειξη ΄Εστω f, g ∈ L1, y ∈ G. Υπολογίζουµε :

〈[g], πφ(y)ε〉φ = 〈πφ(y−1)[g], ε〉φ
= 〈[L1

yg], ε〉φ

=

∫
g(yx)φ(x)dx

=

∫
g(x)φ(y−1x)dx

Εποµένως :

〈[g], [f ]〉φ =

∫∫
g(x)f(y)φ(y−1x)dxdy

=

∫ (∫
g(x)φ(y−1x)dx

)
f(y)dy

=

∫
〈[g], πφ(y)ε〉φf(y)dy

= 〈[g], πφ(f)ε〉φ

΄Επεται ότι [f ] = π̃φ(f)ε, για κάθε f ∈ L1 και ότι αν 〈[g], πφ(y)ε〉 = 0, για
κάθε y ∈ G, τότε 〈[g], [f ]〉φ = 0, για κάθε f ∈ L1, οπότε g = 0. Εποµένως η
γραµµική ϑήκη του {πφ(y)ε, y ∈ G} είναι πυκνή στον Hφ, οπότε το ε είναι
κυκλικό διάνυσµα. Επιπλέον, για κάθε f ∈ L1 έχουµε:∫

〈ε, πφ(y)ε〉φf(y)dy = lim

∫
〈[ψU ], πφ(y)ε〉φf(y)dy

= lim〈[ψU ], π̃φ(f)ε〉φ
= lim〈[ψU ], [f ]〉φ
= 〈ε, [f ]〉φ
= 〈[f ], ε〉φ

=

∫
φ(y)f(y)dy.

Από τα παραπάνω έχουµε ότι 〈πφ(y)ε, ε〉 = φ(y) τοπικά σχεδόν παντού.
2
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Πόρισµα 3.3.9. Κάθε συνάρτηση ϑετικού τύπου είναι τοπικά σχεδόν παντού
ίση µε µια συνεχή συνάρτηση.

Πόρισµα 3.3.10. Αν φ ∈ P, τότε ‖φ‖∞ = φ(1) και φ(x−1) = φ(x).

Απόδειξη Από την προηγούµενη πρόταση έχουµε ότι υπάρχει π και v τέτοια
ώστε : φ(x) = 〈π(x)v, v〉, οπότε :
|φ(x)| = |〈π(x)v, v〉| ≤ ‖v‖2 = φ(1) και
φ(x−1) = 〈π(x−1)v, v〉 = 〈v, π(x)v〉 = φ(x). 2

Οι προτάσεις 3.3.4, 3.3.8 εκφράζουν την αντιστοιχία µεταξύ κυκλικών α-
ναπαραστάσεων και συναρτήσεων ϑετικού τύπου. Αν και στην πρόταση 3.3.4
δεν υποθέσαµε ότι η π είναι κυκλική, παρατηρεί κανείς ότι για κάθε v η
〈π(·)v, v〉 καθορίζεται από την υποαναπαράσταση της π στον κυκλικό υπό-
χωρο που παράγεται από το v. Περαιτέρω έχουµε ότι αναπαραστάσεις που
σχετίζονται µε την ίδια συνάρτηση ϑετικού τύπου είναι ισοδύναµες. Συγκε-
κριµένα έχουµε ότι :

Πρόταση 3.3.11. ΄Εστω π, ρ κυκλικές αναπαραστάσεις µε αντίστοιχα κυκλι-
κά διανύσµατα u, v. Αν ισχύει 〈π(x)u, u〉 = 〈ρ(x)v, v〉, για κάθε x ∈ G, τότε
ρ ∼ π. Ειδικότερα, υπάρχει unitary τελεστής T ∈ C(π, ρ), τέτοιος ώστε Tu = v.

Απόδειξη ΄Εστω x, y ∈ G. ΄Εχουµε:
〈π(x)u, π(y)u〉 = 〈π(y−1x)u, u〉 = 〈ρ(y−1x)v, v〉 = 〈ρ(x)v, ρ(y)v〉. Ορίζουµε :
T [π(x)u] = ρ(x)v. Ο Τ επεκτείνεται σε µια καλώς ορισµένη ισοµετρία απο το
span{π(x)u, x ∈ G} στο span{ρ(x)v, x ∈ G}. Πράγµατι, έχουµε:∥∥∥∥∥

n∑
i=1

aiρ(xi)v

∥∥∥∥∥
2

=
n∑

i,j=1

aiaj〈ρ(x−1
j xi)v, v〉 =

n∑
i,j=1

aiaj〈π(x−1
j xi)u, u〉

=

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

aiπ(xi)u

∥∥∥∥∥
2

,

οπότε η Τ είναι καλώς ορισµένη ισοµετρία, αφού εάν
∑n

i=1 aiπ(xi)u = 0 έ-
χουµε ∥∥∥∥∥T (

n∑
i=1

aiπ(xi)u

∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

aiρ(xi)v

∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

aiπ(xi)u

∥∥∥∥∥
2

= 0,

οπότε
∑n

i=1 aiρ(xi)v = 0. Λόγω συνέχειας, η Τ επεκτείνεται σε unitary Hπ →
Hρ. Περαιτέρω έχουµε:
ρ(y)T [π(x)u] = ρ(y)ρ(x)v = ρ(yx)v = T [π(y)π(x)u], για κάθε x, y ∈ G,
δηλαδή T ∈ C(π, ρ). Τέλος :
Tu = T [π(1G)u] = ρ(1G)v = v. 2
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Πόρισµα 3.3.12. Εάν π είναι κυκλική αναπαράσταση της G µε κυκλικό διά-
νυσµα u και φ(x) = 〈π(x)u, u〉 τότε η π είναι ισοδύναµη µε την αναπαράσταση
πφ, που ορίζεται σύµφωνα µε την 3.3.4.

Παρατήρηση 3.3.13. Από την απόδειξη της προτασης 3.3.11 ϕαίνεται ότι αν
π, ρ είναι οποιεσδήποτε αναπαραστάσεις (δηλαδή όχι κατ’ανάγκη κυκλικές),
που ικανοποιούν 〈π(x)u, u〉 = 〈ρ(x)v, v〉, για κάποια u ∈ Hπ, v ∈ Hρ για κάθε
x ∈ G, τότε υπάρχει T ∈ C(π, ρ) τέτοιος ώστε Tu = v. Πιο συγκεκριµένα,
η απόδειξη µας δίνει µια ισοµετρία T ∈ C(πM , ρ), όπου Μ είναι ο κυκλικός
υπόχωρος που παράγεται από το u, την οποία επεκτείνουµε στον Hπ απλά
ϑέτοντας T = 0 στον M⊥.

3.4 Το ϑεώρηµα Gelfand-Raikov

Οι συναρτήσεις ϑετικού τύπου και η σχέση τους µε τις αναπαραστάσεις παί-
Ϲουν κοµβικό ϱόλο στην απόδειξη της ύπαρξης ῾῾ αρκετών᾿᾿ αναπαραστάσεων.
Πιο συγκεκριµένα, ιδιαίτερη σηµασία έχουν τα παρακάτω υποσύνολα του
συνόλου P :

Ορισµός 3.4.1.

P1 = {φ ∈ P : ‖φ‖∞ = 1} = {φ ∈ P : φ(1) = 1},

P0 = {φ ∈ P : ‖φ‖∞ ≤ 1} = {φ ∈ P : 0 ≤ φ(1) ≤ 1}.

(Οι δεύτερες ισότητες προκύπτουν απο το πόρισµα 3.3.10.) Τα σύνολα P1,P0

είναι ϕραγµένα και κυρτά. Θέτουµε :

E(Pj) = { το σύνολο των ακραίων σηµείων του Pj}, j = 1, 2.

Το E(P1) έχει εξαιρετικό ενδιαφέρον λόγω του εποµένου ϑεωρήµατος.

Θεώρηµα 3.4.2. ΄Εστω φ ∈ P1. Τότε φ ∈ E(P1), αν και µόνο αν η αναπαρά-
σταση πφ της πρότασης 3.3.8 είναι ανάγωγη.

Απόδειξη ΄Εστω ότι η πφ δεν είναι ανάγωγη και έστωM ένας (µη τετριµµένος)
πφ αναλλοίωτος υπόχωρος, οπότε Hφ = M ⊕M⊥. Αν ε ∈ Hφ είναι το κυκλικό
διάνυσµα για την πφ, όπως στην πρόταση 3.3.8, τότε δεν µπορεί ε ∈M , ούτε
ε ∈M⊥. ΄Εστω λοιπόν ότι ε = u+ v, u ∈M, v ∈M⊥, u, v 6= 0. Τότε έχουµε:
φ(x) = 〈πφ(x)ε, ε〉φ = 〈πφ(x)u, u〉φ + 〈πφ(x)v, v〉φ = c1ψ1(x) + c2ψ2(x), όπου
ϑέσαµε: c1 = ‖u‖2 , c2 = ‖v‖2 , ψ1(x) = 1

c1
〈πφ(x)u, u〉, ψ2(x) = 1

c2
〈πφ(x)v, v〉.

΄Εχουµε ότι ψ1, ψ2 ∈ P1 και c1 + c2 = φ(1) = 1, άρα η φ δεν είναι ακραίο
σηµείο.
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Αντίστροφα, έστω πφ ανάγωγη, αλλά φ = ψ + ψ′, µε ψ, ψ′ ∈ P. Τότε, για
κάθε f, g ∈ L1 έχουµε:
〈f, f〉ψ = 〈f, f〉φ − 〈f, f〉ψ′ ≤ 〈f, f〉φ, άρα
|〈f, g〉ψ| ≤ 〈f, f〉

1
2
ψ〈g, g〉

1
2
ψ ≤ 〈f, f〉

1
2
φ 〈g, g〉

1
2
φ .

΄Επεται ότι η απεικόνιση: (f, g) 7→ 〈f, g〉ψ επάγει µια ϕραγµένη sesquilinear
(και µάλιστα ερµιτιανή) µορφή στον Hφ, οπότε υπάρχει T ∈ B(H) (και µάλι-
στα αυτοσυζυγής), τέτοιος ώστε :
〈f, g〉ψ = 〈T [f ], [g]〉φ, f, g ∈ L1. ΄Επεται ότι, για κάθε f, g ∈ L1, x ∈ G:

〈Tπ(x)[f ]φ[f ], [g]〉φ = 〈T [Lxf ], [g]〉φ = 〈Lxf, g〉ψ
= 〈f, Lx−1g〉ψ = 〈T [f ], [L−1

x g]〉φ
= 〈T [f ], πφ(x−1)[g]〉φ = 〈πφ(x)T [f ], [g]〉φ

∆ηλαδή T ∈ C(πφ), οπότε από το Λήµµα του Schur έχουµε ότι υπάρχει
c ∈ C τέτοιο ώστε : T = cI, οπότε 〈f, g〉ψ = c〈f, g〉φ, για κάθε f, g ∈ L1.
Λαµβάνοντας υπόψη την 3.4, έχουµε:∫∫

f(x)g(y)ψ(y−1x)dxdy = c
∫∫

f(x)g(y)φ(y−1x)dxdy, για κάθε f, g ∈ L1.
Αν ϑέσουµε λοιπόν g = ψU (και πάρουµε όρια), προκύπτει ότι ψ = cφ, άρα
ψ′ = (1− c)φ, οπότε φ ∈ E(P1).

2

Παρατήρηση 3.4.3. Η συνθήκη
∫

(f ∗ ∗ f)φ ≥ 0 προφανώς διατηρείται απο
ασθενώς-* όρια, οπότε το P0 αποτελεί ένα ασθενώς * κλειστό υποσύνολο της
µοναδιαίας µπάλας του L∞. Από το ϑεώρηµα Αλάογλου έχουµε ότι το P0

είναι ασθενώς* συµπαγές, οπότε από το ϑεώρηµα Krein-Milman, το P0 είναι η
ασθενώς* κλειστή κυρτή ϑήκη (στον L∞) των ακραίων σηµείων του. Το P1 από
την άλλη, πλην της περίπτωσης που η G είναι διακριτή, δεν είναι ασθενώς*
κλειστό. Παρόλα αυτά όµως, το συµπέρασµα του ϑεωρήµατος Krein-Milman
ισχύει, όπως ϑα δείξουµε στα παρακάτω.

Λήµµα 3.4.4. E(P0) = E(P1) ∪ {0}.

Απόδειξη Πρώτα ϑα δείξουµε ότι το 0 είναι ακραίο σηµείο του E(P0).
΄Εστω φ1, φ2 ∈ E(P0), c1, c2 ≥ 0, µε c1 + c2 = 1, και c1φ1 + c2φ2 = 0. Τότε :
c1φ1(1G) + c2φ2(1G) = 0⇒ φ1(1G) = φ2(1G) = 0⇒ φ1 = φ2 = 0, αφού
φ(1G) = ‖φ‖∞ , για κάθε φ ∈ P.

Τώρα, έστω φ ∈ E(P1), µε φ = c1φ1 + c2φ2, c1 + c2 = 1, φ1, φ2 ∈ P0. Μα
τότε, πάλι έχουµε φ1(1G) = φ2(1G) = 1, οπότε φ1, φ2 ∈ P1. Αφού η φ είναι
ακραίο στο P1, έπεται ότι φ1 = φ2 = φ, οπότε η φ είναι ακραίο και στο P0.

Τέλος, αν φ ∈ P0 r P1 ∪ {0}, τότε η φ δεν µπορεί να είναι ακραίο, αφού
έχουµε 0 < φ(1G) < 1, οπότε η φ είναι εσωτερικό σηµείο του τµήµατος µε
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άκρα το 0 και το φ
φ(1G)

. ΄Οντως έχουµε
∥∥∥ φ
φ(1G)

∥∥∥
∞

= 1 και φ = 0 + φ(1G)
φ

φ(1G)
.

2

Θεώρηµα 3.4.5. Η κυρτή ϑήκη του E(P1) είναι ασθενώς* πυκνή στο P1.

Απόδειξη ΄Εστω φ0 ∈ P1. Από το προηγούµενο Λήµµα και τις προ αυτού
παρατηρήσεις, έχουµε ότι η φ0 ϑα είναι ασθενές* όριο ενός δικτύου από φα,
καθεµία από τις οποίες είναι της µορφής: c1ψ1 + c2ψ2 + · · ·+ cnψn + cn+10,
όπου ψ1, . . . ψn ∈ E(P1), c1, . . . , cn+1 ≥ 0 και

∑n+1
i=1 ci = 1. ΄Εχουµε ότι :

‖limφα‖∞ = 1, ‖φa‖∞ ≤ 1, οπότε lim ‖φa‖∞ ≤ 1. Ισχυριζόµαστε ότι
lim ‖φa‖∞ = 1. (Υπενθυµίζουµε ότι για φ ∈ P έχουµε ότι ‖φ‖∞ = φ(1G)
εποµένως το όριο αυτό υπάρχει αφού οι φα συγκλίνουν ασθενώς). Αν όχι,
έστω lim ‖φa‖∞ = c < 1. Τότε υπάρχει α0, τέτοιο ώστε : | ‖φa‖∞−c| <

1−c
2
, για

κάθε α ≥ α0, οπότε ‖φa‖∞ < 1+c
2
< 1, α ≥ α0. ΄Οµως, το σύνολο {f ∈ L∞ :

‖f‖∞ ≤
1+c

2
} είναι ασθενώς* κλειστό, οπότε έχουµε ότι ‖limφa‖∞ ≤

1+c
2
< 1,

που αποτελεί αντίφαση. Τώρα, αν ϑέσουµε φ′a =
φa

φa(1G)
, έχουµε:

φ′a =
1

φa(1G)

n∑
1

ciψi,
1

φa(1G)

n∑
1

ci =
φa(1G)

φa(1G)
,

οπότε οι φ′a ανήκουν στην κυρτή ϑήκη του E(P1) και φ0 = limφ′a.
2

΄Οπως ήδη έχουµε δει, το P1 ως υποσύνολο του L∞(G), κληρονοµεί την
ασθενή* τοπολογία. ΄Ενα αξιοσηµείωτο και χρήσιµο για εµάς γεγονός είναι
ότι στο P1 η ασθενής * τοπολογία είναι ίδια µε την τοπολογία της οµοιόµορ-
ϕης σύγκλισης στα συµπαγή υποσύνολα της G. Μια ϐάση περιοχών για µία
φ0 σε αυτήν την τοπολογία δίνεται από τα σύνολα {N(φ0; ε,K, ε > 0, K ⊆
G, συµπαγές}, όπου:

N(φ0; ε,K) = {φ : |φ(x)− φ0(x)| < ε, x ∈ K}

Η απόδειξη στηρίζεται στο ακολουθο:

Λήµµα 3.4.6. ΄Εστω X χώρος Banach και B ένα ϕραγµένο υποσύνολο του
X∗. Στο B, η ασθενής* τοπολογία και η τοπολογία της σύγκλισης στα συµπαγή
στην G συµπίπτουν.

Απόδειξη Η ασθενής* τοπολογία είναι η τοπολογία της κατά σηµείο σύγ-
κλισης στην G, οπότε είναι ασθενέστερη της τοπολογίας της σύγκλισης στα
συµπαγή.
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Για το αντίστροφο, υπενθυµίζουµε πρώτα ότι µια ϐασική περιοχή ενός
x∗0 ∈ X∗ για την ασθενή * τοπολογία είναι της µορφής

W (x∗0) = ∩n1{x∗ ∈ X∗ : |x∗(xj)− x∗0(xj)| < ε}.

(Αν ϑέλουµε να είµαστε πιο ακριβείς, η παραπάνω περιοχή ϑα πρέπει να
συµβολιστεί ως W (x∗0;x1, x2, . . . xn, ε)).

΄Εστω τώρα x∗0 ∈ B, ε > 0 και K ⊆ X, συµπαγές . Θέτουµε c = sup{‖x∗‖ :
x∗ ∈ B} και παίρνουµε δ = ε

3c
. Το K είναι συµπαγές, οπότε υπάρχουν

x1 . . . , xk ∈ K, τέτοια ώστε : K ⊆
⋃k
j=1 B(xj, δ). Τώρα, αν x∗ ∈ B και x ∈ K,

τότε υπάρχει 1 ≤ j0 ≤ k, τέτοιο ώστε : ‖x− xj0‖ < δ, οπότε έχουµε:

|x∗(x)−x∗0(x)|< |x∗(x−xj0)|+|(x∗−x∗0)(xj0)|+|x∗0(xj0−x)|< 2ε

3
+|(x∗−x∗0)(xj0)|

΄Εχουµε λοιπόν ότι η ασθενής* περιοχή ∩k1{x∗ : |(x∗−x∗0)(xj)| < ε
3
} περιέχεται

στην N(x∗0, ε,K).
2

Λήµµα 3.4.7. ΄Εστω φ0 ∈ P1, f ∈ L1. Τότε, για κάθε ε > 0 και K ⊆ G,
συµπαγές, υπάρχει µια ασθενής* περιοχή της φ0 Φ, (στο P1) τέτοια ώστε :
|f ∗ φ(x)− f ∗ φ0(x)| < ε, για κάθε φ ∈ Φ, x ∈ K.

Απόδειξη Από το πόρισµα 3.3.10 έχουµε: f ∗ φ(x) =
∫
f(xy)φ(y−1)dy =∫

Lx−1fφ. Από τη συνέχεια της απεικόνισης x 7→ Lx−1f (Λήµµα 2.5.3) προ-
κύπτει ότι το {Lx−1f : x ∈ K} είναι συµπαγές στον L1, οπότε µπορούµε να
εφαρµόσουµε το προηγούµενο λήµµα. Πιο συγκεκριµένα, µε τους συµβο-
λισµούς του παραπάνω λήµµατος, εδώ έχουµε ότι X = L1, X∗ = L∞ και
B = P1. ΄Εστω λοιπόν φ0 ∈ P1, ε > 0 και K ⊆ G, συµπαγές. Θεωρούµε τη
ϐασική περιοχή Nφ0,ε,K′

της φ0 στη Ν τοπολογία και υπολογίζουµε :

Nφ0;ε,K′ = {φ :
∣∣∣ ∫ gφ−

∫
gφ0

∣∣∣ < ε, g ∈ K ′}

= {φ :
∣∣∣ ∫ gφ−

∫
gφ0

∣∣∣ < ε, g ∈ K ′}

= {φ :
∣∣∣ ∫ (Lx−1f)φ−

∫
(Lx−1f)φ0

∣∣∣ < ε, x ∈ K}

= {φ :
∣∣∣f ∗ φ(x)− f ∗ φ0(x)

∣∣∣ < ε}

Από το προηγούµενο Λήµµα έχουµε ότι η Nφ0,ε,K′
, φ ∈ P1 είναι ασθενής*

περιοχή της φ0. 2

Λήµµα 3.4.8. ΄Εστω φ ∈ P1. Τότε |φ(x)− φ(y)|2 ≤ 2− 2 Re(φ(yx−1)).
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Απόδειξη Από την πρόταση 3.3.8 έχουµε ότι φ(x) = 〈π(x)u, u〉, για κάποια
ανάγωγη π και κάποιο µοναδιαίο u ∈ Hπ . ΄Επεται ότι :

|φ(x)− φ(y)|2 = |〈[π(x)− π(y)]u, u〉|2 = |〈u, [π(x−1)− π(y−1)]u〉|2

≤
∥∥π(x−1)u− π(y−1)u

∥∥ = 2− 2 Re〈π(x−1)u, π(y−1)u〉
= 2− 2 Re〈π(yx−1)u, u〉 = 2− 2 Reφ(yx−1).

2

Θεώρηµα 3.4.9. Στο P1 η ασθενής* τοπολογία και η τοπολογία της σύγκλισης
στα συµπαγή συµπίπτουν.

Απόδειξη ΄Εστω f ∈ L1(G) και ε > 0. Υπάρχει K ⊆ G, συµπαγές, τέτοιο
ώστε :

∫
GrK |f | <

ε
4
. ΄Εστω τώρα φ, φ0 ∈ P1, µε |φ− φ0| < ε

2‖f‖1
στο Κ, τότε :

|
∫

(fφ− fφ0)| ≤
∫
K
|f ||φ− φ0|+

∫
GrK |f ||φ− φ0| < ε

2
+ ε

2
= ε. Εποµένως η

σύγκλιση στα συµπαγή συνεπάγεται την ασθενή* σύγκλιση.
Αντίστροφα, έστω φ0 ∈ P1, ε > 0 και K ⊆ G, συµπαγές . Θέλουµε να

ϐρούµε µια ασθενή* περιοχή Φ της φ0 στο P1, τέτοια ώστε |φ − φ0| < ε στο
Κ, όταν φ ∈ Φ. Αρχικά, αν η > 0, τότε υπάρχει µια συµπαγής περιοχή V της
1G, τέτοια ώστε |φ0(x)− 1| < η, για x ∈ V. Θέτουµε:

Φ1 = {φ ∈ P1 :

∣∣∣∣∫
V

(φ− φ0)

∣∣∣∣ < ηλ(V )}.

Η Φ1 είναι όντως µια weak * περιοχή της φ0, αφού χV ∈ L1.(V συµπαγής)
Τώρα, αν φ ∈ Φ1, τότε :∣∣∣∣∫

V

(1− φ)

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫
V

(1− φ0)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫
V

(φ0 − φ)

∣∣∣∣ < 2ηλ(V ) (3.9)

Επίσης, για φ ∈ Φ1, x ∈ G έχουµε:

|χV ∗ φ(x)− λ(V )φ(x)| =
∣∣∣∣∫
V

[φ(y−1x)− φ(x)]dy

∣∣∣∣ ‖ ≤∫
V

|φ(y−1x)− φ(x)|dy

Από το λήµµα 3.4.8, την 3.9 ο τελευταίος όρος ϕράσσεται από:∫
V

[2− 2<(φ(y)]
1
2dy ≤

(∫
V

[2− 2<φ(y)]dy

) 1
2

λ(V )
1
2 < 2λ(V )

√
η).

Τώρα, από το λήµµα 3.4.7, υπάρχει µια ασθενής * περιοχή Φ2 της φ0 στο P1,
τέτοια ώστε : |χV ∗φ(x)−χV ∗φ0(x)| < ηλ(V ), για φ ∈ Φ2, x ∈ K. Εποµένως,
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αν φ ∈ Φ1 ∪ Φ2 και x ∈ K, η ποσότητα |φ(x)− φ0(x)| ϕράσσεται από:

1

λ(V )
[|λ(V )φ(x)−χV ∗ φ(x)|+ |χV ∗ (φ−φ0)(x)|+ |χV ∗ φ0(x)−λ(V )φ0(x)|]

≤ 1

λ(V )
(2λ(V )

√
η + λ(V )η + 2λ(V )

√
η = η + 4

√
η.

Επιλέγοντας λοιπόν η τέτοι ώστε η+ 4
√
η < ε, έχουµε ότι η Φ = Φ1 ∪Φ2 είναι

η Ϲητούµενη ασθενής* περιοχή της φ0.
2

Προτού αποδείξουµε το ϑεώρηµα Gelfand -Raikov, χρειαζόµαστε το επό-
µενο αποτέλεσµα.

Πρόταση 3.4.10. Η γραµµική ϑήκη του Cc(G) ∪ P(G) περιέχει όλες τις συ-
ναρτήσεις της µορφής f ∗ g, f, g ∈ Cc(G). Είναι δε πυκνή στον Cc(G) ως προς
τη νόρµα της οµοιόµορφης σύγκλισης και στους Lp(G), 1 ≤ p < ∞( ως προς
τις Lp νόρµες.)

Απόδειξη Από το πόρισµα 3.3.5, έχουµε ότι το Cc(G) ∪ P(G) περιέχει κάθε
συνάρτηση της µορφής f ∗ f̃ , µε f ∈ Cc(G), όπου f̃ = f(x−1). Εποµένως
περιέχει όλες τις συναρτήσεις της µορφής f ∗ h̃, f, h ∈ Cc(G), αφού ισχύει
f ∗ g̃ = 1

4
[(f + g) ∗ (f̃ + g)− (f − g) ∗ (f̃ − g) + i(f + ig) ∗ (f̃ + ig)− i(f −

ig) ∗ (f̃ − ig) και άρα όλες τις συναρτήσεις της µορφής f ∗ h, f, h ∈ Cc(G)
(ϐάζοντας g = h̃). Το σύνολο {f∗g : f, g ∈ Cc(G)} µε τη σειρά του είναι πυκνό
στον Cc(G) µε τη νόρµα της οµοιόµορφης σύγκλισης, καθώς µπορούµε να
επιλέξουµε ως g µια προσεγγιστική µονάδα. Τέλος, το Cc(G) είναι το ίδιο
πυκνό στους Lp. 2

Μπορούµε τώρα να αποδείξουµε το µείζον αποτέλεσµα της παραγράφου.

Θεώρηµα 3.4.11 (Το Θεώρηµα Gelfand-Raikov). ΄Εστω G µια τοπικά συµ-
παγής οµάδα. Οι ανάγωγες unitary αναπαραστάσεις τηςG χωρίζουν τα σηµεία
της G, δηλαδή αν x, y διακεκριµένα στοιχεία της G, τότε υπάρχει µια ανάγωγη
unitary αναπαράσταση π της G, τέτοια ώστε π(x) 6= π(y).

Απόδειξη ΄Εστω x 6= y. Τότε υπάρχει f ∈ Cc(G) µε f(x) 6= f(y). Από την
πρόταση 3.4.10 η f είναι γραµµικός συνδυασµός συναρτήσεων ϑετικού τύ-
που. Από τα ϑεωρήµατα 3.4.5 και 3.4.9 υπάρχει γραµµικός συνδυασµός g
απο ακραία σηµεία του P1, που να προσεγγίζει την f αρκετά κοντά στο συµ-
παγές {x, y} ώστε g(x) 6= g(y). ΄Επεται ότι υπάρχει φ ∈ E(P1) µε
φ(x) 6= φ(y). Η αντίστοιχη πφ που ορίζεται σύµφωνα µε την 3.3.4 είναι ανά-
γωγη από το ϑεώρηµα 3.4.2 και ισχύει ότι :
〈πφ(x)ε, ε〉 = φ(x) 6= φ(y) = 〈πφ(y)ε, ε〉, οπότε πφ(x) 6= πφ(y). 2
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Κεφάλαιο 4

Ανάλυση σε συµπαγείς οµάδες

Σε αυτό το κεφάλαιο ϑα παρουσιάσουµε τη ϐασική ϑεωρία αναπαραστάσεων
για συµπαγείς οµάδες. Θα ϑεωρούµε λοιπόν σε όλο το κεφάλαιο ότι η G είναι
συµπαγής οµάδα, οπότε το µέτρο Haar είναι αριστερά και δεξιά αναλλοίωτο
καθώς επίσης ότι είναι κανονικοποιηµένο, δηλαδή ότι ισχύει λ(G) = 1.

4.1 Αναπαραστάσεις συµπαγών οµάδων

Ξεκινάµε µε κάποια ϐασικά για τη ϑεωρία αναπαραστάσεων σε συµπαγείς
οµάδες.

Λήµµα 4.1.1. ΄Εστω π unitary αναπαράσταση της G. Σταθεροποιούµε ένα
µοναδιαίο διάνυσµα u ∈ Hπ και ορίζουµε τον τελεστή T στον Hπ ως:

Tv =

∫
〈v, π(x)u〉π(x)udx.

Τότε ο T είναι ϑετικός, µη µηδενικός και συµπαγής και T ∈ C(π).

Απόδειξη Για κάθε v ∈ Hπ έχουµε:

〈Tv, v〉 =

∫
〈v, π(x)u〉〈π(x)u, v〉dx =

∫
〈v, π(x)u〉〈v, π(x)u〉dx

=

∫
|〈v, π(x)u〉|2dx ≥ 0.

Εποµένως ο T είναι ϑετικός. Για v = u και x = 1G
έχουµε 〈u, π(1G)u〉 = 〈u, u〉 = ‖u‖2 = 1, οπότε, από τη συνέχεια της α-
πεικόνισης x 7→ π(x)u και του εσωτερικού γινοµένου, έπεται ότι υπάρχει
περιοχή της 1G όπου 〈u, π(x)u〉 > 0, οπότε 〈Tu, u〉 > 0 και T 6= 0. Αφού

61
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G συµπαγής, η απεικόνιση x 7→ π(x)u είναι οµοιόµορφα συνεχής. ΄Εστω
ε > 0. Ισχυριζόµαστε ότι υπάρχει διαµέριση της G, έστω E1, . . . , En και xj ∈
Ej, j = 1, 2 . . . , n, τέτοια ώστε : ‖π(x)u− π(xj)u‖ < 1

2
ε, για x ∈ Ej. Πράγµα-

τι, για το ε > 0 υπάρχει V περιοχή της 1G, ώστε ‖π(x)u− u‖ < 1
2
ε, x ∈ V.

Τώρα, για την V υπάρχει U συµµετρική περιοχή της 1G µε UU ⊆ V. Τότε
το {gU, g ∈ G} αποτελεί ανοικτό κάλυµµα της G, οπότε λόγω συµπάγειας
υπάρχουν g1, . . . gn ∈ G µε

⋃n
1 gjU = G. Ξενικοποιούµε τα gjU ϑέτοντας

E1 = g1U,Ej = gjU r
⋃j−1
k=1 gkU, 1 < j ≤ n. ∆ίχως ϐλάβη της γενικότητας

έχουµε ότι κάθε Ej 6= ∅, οπότε µπορούµε να επιλέξουµε ένα xj σε κάθε
Ej, j = 1 . . . , n. Τότε, αν x ∈ Ej έχουµε x−1

j x ∈ Ug−1
j gjU = UU ⊆ V. ΄Επεται

ότι για κάθε x ∈ Ej έχουµε ‖π(x)u− π(xj)u‖ =
∥∥π(x−1

j x)u− u
∥∥ < 1

2
ε και ο

ισχυρισµός µας έχει αποδειχθεί. Τώρα, για x ∈ Ej έχουµε:
‖〈v, π(x)u〉π(x)u− 〈v, π(xj)u〉π(xj)u‖

≤ ‖〈v, [π(x)− π(xj)]u〉π(x)u‖+ ‖〈v, π(xj)u〉[π(x)− π(xj)]u‖
≤ ‖v‖ ‖[π(x)− π(xj)]u‖ ‖π(x)u‖+ ‖v‖ ‖π(xj)u‖ ‖[π(x)− π(xj)]u‖
< ‖v‖ 1

2
ε+ ‖v‖ 1

2
ε = ε ‖v‖

Αν λοιπόν ϑέσουµε
Tεv =

∑n
1 λ(Ej)〈v, π(xj)u〉π(xj)u =

∑n
1

∫
Ej
〈v, π(xj)u〉π(xj)udx

έχουµε ότι για κάθε v ∈ Hπ ισχύει : ‖Tv − TεV ‖ < ε ‖v‖ .
Από τα παραπάνω έχουµε ότι ο T είναι norm-όριο των Tε. ΄Οµως, επειδή
ranTε = span{π(xj)u : 1 ≤ j ≤ n}, έχουµε ότι κάθε Tε είναι πεπεραµένης
τάξης, οπότε ο T είναι συµπαγής.

Τέλος, για κάθε y ∈ G έχουµε:

π(y)Tv =

∫
〈v, π(x)u〉π(yx)udx

=

∫
〈v, π(y−1x)u〉π(x)udx

=

∫
〈π(y)v, π(x)u〉π(x)udx

= Tπ(y)v

Εποµένως T ∈ C(π).
2

Θεώρηµα 4.1.2. ΄ΕστωG συµπαγής. Τότε κάθε ανάγωγη αναπαράσταση είναι
πεπερασµένης διάστασης και καθε unitary αναπαράσταση είναι ευθύ άθροισµα
αναγώγων.

Απόδειξη ΄Εστω π ανάγωγη. Θεωρούµε τον T όπως στο λήµµα 4.1.1. Από το
λήµµα του Schur έχουµε ότι T = cI, c 6= 0. ΄Επεται ότι ο ταυτοτικός τελεστής
στον Hπ είναι συµπαγής, οπότε dimHπ <∞.
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΄Εστω τώρα π τυχαία unitary αναπαράσταση της G. Θεωρούµε πάλι τον T ,
ο οποίος είναι µη µηδενικός, συµπαγής και αυτοσυζυγής. Από το ϕασµατικό
ϑεώρηµα ο T έχει µη µηδενική ιδιοτιµή µ, µε τον αντίστοιχο ιδιόχωρο Eµ
να είναι πεπερασµένης διάστασης, αφού ο περιορισµός του T στον Eµ είναι
µI και συµπαγής. Επειδή T ∈ C(π) έχουµε ότι ο Eµ είναι π-αναλλοίωτος,
εποµένως η π έχει υποαναπαράσταση πεπερασµένης διάστασης. Με ένα α-
πλό επαγωγικό επιχείρηµα, έχουµε ότι κάθε αναπαράσταση πεπερασµένης
διάστασης είναι ευθύ άθροισµα αναγώγων, οπότε η π έχει ανάγωγη υποανα-
παράσταση.

Πλέον, µε χρήση του λήµµατος Zorn, ϑεωρούµε µια µεγιστική οικογένεια
Mα κάθετων ανά δύο αναλλοίωτων υποχώρων. Αν N = (⊕Mα)⊥, από την
πρόταση 3.1.7 έχουµε ότι και ο N είναι π-αναλλοίωτος, οπότε από το πα-
ϱαπάνω επιχείρηµα η πN έχει µε τη σειρά της κάποιον ανάγωγο υπόχωρο,
γεγονός που έρχεται σε αντίφαση µε την µεγιστικότητα. ΄Επεται λοιπόν ότι
N = {0}, οπότε Hπ = ⊕Mα.

2

Συµβολίζουµε µε Ĝ το σύνολο όλων των κλάσεων ισοδυναµίας των ανάγω-
γων unitary αναπαραστάσεων της G. Επίσης συµβολίζουµε µε [π] την κλάση
ισοδυναµίας µιας ανάγωγης unitary αναπαράστασης π. Πλέον, όταν λέµε :
έστω [π] ∈ Ĝ, ϑα εννοούµε έστω π µια ανάγωγη unitary αναπαράσταση.

Η διάσπαση µιας unitary αναπαράστασης ρ σε ανάγωγες αναπαραστάσεις
δεν είναι εν γένει µοναδική. Για παράδειγµα, έστω ρ η τετριµµένη αναπαρά-
σταση σε κάποιον χώρο Hilbert H, µε dimH > 1. Τότε, κάθε ορθοκανονική
ϐάση του H µας δίνει µία τέτοια διάσπαση της ρ σε ανάγωγους αναλλοίωτους
µονοδιάστατους υποχώρους τουH. Η διάσπαση όµως µιας ρ σε αναλλοίωτους
υποχώρους που αντιστοιχούν στις διάφορες κλάσεις ισοδυναµίας είναι µονα-
δική. Συγκεκριµένα έστω, για κάθε π ∈ Ĝ, να είναι Mπ η κλειστή γραµµική
ϑήκη όλων των αναλλοίωτων υποχώρων του Hρ, στους οποίους ρ ∼ π. Τότε
κάθε Mπ είναι αναλλοίωτος και έχουµε:

Πρόταση 4.1.3. Mπ ⊥ Mπ′ , όταν [π] 6= [π′]. Επιπλέον, αν N είναι οποιοσδή-
ποτε αναλλοίωτος υποχώρος του Mπ, τότε ρN ∼ π.

Απόδειξη ΄Εστω Lπ και Lπ′ ανάγωγοι υπόχωροι όπου η ρ είναι ισοδύναµη
µε τις π, π′ αντίστοιχα και έστω P η ορθή προβολή στον Lπ. Τότε η P |Lπ′ ∈
C(ρLπ′ , ρLπ). Πράγµατι,για κάθε v ∈ Hρ και x ∈ G έχουµε:
Pv ∈ Lπ ⇒ ρ(x)Pv ∈ Lπ, οπότε P (ρ(x)Pv) = ρ(x)Pv, δηλαδή Pρ(x)P =
ρ(x)P,για κάθε x ∈ G. ΄Επεται ότι Pρ(x)∗P = ρ(x)∗P και άρα Pρ(x) = ρ(x)P.
Τώρα, από το Λήµµα του Schur έχουµε, P |Lπ′ = 0. ΄Επεται ότι
Lπ ⊥ Lπ′ , οπότε και Mπ ⊥Mπ′ .

΄Εστω τώρα N ένας ρ-ανάγωγος υπόχωρος του Mπ. Από τον ορισµό του
Mπ έχουµε ότι υπάρχει ένας αναλλοίωτος υπόχωρος L ⊆ Mπ, τέτοιος ώστε
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ρL ∼ π και P (N) 6= 0, όπου P η ορθή προβολή στον L. Πάλι έχουµε P |N ∈
C(ρN , ρL), οπότε πάλι απο το Λήµµα του Schur ισχύει ρN ∼ ρL. ΄Αρα ρN ∼
ρL ∼ π.

2

Παρατήρηση 4.1.4. Απο το ϑεώρηµα 4.1.2 έχουµε ότι Hρ = ⊕π∈ĜMπ. Επί-
σης όµως κάθε Mπ ακολούθως διασπάται ως Mπ = ⊕α∈ALα, όπου για κάθε
α έχουµε ρLα ∼ π. Η τελευταία διάσπαση δεν είναι έν γένει µοναδική όταν η
ο Mπ δεν είναι ανάγωγος, όµως η πληθικότητα του A είναι η ίδια για κάθε
τέτοια διάσπαση. Αυτή η πληθικότητα ονοµάζεται πολλαπλότητα της [π] στην
ρ και συµβολίζεται µε mult(π, ρ). Σχετικά έχουµε την παρακάτω πρόταση,
της οποίας η απόδειξη είναι ιδιαίτερα τεχνική και παραλείπεται, αφού δεν ϑα
την χρειαστούµε παρακάτω.

Πρόταση 4.1.5. mult(π, ρ) = dimC(π, ρ).

Παρατήρηση 4.1.6. Αξίζει να σηµειωθεί ότι αν ρ µια πιθανώς όχι unitary
αναπαράσταση µιας συµπαγούς οµάδας G σε έναν πεπερασµένης διάστασης
χώρο V, τότε µπορούµε να ορίσουµε ένα νέο εσωτερικό γινόµενο στον V ,
ως προς το οποίο η ρ ϑα είναι unitary. Συγκεκριµένα, αν 〈·, ·〉0 το αρχικό
εσωτερικό γινόµενο του V, ορίζουµε ένα νέο εσωτερικο γινόµενο ως :

〈u, v〉 =

∫
〈ρ(x)u, ρ(x)v〉0dx.

΄Εχουµε ότι το 〈·, ·〉 είναι ρ-αναλλοίωτο, αφού:
〈ρ(y)u, ρ(y)v〉 =

∫
〈ρ(xy)u, ρ(xy)v〉0dx =

∫
〈ρ(x)u, ρ(x)v〉0dx = 〈u, v〉.

Εποµένως η ϑεωρία των unitary αναπαραστάσεων της G περιλαµβάνει τη
ϑεωρία όλων των αναπαραστάσεων πεπερασµένης διάστασης της G.

4.2 Το ϑεώρηµα Peter-Weyl

Παρακάτω ϑα ορίσουµε και ϑα µελετήσουµε το µη αβελιανό ανάλογο των
τριγονοµετρικών πολυωνύµων της κλασσικής αρµονικής ανάλυσης.

Ορισµός 4.2.1. ΄Εστω π µια unitary αναπαράσταση της G. Για κάθε u, v ∈
Hπ ορίζουµε τις συναρτήσεις :

φu,v(x) = 〈π(x)u, v〉.

Οι φu,v ονοµάζονται matrix elements ή matrix coefficients της π. ΄Οταν δε
τα u, v αποτελούν στοιχεία κάποιας ορθοκανονικής ϐάσης {ej} του Hπ, τότε
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ο πίνακας της π(x) ως προς αυτή τη ϐάση αποτελείται όντως από τα φu,v,
δηλαδή έχουµε π(x) ∼ (πij(x))ij, όπου:

πij(x) = φej ,ei(x) = 〈π(x)ej, ei〉 (4.1)

Θα συµβολίζουµε τη γραµµική ϑήκη των matrix elements µιας π ως Eπ.
΄Εχουµε ότι ο Eπ είναι ένας υπόχωρος του Cc(G), οπότε και όλων των Lp(G).

Πρόταση 4.2.2. Ο χώρος Eπ εξαρτάται µόνο από την κλάση ισοδυναµίας της
π. Είναι αναλλοίωτος σε αριστερές και δεξιές µεταφορές και αν dimHπ = n,
τότε dimEπ ≤ n2.

Απόδειξη ΄Εστω π ∼ π′ και T unitary, τέτοιος ώστε : π′ = TπT−1. Τότε
〈π(x)u, v〉 = 〈π′(x)Tu, Tv〉, που µας δείχνει τον πρώτο ισχυρισµό. ΄Εχουµε:
φu,v(y

−1x) = 〈π(y−1x)u, v, 〉 = 〈π(x)u, π(y)v〉 = φu,π(y)v(x). Οµοίως δείχνου-
µε ότι φu,v(xy) = φπ(y)u,v(x).
Τέλος, εάν dimHπ = n, προφανώς ο Eπ παράγεται απο τις n2 στο πλήθος
συναρτήσεις πi,j. 2

Πρόταση 4.2.3. ΄Εστω π = π1 ⊕ · · · ⊕ πn. Τότε Eπ =
∑n

1 Eπj , όπου το προη-
γούµενο άθροισµα δεν είναι κατ΄ ανάγκην ευθύ.

Απόδειξη Προφανώς έχουµε Eπj ⊆ Eπ, για όλα τα j, αφού Hπj ⊆ Hπ . Από
την άλλη, έαν u =

∑
uj και v =

∑
vj, µε uj, vj ∈ Hπj , τότε 〈π(x)uj, vk〉 = 0,

για j 6= k, οπότε φu,v =
∑
φuj ,vj ∈

∑
Eπj . 2

Θα χρησιµοποιήσουµε τα matrix elements των αναγώγων αναπαραστάσε-
ων για να κατασκευάσουµε µια ορθοκανονική ϐάση του L2(G). Για τα παρα-
κάτω ϑετουµε dπ = dimHπ, π ∈ Ĝ. Θα χρειαστούµε την παρακάτω:

Πρόταση 4.2.4. Σχέσεις ορθογωνιότητας του Schur. ΄Εστω π, ρ ανάγωγες
unitary αναπαραστάσεις της G και οι αντίστοιχοι Eπ, Eρ. Τότε :

1. Αν [π] 6= [ρ], τότε Eπ ⊥ Eρ, ως υπόχωροι του L2(G).

2. Αν {ej} είναι ορθοκανονική ϐάση του Hπ και ορίσω τα πi,j, όπως στην
4.1, τότε τα {

√
dππi,j : i, j = 1, . . . , dπ} αποτελούν ορθοκανονική ϐάση

του Eπ. (ως υπόχωρου του L2(G).)

Απόδειξη ΄Εστω A : Hπ → Hρ, οποιαδήποτε γραµµική απεικόνιση. Ορίζου-
µε :

Ã =

∫
ρ(x−1)Aπ(x)dx.

Τότε έχουµε:
Ãπ(y) =

∫
ρ(x−1)Aπ(x)π(y)dx =

∫
ρ(x−1)Aπ(xy)dx =

∫
ρ(yx−1)Aπ(x)dx =
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ρ(y)ρ(x−1)Aπ(x)dx = ρ(y)Ã. ΄Εχουµε λοιπόν ότι Ã ∈ C(π, ρ).

Πλέον σταθεροποιούµε v ∈ Hπ, v
′ ∈ Hρ και ορίζουµε :

A : Hπ → Hρ µε Au = 〈u, v〉v′.
Τότε, για κάθε u ∈ Hπ, u

′ ∈ Hρ έχουµε:

〈Ãu, u′〉 =

∫
〈ρ(x−1)Aπ(x)u, u′〉dx =

∫
〈Aπ(x)u, ρ(x)u′〉dx

=

∫
〈〈π(x)u, v〉v′, ρ(x)u′〉 =

∫
〈π(x)u, v〉〈v′, ρ(x)u′〉

=

∫
φπu,v(x)φρu′,v′(x)dx

Τώρα εφαρµόζουµε το λήµµα του Schur. Συγκεκριµένα, αν [π] 6= [ρ], έχουµε
ότι Ã = 0, οπότε φπu,v ⊥ φρu′,v′ , για κάθε u, v ∈ Hπ, u

′, v′ ∈ Hρ. ΄Επεται ότι
Eπ ⊥ Eρ.

Αν τώρα π = ρ, έχουµε ότι Ã = cI. ΄Εστω τώρα {ej} µια ορθοκανονική
ϐάση του Hπ . Θέτουµε u = ej, v = ei, u

′ = ej′ , v
′ = ei′ , οπότε έχουµε:∫

πij(x)πi′j′(x)dx = c〈ej, ej′〉 = cδjj′ .

Επίσης έχουµε: cdπ = tr Ã =
∫

tr[π(x−1)Aπ(x)]dx = tr(A).
΄Οµως Au = 〈u, ei〉ei′ , οπότε tr(A) = δii′ . Τελικά λοιπόν έχουµε:∫
πij(x)πi′j′(x)dx = 1

dπ
δii′δjj′ .

΄Επεται ότι το σύνολο {
√
dππij} είναι ορθοκανονικό και αφού dimEπ ≤ n2,

έχουµε ότι αποτελεί και ϐάση. 2

΄Οπως είδαµε στην πρόταση 4.2.2, κάθε Eπ είναι Lx και Rx αναλλοίωτος.
Προκύπτει λοιπόν το ερώτηµα του ποιές είναι οι ανάγωγες υποαναπαραστά-
σεις των L και R στον Eπ. Η απάντηση δίνεται στην παρακάτω:

Πρόταση 4.2.5. ΄Εστω π ανάγωγη και πij όπως στην 4.1. Για i = 1, 2, . . . , dπ
ϑέτουµε Ri την γραµµική ϑήκη των πi1, πi2, . . . , πidπ (δηλαδή την i γραµµή
του πίνακα (πij)ij και Ci τη γραµµική ϑήκη των π1i, π2i, . . . , πdπi (δηλαδή της
i στήλης). Τοτε ο Ri (αντ. ο Ci) είναι αναλλοίωτος από την δεξιά (αντ. την
αριστερή) κανονική αναπαράσταση και έχουµε ότι RRi ∼ π και LCi ∼ π. Η
ισοδυναµία δίνεται από την :

∑
cjej =

∑
cjπij (αντ.

∑
cJej =

∑
cjπji.)

Απόδειξη Σταθεροποιούµε µία ϐάση του Eπ, έστω {ej}dπj=1. Τότε η π δίνεται
από την σχέση:

π(x)(
∑
j

cjej) =
∑
sj

πsj(x)cjes. (4.2)

Επιπλέον έχουµε: π(yx) = π(x)π(y), οπότε : πij(yx) =
∑

s πis(y)πsj(x), δη-
λαδή Rxπij =

∑
s πsj(x)πis. Εποµένως έχουµε
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Rx(
∑
j

cjπij) =
∑
js

πjs(x)cjπis. (4.3)

Συγκρίνοντας τις (4.2) και (4.3) έπεται το Ϲητούµενο.
Οµοίως, για αριστερές µεταφορές έχουµε:

Lx(
∑
j

cjπji) =
∑
jk

πjk(x
−1)cjπki

΄Οµως η π είναι unitary, οπότε πjk(x−1) = πkj(x), οπότε έπεται το συµπέρα-
σµα και την αριστερή κανονική αναπαράσταση. 2

Ορίζουµε πλέον
E = span

⋃
[π]∈Ĝ

Eπ.

∆ηλαδή το E αποτελεί το σύνολο των πεπερασµένων γραµµικών συνδυασµών
των matrix elements των αναγώγων αναπαραστάσεων.Από την πρόταση 4.2.3,
ο E είναι η γραµµική ϑήκη των Eπ, όπου οι δείκτες π διατρέχουν τις πεπε-
ϱασµένες αναπαραστάσεις της G. Ο E µπορεί να ϑεωρηθεί ως ο χώρος των
῾῾τριγωνοµετρικών πολυωνύµων᾿᾿ της G. Θα δείξουµε ότι ο E είναι πυκνός στον
L2(G). Το µόνο που χρειαζόµαστε ακόµα είναι η παρακάτω:

Πρόταση 4.2.6. Ο E είναι άλγεβρα.

Απόδειξη Αρκεί να δείξουµε ότι αν [π], [ρ] ∈ Ĝ, και πij, ρkl τα αντίστοιχα
matrix elements αυτών, τότε τα πijρkl είναι matrix elements για κάποια ανα-
παράσταση πεπερασµένης διάστασης της G, την οποία ϑα συµβολίσουµε µε
π⊗ρ. (Ο συµβολισµός δεν είναι ατυχής, καθώς η π⊗ρ είναι όντως το εσωτερι-
κό τανυστικό γινόµενο των π, ρ, όµως για λόγους απλότητας ϑα την ορίσουµε
χωρίς να χρησιµοποιήσουµε την ϑεωρία τανυστικών γινοµένων.) Σταθερο-
ποιώντας ϐάσεις για τους Hπ, Hρ, ορίζουµε τα αντίστοιχα matrix elements
αυτών και ουσιαστικά έχουµε ότι :
Hπ ' Cn, Hρ ' Cm, όπου n = dπ,m = dρ.
Ορίζουµε τώρα την π ⊗ ρ στον Cnm µε:

(π ⊗ ρ)(x)T = π(x)Tρ(x−1), T ∈ Cnm, x ∈ G.

Θεωρώντας τώρα την ορθοκανονική ϐάση {Eij} του Cnm, όπου
Eij = (amn)mn, µε amn = 1, όταν m = i, n = j, amn = 0, αλλιώς ,
έχουµε ότι :

〈(π ⊗ ρ)(x)Ejl, Eik〉 = πij(x)ρkl(x)

2
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Πλέον µπορούµε να δείξουµε το τελευταίο τεχνικό λήµµα για το ϑεώρηµα
Peter-Weyl για τη ϑεωρία αναπαραστάσεων για συµπαγείς οµάδες. Το λήµ-
µα αυτό είναι άµεση συνέπεια των προηγούµενων αποτελεσµάτων και των
ϑεωρηµάτων Gelfand-Raikov και Stone-Weierstrass. Οφείλουµε να σηµειώ-
σουµε πως αυτά είναι µεταγενέστερα του Peter-Weyl, οπότε η απόδειξη που
ϑα παραθέσουµε δεν είναι η αυθεντική, η οποία κάνει χρήση του ϑεωρή-
µατος Arzela-Ascoli, καθώς και του ϕασµατικου ϑεωρήµατος για συµπαγείς
ϕυσιολογικούς τελεστές, είναι όµως αρκετά πιο απλή. Συγκεκριµένα έχουµε:

Θεώρηµα 4.2.7. Ο E είναι πυκνός στον C(G), ως προς τη νόρµα της οµοιό-
µορφης σύγκλισης και πυκνός σε κάθε Lp(G), 1 ≤ p <∞, ως προς την ‖·‖p .
Απόδειξη Αρκεί να δείξουµε ότι ο E είναι πυκνός στον C(G), ο οποίος µε
τη σειρά του είναι πυκνός στους Lp. ΄Εχουµε όµως ότι ο E είναι άλγεβρα, που
χωρίζει τα σηµεία (από το ϑεώρηµα Gelfand-Raikov), περιέχει τις σταθερές,
λογω της τετριµµενης αναπαράστασης και είναι και αυτοσυζυγής, αφού κά-
ϑε αναπαράσταση καθορίζει την αντίστοιχη contragredient. Το αποτέλεσµα
τώρα έπεται από το ϑεώρηµα Stone-Weierstrass

2

Αν τώρα συνδυάσουµε το ϑεώρηµα 4.2.7 µε τις σχέσεις ορθογωνιότητας
του Schur(4.2.4), ϐλέπουµε ότι ο L2(G) είναι το ορθογώνιο ευθύ άθροισµα
των Eπ, όπου [π] ∈ Ĝ, καθώς και ότι σταθεροποιώντας µια π για κάθε κλάση
[π], παίρνοντας τα αντίστοιχα matrix elements αυτών (σταθεροποιώντας εν-
νοείται µια ορθοκανονική ϐάση σε κάθε Hπ), λαµβάνουµε µια ορθοκανονική
του ϐάση. Μπορούµε λοιπόν να συµπεριλάβουµε όλα τα αποτελέσµατά µας
στο παρακάτω ϑεώρηµα, όπου ϐέβαια ϑεωρούµε πως σταθεροποιούµε έναν
αντιπροσωπο π για κάθε κλάση [π] και σταθεροποιούµε µία ορθοκανονική
ϐάση του αντίστοιχου Hπ . Συγκεκριµένα έχουµε το :

Θεώρηµα 4.2.8 (Το Θεώρηµα Peter-Weyl). ΄Εστω G συµπαγής οµάδα. Τότε :

1. ο E είναι οµοιόµορφα πυκνός στον C(G).

2. L2(G) = ⊕[π]∈ĜEπ.

3. Το σύνολο {
√
dππij : i, j = 1, 2 . . . dπ, [π] ∈ G αποτελεί ορθοκανονική

ϐάση του L2(G).

4. Κάθε [π] εµφανίζεται στην αριστερή και στην δεξιά κανονική αναπαρά-
σταση µε πολλαπλότητα dπ. Πιο συγκεκριµένα, για i = 1, 2 . . . , dπ, ο
υπόχωρος του Eπ (αντ. του Eπ) που παράγεται από την i γραµµή (αντ.
την i στήλη) του πίνακα (πij)ij (αντ. του (πij)ij ) είναι αναλλοίωτος υπό
την δεξιά (αντ. την αριστερή) κανονική αναπαράσταση, οι οποίες είναι
ισοδύναµες µε την π στους αντίστοιχους χώρους.



Παράρτηµα Αʹ

∆ιάσπαση της Αριστερά
Κανονικής και ∆εξιά Κανονικής
Αναπαράστασης Συµπαγούς
Οµάδας

΄Εστω G συµπαγής τοπολογική οµάδα Hausdorff. λ µέτρο Haar της G, κα-
νονικοποιηµένο ώστε λ(G) = 1. Bo(G) η Borel σ-άλγεβρα της G.

Η left regular αναπαράσταση τηςG επί του χώρου Hilbert L2(G,Bo(G), λ):
για x ∈ G, f ∈ L2(G,Bo(G), λ), Lxf είναι η συνάρτηση µε τύπο

[Lxf ](y) := f(x−1y) y ∈ G.
Η right regular αναπαράσταση της G επί του χώρου Hilbert L2(G,Bo(G), λ):
για x ∈ G, f ∈ L2(G,Bo(G), λ), Rxf είναι η συνάρτηση µε τύπο

[Rxf ](y) := f(yx) y ∈ G.
Παρατηρεί κανείς ότι

〈Lxf, πij〉 =

∫
G

f(x−1y)πij(y) dλ(y) =

∫
G

f(y)πij(xy) dλ(y)

=
dπ∑
k=1

πik(x)

∫
G

f(y)πkj(y) dλ(y) =
dπ∑
k=1

πik(x)〈f, πkj〉

και

〈Rxf, πij〉 =

∫
G

f(yx)πij(y) dλ(y) =

∫
G

f(y)πij(yx−1) dλ(y)

=
dπ∑
k=1

πkj(x−1)

∫
G

f(y)πik(y) dλ(y) =
dπ∑
k=1

πjk(x)〈f, πik〉,

69
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για i, j ∈ {1, . . . , dπ}, όπου χρησιµοποιήθηκε η ισότητα π(x−1) = [π(x)]∗,
από όπου συνάγεται ότι πkj(x−1) = πjk(x). Για f = ρmn, όπου [ρ] ∈ Ĝ,

〈Lxρmn, πij〉 =
dπ∑
k=1

πik(x)〈ρmn, πkj〉 =

{
d−1
π πim(x) αν [π] = [ρ] και n = j

0 διαφορετικά

και

〈Rxρmn, πij〉 =
dπ∑
k=1

πjk(x)〈ρmn, πik〉 =

{
d−1
π πjn(x) αν [π] = [ρ] και m = i

0 διαφορετικά,

για i, j ∈ {1, . . . , dπ} και m,n ∈ {1, . . . , dρ}, από τις σχέσεις ορθογωνιότητας
του Shur.

Από το Θεώρηµα Peter–Weyl, οι συναρτήσεις√
dππij, i, j ∈ {1, . . . , dπ}, [π] ∈ Ĝ,

αποτελούν ορθοκανονική ϐάση του L2(G,Bo, λ). Τα dπ〈Lxρmn, πij〉 είναι οι
‘συντελεστές του πίνακα του τελεστή Lx ως προς αυτή την ϐάση’, και οµοίως
τα dπ〈Rxρmn, πij〉 για τον τελεστή Rx. Στις παραπάνω σχέσεις οι µόνοι συν-
τελεστές αυτών των πινάκων που είναι µη µηδενικοί είναι οι dπ〈Lxπmj, πij〉,
i,m ∈ {1, . . . , dπ}, για την ίδια π και το ίδιο j, για τον Lx, και dπ〈Rxπin, πij〉,
j, n ∈ {1, . . . , dπ}, για το ίδιο π πάλι και το ίδιο i τώρα, για τον Rx. ∆ηλαδή,
η αναπαράσταση L είναι ευθύ άθροισµα

L =
⊕
[π]∈Ĝ

(Aπ ⊕ · · · ⊕ Aπ︸ ︷︷ ︸
dπ

),

δηλαδή
Lx =

⊕
[π]∈Ĝ

[Aπ(x)⊕ · · · ⊕ Aπ(x)] ∀x ∈ G,

µε αντίστοιχο ευθύ άθροισµα υποχώρων για τον L2(G,Bo, λ) το

L2(G,Bo, λ) =
⊕
[π]∈Ĝ

(span{π11, . . . , πdπ1} ⊕ · · · ⊕ span{π1dπ , . . . , πdπdπ})

=
⊕
[π]∈Ĝ

(
Cπ

1 ⊕ · · · ⊕ Cdπ
dπ

)
(ανεξάρτητα του x ∈ G), και Aπ(x) τον τελεστή µε πίνακα

Aπ(x) =

 π11(x) . . . π1dπ(x)
... . . . ...

πdπ1(x) . . . πdπdπ(x)
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ως προς την ϐάση π1j, . . . , πdπj του Cπ
j := span{π1j, . . . , πdπj}, για κάθε στήλη

j ∈ {1, . . . , dπ}· Cπ
j := span{π1j, . . . , πdπj} είναι ο υπόχωρος του L2(G,Bo, λ)

που παράγεται από τις συναρτήσεις που αποτελούν την j στήλη της π. Αντί-
στοιχα η αναπαράσταση R είναι ευθύ άθροισµα

R =
⊕
[π]∈Ĝ

(Aπ ⊕ · · · ⊕ Aπ︸ ︷︷ ︸
dπ

),

ήτοι
Rx =

⊕
[π]∈Ĝ

[Aπ(x)⊕ · · · ⊕ Aπ(x)] ∀x ∈ G,

µε αντίστοιχο ευθύ άθροισµα υποχώρων για τον L2(G,Bo, λ) το

L2(G,Bo, λ) =
⊕

[π]∈Ĝ (span{π11, . . . , π1dπ} ⊕ · · · ⊕ span{πdπ1, . . . , πdπdπ})
=
(
Rπ

1 ⊕ · · · ⊕Rπ
dπ

)
αυτή τη ϕορά, και Aπ(x) τον τελεστή µε πίνακα

Aπ(x) =

 π11(x) . . . π1dπ(x)
... . . . ...

πdπ1(x) . . . πdπdπ(x)


ως προς την ϐάση πi1, . . . , πidπ του Rπ

i := span{πi1, . . . , πidπ}, για κάθε γραµ-
µή i ∈ {1, . . . , dπ}· Rπ

i := span{πi1, . . . , πidπ} είναι ο υπόχωρος τουL2(G,Bo, λ)
που παράγεται από τις συναρτήσεις που αποτελούν την i γραµµή της π.
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Παράρτηµα Βʹ

Αναπαραστάσεις της
Συµµετρικής Οµάδας S3

Συµβολισµοί : S3 = {σ0, . . . , σ5}, όπου:
σ0 ουδέτερο στοιχείο, ήτοι

σ0(1) = 1 σ0(2) = 2 σ0(3) = 3.

σ1 = (12), ήτοι
σ1(1) = 2 σ1(2) = 1 σ1(3) = 3.

σ2 = (23), ήτοι
σ2(1) = 1 σ2(2) = 3 σ2(3) = 2.

σ3 = (13), ήτοι
σ3(1) = 3 σ3(2) = 2 σ3(3) = 1.

σ4 = (123), ήτοι

σ4(1) = 2 σ4(2) = 3 σ4(3) = 1.

σ5 = (132), ήτοι

σ5(1) = 3 σ5(2) = 1 σ5(3) = 2.

Παρατηρείστε ότι (123) = (12)(23), ήτοι σ1 ◦ σ2 = σ4, και (132) = (23)(12),
ήτοι σ2 ◦ σ1 = σ5. Υπάρχουν δύο µη ισοδύναµες µονοδιάστατες unitary
αναπαραστάσεις της S3: µία η τετριµµένη

χ(σ) = 1 ∀σ ∈ S3,

και µία η

ψ(σ1) = ψ(σ2) = ψ(σ3) = −1 ψ(σ0) = ψ(σ4) = ψ(σ5) = 1;
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δηλαδή

ψ(σ) =

{
1 αν σ γράφεται ως άρτιο γινόµενο αντιµεταθέσεων
−1 αν σ γράφεται ως περιττό γινόµενο αντιµεταθέσεων.

Παρατηρεί κανείς ότι, προφανώς

χ(σ ◦ τ) = 1 = 1 · 1 = χ(σ)χ(τ) ∀σ, τ ∈ S3,

και ότι
ψ(σ ◦ τ) = 1 = 1 · 1 = ψ(σ)ψ(τ)

αν σ και τ είναι και οι δύο άρτιο γινόµενο αντιµεταθέσεων, οπότε και σ ◦ τ
είναι άρτιο γινόµενο αντιµεταθέσεων,

ψ(σ ◦ τ) = 1 = (−1) · (−1) = ψ(σ)ψ(τ)

αν σ και τ είναι και οι δύο περιττό γινόµενο αντιµεταθέσεων, και

ψ(σ◦τ) = −1 = (−1)·1 = ψ(σ)ψ(τ) ή ψ(σ◦τ) = −1 = 1·(−1) = ψ(σ)ψ(τ)

αν σ περιττό και τ άρτιο, ή σ άρτιο και τ περιττό γινόµενο αντιµεταθέσεων,
αντίστοιχα· δηλαδή οι χ και ψ είναι αναπαραστάσεις, ήτοι οµοµορφισµοί
της G στην οµάδα των αντιστρέψιµων ϕραγµένων γραµµικών τελεστών του
γραµµικού χώρου C, και δει unitary αφού τελικά είναι οµοµορφισµοί της G
στους unitary τελεστές του χώρου Hilbert C. Προφανώς επίσης οι χ και ψ
είναι ανάγωγες αφού είναι µονοδιάστατες αναπαραστάσεις.

Υπάρχει µία ακόµη ανάγωγη unitary αναπαράσταση της G, ή ακριβέστε-
ϱα, µία ακόµη κλάση ισοδυναµίας τέτοιων αναπαραστάσεων. ΄Εστω ζ1, ζ2, ζ3

µία ορθοκανονική ϐάση του C3, ας πούµε η συνήθης· ορίζεται τότε µία ανα-
παράσταση U της G από την σχέση

U(σ)ζi = ζσ(i) σ ∈ S3, i ∈ {1, 2, 3}·

συγκεκριµένα, ο πίνακας του τελεστή U(σ) ως προς την ϐάση ζ1, ζ2, ζ3 είναι

U(σ0) = I3 U(σ1) =

0 1 0
1 0 0
0 0 1

 U(σ2) =

1 0 0
0 0 1
0 1 0



U(σ3) =

0 0 1
0 1 0
1 0 0

 U(σ4) =

0 0 1
1 0 0
0 1 0

 U(σ5) =

0 1 0
0 0 1
1 0 0

 .
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Αυτή είναι πράγµατι µία αναπαράσταση της S3 αφού, για σ, τ ∈ S3,

U(σ ◦ τ)ζi = ζσ(τ(i)) = U(σ)ζτi = U(σ)U(τ)ζi ∀ i ∈ {1, 2, 3},

οπότε
U(σ ◦ τ) = U(σ)U(τ),

η οποία είναι και unitary αφού

U(σ)∗U(σ) = U(σ)U(σ)∗ = I3 ∀σ ∈ S3

(οι στήλες και οι γραµµές κάθε U(σ) αποτελούν ορθοκανονικό σύστηµα). Η
αναπαράσταση αυτή όµως δεν είναι ανάγωγη· ο υπόχωρος

H := {(z1, z2, z3)′ ∈ C3 : z1 + z2 + z3 = 0}

του C3 είναι αναλλοίωτος, όπου ′ συµβολίζει ανάστροφο, ήτοι

(z1, z2, z3)′ =

z1

z2

z3

 .
Πράγµατι, κάθε τελεστής U(σ) απλά αναδιατάσσει τις συντεταγµένες ενός
διανύσµατος, οπότε αν οι συντεταγµένες ενός διανύσµατος έχουν άθροισµα
µηδέν, τότε και οι συντεταγµένες της εικόνας του µέσω του U(σ) ϑα έχουν
επίσης άθροισµα µηδέν. Επίσης, οι πίνακες U(σ), σ ∈ S3, δεν έχουν άλλα
κοινά ιδιοδιανύσµατα πέραν των πολλαπλασίων του (1, 1, 1)′, οπότε η ανα-
παράσταση U δεν έχει άλλον αναλλοίωτο υπόχωρο διάστασης ένα, πέραν του
υπόχωρου που παράγει το διάνυσµα (1, 1, 1)′, και άρα η U περιορισµένη στον
υπόχωρο H είναι ανάγωγη. Η αναπαράσταση αυτή, η U δηλαδή περιορισµέ-
νη στον H, είναι unitarily ισοδύναµη µε την αναπαράσταση

π(σ0) = I2 π(σ1) =

[
1 0
0 −1

]
π(σ2) = 1

2

[
−1

√
3√

3 1

]

π(σ3) = 1
2

[
−1 −

√
3

−
√

3 1

]
π(σ4) = 1

2

[
−1

√
3

−
√

3 −1

]
π(σ5) = 1

2

[
−1 −

√
3√

3 −1

]
.

Αυτό µπορεί να το δει κανείς ως εξής. Τα διανύσµατα
(6−1/2, 6−1/2,−2·6−1/2)′ και (2−1/2,−2−1/2, 0)′ αποτελούν ορθοκανονική ϐάση
του H, και οι πίνακες της αναπαράστασης U ως προς αυτή την ϐάση είναι οι
πίνακες π(σi). Ισοδύναµα, ο πίνακας 6−1/2 2−1/2

6−1/2 −2−1/2

−2 · 6−1/2 0

 ,
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που στέλνει την συνήθη ϐάση του C2 στην παραπάνω ορθοκανονική ϐάση του
H, ικανοποιεί την U∗U = I2 και άρα είναι ένας unitary τελεστής από τον C2

στην εικόνα του UC2 = H (αφού η U∗U = I2 συνεπάγεται την UU∗U = U ,
και άρα UU∗z = z για κάθε z στην εικόνα UC2 του C2· ή πιο άµεσα,

UU∗ = 1
3

 2 −1 −1
−1 2 −1
−1 −1 2

 ,
και ο τελευταίος πίνακας επάγει την ταυτοτική απεικόνιση αν περιοριστεί
στον υπόχωρο H)· εποµένως U : C2 → H είναι ένας unitary τελεστής και οι
πίνακες

π(σi) := U∗U(σi)U i ∈ {1, 2, 3},

ορίζουν µία αναπαράσταση, αφού ικανοποιούν τις

π(στ) = U∗U(στ)U = U∗U(σ)U(τ)U = U∗U(σ)UU∗U(τ)U = π(σ)π(τ)
σ, τ ∈ S3,

δηλαδή η π είναι οµοµορφισµός, και δει unitary αφού

π(σ)∗π(σ) = U∗U(σ)∗UU∗U(σ)U = U∗U(σ)∗U(σ)U = U∗U = I2.

(Ελέγχει κανείς άµεσα ότι τα π(σi) = U∗U(σi)U είναι όπως έχουν δοθεί πα-
ϱαπάνω.)
Οι µιγαδικές συναρτήσεις της S3 µπορούν να ταυτοποιηθούν µε διανύσµατα
στον C6: η f : G→ C ταυτοποιείται µε το διάνυσµα (f(σ0), f(σ1), . . . , f(σ5))′·
και ϕυσικά κάθε µιγαδική συνάρτηση επί της S3 είναι στον L2. Παίρνουµε
ως ορθοκανονική ϐάση τις συναρτήσεις που υπαγορεύει το Θεώρηµα Peter–
Weyl: το διάνυσµα (1, 1, 1, 1, 1, 1)′ αντιστοιχεί στην συνάρτηση χ, το διάνυσµα
(1,−1,−1,−1, 1, 1)′ στην συνάρτηση ψ, και τα διανύσµατα

√
2


1
1
−1

2

−1
2

−1
2

−1
2


√

2

2



0
0√
3

−
√

3√
3

−
√

3


√

2

2



0
0√
3

−
√

3

−
√

3√
3


√

2


1
−1

1
2
1
2

−1
2

−1
2


στις συναρτήσεις

√
2π11,

√
2π12,

√
2π21,

√
2π22, αντίστοιχα. Τα διανύσµατα

αυτά έχουν νόρµα ένα όχι ως προς το σύνηθες εσωτερικό γινόµενο του C6,
αλλά µε το σύνηθες εσωτερικό γινόµενο πολλαπλασιασµένο µε 1

6
· αυτό διότι

παίρνουµε το µέτρο Haar στην οµάδα S3 να είναι µέτρο πιθανότητας, να δίνει
δηλαδή µάζα 1

6
σε κάθε σηµείο της S3.
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Παρατηρείστε τώρα ότι

L(σ)χ = χ,

L(σ)ψ = ψ(σ−1)ψ,

L(σ)π11 = π11(σ−1)π11 + π12(σ−1)π21,

L(σ)π12 = π11(σ−1)π12 + π12(σ−1)π22,

L(σ)π21 = π21(σ−1)π11 + π22(σ−1)π21,

L(σ)π22 = π21(σ−1)π12 + π22(σ−1)π22,

για κάθε σ ∈ S3· ο πίνακας εποµένως της left regular αναπαράστασης L της
S3 στον L2(S3) ' C6 ως προς αυτή την ϐάση


1
1
1
1
1
1




1
−1
−1
−1
1
1


√

2


1
1
−1

2

−1
2

−1
2

−1
2


√

2

2



0
0√
3

−
√

3√
3

−
√

3


√

2

2



0
0√
3

−
√

3

−
√

3√
3


√

2


1
−1

1
2
1
2

−1
2

−1
2


(µε αυτή την σειρά), είναι

L(σ) =


1 0 0 0 0 0
0 ψ(σ−1) 0 0 0 0
0 0 π11(σ−1) 0 π21(σ−1) 0
0 0 0 π11(σ−1) 0 π21(σ−1)
0 0 π12(σ−1) 0 π22(σ−1) 0
0 0 0 π12(σ−1) 0 π22(σ−1)



=


1 0 0 0 0 0
0 ψ(σ) 0 0 0 0
0 0 π11(σ) 0 π12(σ) 0
0 0 0 π11(σ) 0 π12(σ)
0 0 π21(σ) 0 π22(σ) 0
0 0 0 π21(σ) 0 π22(σ)

 ,

για κάθε σ ∈ S3. (Εδώ χρησιµοποιήθηκε πάλι το γεγονός ότι, για κάθε
unitary αναπαράσταση ρ µιας οµάδας G, ρ(x−1) = ρ(x)−1 = ρ(x)∗ ∀x ∈ G,
και εποµένως ρij(x−1) = ρji(x) ∀x ∈ G· εδώ επιπλέον όλα τα ψ(σ), πij(σ)
είναι πραγµατικά.)
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Παρατηρείστε επίσης ότι

R(σ)χ = χ,

R(σ)ψ = ψ(σ)ψ,

R(σ)π11 = π11(σ)π11 + π21(σ)π12,

R(σ)π12 = π12(σ)π11 + π22(σ)π12,

R(σ)π21 = π11(σ)π21 + π21(σ)π22,

R(σ)π22 = π12(σ)π21 + π22(σ)π22,

για κάθε σ ∈ S3· ο πίνακας εποµένως της right regular αναπαράστασης R
της S3 στον L2(S3) ' C6 ως προς την παραπάνω ϐάση είναι

R(σ) =


1 0 0 0 0 0
0 ψ(σ) 0 0 0 0
0 0 π11(σ) π12(σ) 0 0
0 0 π21(σ) π22(σ) 0 0
0 0 0 0 π11(σ) π12(σ)
0 0 0 0 π21(σ) π22(σ)

 ,

σ ∈ S3· ή πιο σύντοµα,

R(σ) =


1

ψ(σ)
π(σ)

π(σ)

 .
΄Εστω τέλος

U :=


1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1

 ·

τότε U∗ = U και U∗U = UU∗ = U2 = I6 και ϐλέπει κανείς επίσης άµεσα ότι

U∗L(σ)U = R(σ) ∀σ ∈ S3.

Οι L και R είναι δηλαδή unitarily ισοδύναµες.

Παρατήρηση Βʹ.0.9. Ο τελευταίος πίνακας U είναι ο πίνακας του τελεστή
f 7→ Uf , όπου (Uf)(σ) = f(σ−1), για f ∈ L2(S3) και σ ∈ S3, ως προς την
παραπάνω ϐάση. Πράγµατι, έχει κανείς ότι

σ−1
0 = σ0, σ−1

1 = σ1, σ−1
2 = σ2, σ−1

3 = σ3, σ−1
4 = σ5, σ−1

5 = σ4;
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έπεται ότι Uχ = χ, αφού χ(σ−1) = 1 = χ(s) ∀σ ∈ S3, Uψ = ψ, αφού
ψ(σ−1

i ) = ψ(σi) για i ∈ {0, 1, 2, 3} και ψ(σ−1
i ) = −1 = ψ(σi) για i ∈ {4, 5},

και όµοια ϐλέπει κανείς ότι Uπ11 = π11, Uπ22 = π22 και Uπ12 = π21 και
Uπ21 = π12.

Αυτό ισχύει γενικά σε οποιαδήποτε τοπικά συµπαγή οµάδα Hausdorff G.
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